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Zur  Theorie  der  quadratischen  und 
kubischen  Reste. 

Von 

Herrn  Georg  Meyer 

aus  Tostedt. 

Herr  Professor  Stern  bat  in  seiner  Abhandlung:  „Reeherchcs  sur 
la  tbeoric  des  r&idufl  quadratiques"  im  Anfange  einige  Untersuchun- 
gen über  Combinationen  von  quadratischen  Rosten,  beziehlicb  von 
quadratischen  Nichtrcston,  gemacht.  Diese  Untersuchungen  beziehen 
sich  hauptsächlich  auf  die  Combinationen  der  zweiten  Classe  d.  Ii. 
auf  die  Combinationen,  welche  aus  der  Vereinigung  zweier  quadra- 
tischen Reste  oder  zweier  quadratischen  Kichtreste  entstehen.  Es 
ist  dort  bereits  bemerkt,  dass  man  diese  Betrachtungen  leicht  auf 
Combinationen  höherer  Classcn  ausdehnen  könnte. 

Da  im  Folgenden  fast  ausschliesslich  von  quadratischen 
Resten  oder  quadratischen  Nichtrcsteu  die  Rede  sein  wird,  so 
sollen  dieselben  kurz  als  Reste  oder  Ni  entroste  bezeichnet  werden. 

Die  von  Herrn  Professor  Stern  gefundenen  Resultate,  welche  den 
folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen,  sind  kurz 
diese : 

Bezeichnet  man  mit       «2  ...  ap-\  die  Reihe  der  Reste,  mit 


ßu  ßt  • '  •  /V-J  clic  Reihe  der  Nichtrestc  und  mit  Au  A*,  Bu  Bs  die 


Anzahlen  von  Lösungen,  welche  beziehlicb  den  Gleichungen  1+cr, 
1-j-cr,  =  P2,  1-1-/3,  =  «2  und  =  ß»  zukommen,  so  bestehen 

für  die  Grössen  Au  A2,  Bx  und  Bt  folgende  Gleichungen: 


a 


1)    Ai  =  #,  =  B*  —  ~4~'  A* 

wenn  p  eiue  Primzahl  von  der  Form  4^  +  3. 
Teil  LXiri. 


•1 
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2       •  forif  er-.  %nr%Thtorie  der  "qau/ratutJien  ir»«F  hd>i'sdie.n  fitste. 

2)    -4t  «  ?  ~5,    A2  -  ^  =  Z*4  =  P- 
wenn  ;>  eine  Primzahl  von  der  Form  4f»+l. 

In  einer  anderen  Abliandlung:  „Zur  Theorie  der  quadratischen 
Reste"  sind  von  Herrn  Professor  Stern  folgende  hierher  gehörige 
Sätze  bewiesen. 

Bei  jeder  einzelnen  Combi nationsclassc  kommen  unter  den  Com- 
"  binationen  aus  den  Resten,  sowie  unter  deu  Combinationen  aus  den 
Nichtrestcn,  alle  Reste  gleich  oft  und  auch  alle  Nichtreste  gleich  oft 
vor.  (Giebt  es  m  Combinationen  aus  den  Resten,  welche  einer  Zahl 
k  congruent  sind,  so  ist  dafür  gesagt:  die  Zahl  k  kommt  »»mal  unter 
den  Combinationen  vor).  Wenn  unter  den  Combinationen  irgend  einer 
Classe  aus  den  Resten  jeder  Rest  </mal  und  jeder  Nichtrest  7*  mal 
vorkommt,  so  muss  unter  den  Combinationen  derselben  Classe  aus 
den  Nichtresteu  jeder  Rest  /«mal  und  jeder  Nichtrest  «/mal  vorkom- 
men. Die  Null  muss  dagegen  unter  den  Combinationen  aus  den 
Resten  ebenso  oft  vorkommen,  wie  unter  den  Combinationen  aus  den 
Nichtresten. 

Littcratur. 

Stern:  „Recherches  sur  la  theorie  des  residus  quadratiques". 
(Memoires  courronnes  par  TacadOmie  royalc  de  Bruxelles. 
T.  XV.). 

Steru:  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste".  (Crelle's  Jour- 
ual,  Bd.  61.  pag.  334  ff.). 


Unter  den  Combinationen  irgend  einer  Classe  aus  den  Resten 
komme  die  Null  «mal  vor,  jeder  Rest  omal  und  jeder  Nichtrest  tr  mal. 
Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  ?<,  v  und  w  für  die 
einzelnen  Combinationsdassen. 

Combinationen  zur  dritten  Classe  ohne  Wiederholung. 

S  1. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4/A  +  3.  Je  nachdem  ft 
ungerade  oder  gerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Nichtrest  auf. 

I.   fi  —  2i»+l, 

Zunächst  soll  die  Anzahl  der  Congrucnzcn  von  der  Form  «j-f- 
«s  +  <*3        (mod|))  bestimmt  werden.   Da  2  ein  Rest  ist,  so  können 

K  . 
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in  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «4+«5  =:  0  (mod/>)  die  Reste 
cr4  und  a5  nicht  einander  gleich  werden;  man  erhalt  daher  aus  jeder 
von  diesen  Congruenzen  zwei  verschiedene  Lösungen  der  Congruenz 
1  + a  =  ß  »  insofern  man  jede  der  Zahlen  aA  und  a:>  auf  die  rechte 
Seite  der  Congruenz  schaffen  kann.    Die  Congrueuz  l  +  «4+«5==0 

«-hl 

besitzt  demnach  ■  verschiedene  Lösungen.  Wollte  mau  der  Con- 
gruenz 1  + «4 +  —  ehenso  viel  Lösungen  wie  der  Congruenz 
l-\-a  =  ß  zuschreiben,  so  würden  in  jenen  Lösungen  die  Zahlen  cr4 
und  ah  nebst  ihren  Permutatiouen  vorkommen.  In  den  Lösungen  der 
Congruenz  l  +  a4  +  w5  =  0  kann,  da  2  eiu  Rest  ist,  niemals  eine  der 
Zahlen  «4  oder  <*5  der  Einheit  cougruent  werden ;  es  sind  in  dieseu  Lö- 
sungen also  nur  von  einander  verschiedene  Reste  vorhanden.  Multiplicirt 

0+1 

man  die  — g-  Lösungen  der  Congruenz  l+«4-f«5  =  0  successive 

mit  den  sämmtlichen  Resten  der  Zahl  so  erhält  man  dadurch  die 
Congruenzen  von  der  Form  =  0.    Unter  den  so  gefun- 

denen Congruenzen  müssen  aber  immer  drei  Congruenzen  mit  ein- 
ander übereinstimmen,  denn  die  Congruenz  er,  +  a 2 -|- aa  =  0,  welche' 
man  durch  Multiplication  mit  er,  erhält,  ergiebt  sich  ebenso  gut  durch 
Multiplication  mit  er*  uud  «3.   Man  hat  demuach  das  Resultat: 

p-{-l   p — 1 

IT'  "2 


3 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  v  uud  io  kann  man  von  einem  von 
Herrn  Professor  Stern  angegebeueu  Resultate  ausgehen.  Mau  be- 
zeichne zur  Abkürzung  die  Congrueuz  l  +  ^i -f  a2-{-ß1  =  0  (mod;>) 
mit  »S  und  die  Anzahl  ihrer  Lösuugen  mit  Die  Congruenzen  S 
ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congruenzen  l-f-«+|S  =  0 
(modj»)  successive  mit  den  Werten  l  +  —  «3  und  den  Werten 
1  +  ai  =  ßs  multiplicirt.   Für  «  erhält  man  den  Wert 

J>— 3  j_ P+1  P—3 

In  den  s  Congruenzen  »S  sind  die  Reste  «,  und  «2  nebst  ihren  Ter- 
mutationen  vorhanden,  denn,  da  1  +  llur  tt  «  oder  =  ß  Bein  kann, 
so  rauss  sich  die  Congruenz  l  +  ^i  +  ^+ßi  =0,  welche  man  durch 
Multiplication  mit  1+a,  erhält,  auch  noch  durch  Multiplication  mit 
l-p-ofs,  aus  einer  Congruenz  von  der  Form  l  +  a-f-/3  =  0  ergeben, 
die  Congruenzen  von  der  Form  1  +  a±  -f  «,  +  ß1  =  0  bekommt  man 
nur  ein  einziges  Mal.  sei  die  Anzahl  der  von  eiuauder  verschie- 
denen Lösungen  der  Congruenz  S,  welche  zugleich  ausser  der  Einheit 
keine  gleichen  Reste  mehr  enthalten.   Die  Congruenzen  von  der  Form 

1* 
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1  -f-  «i  +  a j  -f-  ßt  =  0  entstehen  durch  Multiplication  mit  «,  aus  den 
Congruenzcn  von  der  Form  1  -\-l-\-a-\-ß  =  0.  wenn  nur  a,  der  Be- 
dingung «.er,  =  1  (mod/))  genügt.  Die  Congruenzcn  der  letzten  Art 
ergebcu  sich  aber  durch  Multiplication  mit  2  aus  den  Congruenzcn 
l  +  «o+ft>  =  0  (mod/j) 

4 

«i  =  "  2  

Von  den  Congruenzcn  <S  müssen  noch  die  Congruenzcn  von  der 
Form  1  ~\-l-\-a-\-ß  =  0  ausgeschlossen  werden.    Die  Anzahl  dieser 

Congruenzcn  ist  im  allgemeinen  «°  r  -,  ist  aber  die  Zahl  3  ein  Rest, 

so  ist  unter  diesen  Congruenzcn  die  Cougruenz  l-f-l-j-l-|-^  =  () 
vorhanden;  dieselbe  ist  schon  bei  den  Congruenzcn  von  der  Form 
1  4"  ~f*  frj  ~h  ßi  =  0  mitgezählt.  *•*  sei  die  Anzahl  der  von  einander 
verschiedenen  Congruenzcn  8,  welche  nur  ungleiche  Reste  enthalten. 
Es  ist 

*2  =  *,  —  — + 1    oder       #,  — '\ 

* 

je  nachdem  3  ein  Rest  ist  oder  nicht. 

Nun  hat  Herr  Professor  Stern  schon  bemerkt,  dass  man  aus  einer 
Cougruenz  von  der  Form  «,  -|-  -}-  a:i  —  1  =  0  (mod/)),  wenn  die 
süinmtlichen  Reste  von  einander  verschieden  sind,  stets  drei  verschie- 
dene Congruenzen  S  herleiten  kann,  indem  man  jene  Cougruenz  suc- 
cessive  mit  «4,  crM  ati  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  wählt,  dass 
fr,.£r,=  l,  ct-t.a*=  1,  aü.a:l  =  l  (mod;>)  wird.    Ks  ist  demnach 


w  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

in  der  Ar  die  Anzahl  der  Combinationen  bedeutet.  Man  muss  nun 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

1.    m  =  lhi  +  2.  ]>  —  24u -f  23.   3  ist  Rest. 

^V-  (12»  +  ll)(24;iJS+38»i-f  15) 

«=  (12«+U)(»+1) 
r  =  12ns+18ti-|-7 
»r  =  12n2+19n-f7 
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2.   m  =  3«.   p  =  2-lu-j-  7.   3  ist  Niehtrcst. 

N  =  (4,i  + 1)  (72h*     18«  + 1) 
n  =  (4»+l)(8rt+l) 
v  =  12n*-{-2» 
w  —  12,<2-{-3» 

II.    fi  —  2/>i.   ;>  —  8m +  3. 

Zunächst  handelt  es  sich  wieder  um  die  Bestimmung  der  Zahl  u. 
In  den  J> Lösungen  der  Congruenz  1  -f- <*,  -f- cr2  =  0  sind  die  Reste 

«,  und  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zahl  2 
Nichtrest  ist,  so  werden  die  Reste  «,  und  as  einmal  einander  gleich ; 
ausserdem  ist  die  Congruenz  1 -\- \ -\- ^  ~  0  möglich.  Analog  wie 
unter  I.  ergiebt  sich: 

-1 


^4* 

>A  =  ir  


3 

Den  Wert  o  findet  mau  ebenfalls  in  ähnlicher  Weise  wie  unter  I., 
den  Grössen  S,  9,  und  st  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  bei- 
gelegt. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  +  =0  (mod  p)  erhält 

man  durch  Multiplication  mit  ax  aus  den  Congruenzen  l-f-l  +  «-f-/3 
=  0,  und  die  Congruenzen  von  dieser  Form  ergeben  sich  wieder 
aus  den  Congruenzen  1  +  ß>+  "o  ^  () 

i)  —  3 


=  H       4   -f- 1    oder  -    -  — . 


je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 

H 


Man  muss  wieder  zwei  Fälle  unterscheiden: 

1.    m  =  3/i  +  l.   p  —  21«  +  11.    3  ist  Rest. 

iV«  (12fi+5)(2lu;i-f-Hu+2) 
u  =  n(12»+5) 


r 

3 
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N  bedeutet  die  Anzahl  der  Combinationen. 

v  -  12»2+6n  +  l 
w  =  12n*+7n+l 

2.   m  =«  3n+2.  p  —  24n  +  19.   3  ist  Nichtrcst. 

iV=  (4h  +  3)(72»2+90»+28) 
ii  —  (3u+l)(4n  +  3) 
v  =  12n2+14»+4 
i0  =  12/i2+15n+5.. 


§  2. 

Es  sei  /,  eine  Primzahl  von  der  Form  4u+l.   Je  nachdem 
gerade  oder  ungerade  ist,  tritt  die  Zahl  2  als  Rest  oder  Nichtrcst  auf. 

■ 

L    fi  ==  2m.    p  =  8m  +  1. 

n  bestimmt  man  folgendermassen.   In  den     .     Lösungen  der 

Congruenz  1  +  crj+a.j^O  (mod;>)  sind  die  Reste  al  und  a2  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden.  Da  die  Zalil  2  ein  Rest  ist,  so  wer- 
den die  Zahlen  a1  und  cr2  einmal  einander  gleich.  Ausserdem  ist  die 
Congruenz  1+1  + «2  =  °  möglich.   Man  findet  so: 


Die  Zahl  ?r  kann  man  in  folgendcrWeise  ermitteln.  Man  bezeichne  wieder 
zur  Abkürzung  die  Congruenz  l+«1+«2+/J1=0  (mod/>)  mit£,  ebenso- 
werde  den  Zahlen  *,  n1  uud  *2  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beige- 
legt.  Die  Congruenzen  S  ergeben  sich  dadurch,  dass  mau  die  Con- 
gruenzen  l  +  «+0  =  0  (mod;>)  successive  mit  den  Werten  l+«i  = 
und  mit  den  Werten  1  +  at  =  |33  multiplicirt. 

p  — 5  p — 1     p  -^1   p  — 1 

*  "  ~4 +  ~T~'~4~ 

In  den  s  Congruenzen  S  finden  sich  die  Zahlen  orj  und  ors  nebst 
ihren  Permutationen.  Da  niemals  die  Summo  «,  +  /?,  der  Null  con- 
grueut  sein  kann,  so  ist  auch  in  den  vorliegenden  Cougruenzen  nie- 
mals die  Summe  l  +  cr2  der  Null  congruent.  Es  kann  also  l  +  <*2 
nur  a  oder  =  ß  sein.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Zahlen 
«,  und  «o  von  einander  verschieden  sind,  erhält  man  daher  zweimal, 
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diejenigen  Congrueuzen  aber,  in  denen  beule  Reste  einander  gleich 
sind,  ergeben  sieh  nur  einmal.  Im  übrigen  kann  man  wie  trüber 
verfahren. 

4 


1  2 

*2  =  *i  —P  ^  1     oder     =     —        + 1 

je  nachdem  die  Zahl  3  Rest  ist  oder  nicht. 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  +        1  =  U  kann 

man,  wenn  die  Nichtigste  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
stets  drei  verschiedene  Congruenzcn  S  herleiten,  indem  man  jene  Con- 
gruenz successive  mit  |34,  ß:„  ßti  multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  be- 
stimmt, dass  ßl.ßi  =  l  (mod/>),  ß*.ß:>  =  1  und  ß:l.ß{-~  l  wird. 
Darnach  ist 

3 

1.  m  =  3«  +  2.   p  —  24/1  +  17.    3  ist  Nichtrcst. 

N  «  (12»+8)<24»8+26»+7) 

n  =  ».(12//  +  8) 
tc  =  12n2+12»  +  3 

v  =  l2»*+13«  +  4 

2.  m  =  3w.   7>  =  24//  +  1.    3  ist  Rest. 

A'  =  4*(72««  — 18//  +  1) 

n  =  4«(3u— 2) 

//«  =  12«*— 4n 

ü  —  12»*  — 3n+l. 

II.    fi  —  2/«  +  l.   /)  =  t»«*  +  5. 

Es  ist  alles  aualog  wie  unter  I.  Die  *  Lösuugeu  der  Con- 
gruenz 1  +  «,  +  »;,  =  0  (mod  p)  enthalten  nur  vou  einander  verschie- 
dene Reste.   Mau  findet: 

j,_5  p—i 
V  '  2 

"  =  3*"  ' 

p—  5       1         1  f>— 1 

'  =  ~4       ^+~4  4" 
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H  =  *i  —P~^i     oder     =  #t  —  * + 1, 
je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.  m  —  3/<+l.  p  =  24»+ 13.   3  ist  Rest. 

N  =  (in  +  2)  (72n2  +  54«  + 10) 
w  =  (4»+2)(3n  +  l) 
w=  12»2+8/*  +  l 
p  =  12»* +9» +  2. 

2.  //*  =  3».      =  24n  +  ö.   3  ist  Nichtrcst. 

iV=  (12»+2)(24u2+2n) 
u  -  n(12«+2) 
«•  =  12«- 
t>  =>  12«*+». 


Combinatioiicn  zur  zweiten  Classc  mit  Wiederholung. 

§  3. 

Die  Werte  für  ?t,  v  und  w  lassen  sich  leicht  aus  den  für  Com- 
binationen ohne  Wiederholung  geltenden  Werten  ableiten.  Für 
Combinationen  ohne  Wiederholung  sind  von  Herrn  Professor  Stern 
folgende  Resultate  angegeben: 

u  =  0;    v  «—  m\    w  —  7«,   wenn  p  =  8m  +  3 
t*  =0-,    v  =  m;    »c  =  "*  +  !>   wenn  p  =  8/«+7 
u  =  2w;    w  =  m;    p  =  m  —  1,    wenn  7)  =  8m +  1 
u  =  2m +  1 ;    10  =  m\    v  =  m,   wenn  j>  =  8/«+ 5. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Null  bei  den  Combinationen  mit 
Wiederholung  nicht  öfter  als  bei  den  Combinationen  ohne  Wicder- 

n  —1 

holung  vorkommen  kann.   Ist  die  Zahl  2  ein  Rest,  so  hat  mau   --  -- 

Cougrucnzcn  von  der  Form  «,  +  er,  =  er«  (mod  />),  es  tritt  unter  den 
Combinationen  mit  Wiederholung  aus  den  Resten  also  jeder  Rest 
einmal  mehr  auf  als  bei  den  Combinationen  ob  110  Wiederholung.  Ist 
aber  die  Zahl  2  ein  Nichtrest,  so  findet  mau  jeden  Nichtrest  einmal 
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mehr  als  bei  den  Combinationcn  ohno  Wiederboluug.  Mau  bat  da- 
her folgende  Resultate: 

L   j»  —  8m  +  7. 

X  =  (-4m -{-3) (2m  +  2),  wenn  N  die  Anzahl  der  Combinat.  bedeutet; 

v  =*  m-\-l\    w  =*  m-f*l. 

2.  =  8m -|- 3. 

N  —  (4m+ 1)  (2m  -f 1) ;    o  =  m ;    w  m+1. 

3.  />  =  8m+5. 

iV  =  (2m  +  l)(4m+3);    u  —  2m +  1  ;    p  =  m;    u  =  w-fl. 

4.  />  =  8m +1. 

iV  =  2m(4m+l);    u  =  3m;    »r  =  m;    t>  =  m. 

Combinationcn  zur  dritten  Classe  mit  Wiederholung. 

§  4. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4fi  +  3. 
I.    fi=2m+l.    p  =  8m +7. 

Da  2  ein  Rest  ist,  so  können  in  den  Congrucnzeu  von  der  Form 
*i  +  flf2+ w:i  —  0  niemals  zwei  Reste  einander  gleich  sein,  es  behält 
u  also  denselben  Wert  wie  bei  den  Combinationcn  ohne  Wieder- 
holung. 

Die  Zahl  v  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Den 
Grössen  .V  und  *  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  1.  beigelegt. 

Da  die  «  Congruenzen  S  die  Reste  er,  uud  as  nebst  ihren  Pcrmuta- 

—  q 

tionen  enthalten,  so  treten  die  Congruenzen,  in  denen  a,  =  rr8 

ist,  nur  einmal,  alle  übrigen  Congruenzen  aber  zweimal  auf.   Es  giebt 

demnach  «0  =  j  verschiedene  Congruenzen  S.  Mau  bezeichno 

zur  Abkürzung  die  Cougrucnz  ttj  +  «2+w3—  1  =  ü  (mod />)  mit  >%. 
Multiplicirt  man  die  Congruenzen  Ss  succcssivc  mit  a4,  a5,  «6  und 
wählt  diese  Reste  so,  dass  «j.«*  =  1,  c2.«5  ==  1,  a3.er6  =  1  (modj>) 
wird,  so  erhält  mau  aus  jeder  Congruenz  &,  drei  Congruenzen  S, 
diese  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden.  Ist  in  den 
Congruenzen  S3  er,  =  or2,  so  ist  auch  «4  =  cr5,  und  man  findet  nach 
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ausgeführter  Multiplication  in  beiden  Fällen  dieselbe  Congrucuz  S\ 
überhaupt  ergeben  sich  die  Congruenzen  *S  von  der  Form  1  +  1  + 
tt2"\~ßt  SO  zweimal.    Ist  die  Congruenz     +  — 1=0  mög- 

lieh, so  gelaugt  mau  sogar  dreimal  zu  der  Cougrueuz  1+1+1+0=0. 
Damit  die  Congruenz  S  eine  dreimal  so  grosse  Anzahl  von  Lösungen 
besitzt,  wie  die  Cougrueuz  muss  mau  diejenigen  Congruenzen  von 
der  Form  1  + 1  +  «2  +  0,  =  0,  in  denen  a2  von  der  Einheit  ver- 
schieden ist,  zweifach,  die  Congruenz  1  +  1  +  1  +  &  =  0  aber  drei- 
fach zählen.   Man  findet  so: 


je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.  „»  =  3,t+  2.   p  =  24« +23.   3  ist  Rest. 

iV=  (12«  +  ll)(24«*  +  50«  +  26) 
u  =  (12«  +  11)(«+1) 
v  =  12«8  +  24«  +  12 
ic  =  12«2  +  25«  +  13 

2.  m  —  3«.  p  —  24»+ 7.   3  ist  Nichtrest. 

iV==  (4»  +  1)(72u2+54h+10) 
u      (3«+l)(4«  +  l) 

v  =  12«*  +  8,<+l 
w  -  12n*+9«  +2 

II.       =  2m.    p  =  8;;*+ 3. 


f*3  =  0  waren  die  sämmtlichen  Reste  von  einander  verschieden.  Da 
2  ein  Nichtrest  ist,  so  kommen  jetzt  noch  P  =      Congruenzen  von 


3©  =  *0+'-r  +l  oder  =^0+/-4 


In 


p-l 


Congruenzen  von  der  Form  «i  +  »s  + 


3 


der  Form  ^«i+ftjSÖ  hinzu. 


Genau  wie  vorhin  sich: 
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3»  =  *o+^+l  oder  - 

je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.  m  =  3n  +  l.   p  -  24»  +  ll.   3  ist  Rest. 

N=  (12»+5)(24n*  +  26*+7) 
u  =  (12n+5)(n  +  l) 
v  -  12m*+12h+3 
-  12»2-f  13n  +  3 

2.  m  =  3n  +  2.  p  -  24n+19.   3  ist  Nichtrest 

.tf  —  (4» +3)  (72«* +126» +55) 
n  -  (3* +  4)  (4» +  3) 
o  -  12«*+20n+8 
in  -  12«2+21n+9 


§5. 

Es  sei  p  eiue  Primzahl  von  der  Form  4p +L 
L    /i  =  2»».   p  =  8w+l. 

V      2  /  2 

-  n  +  a 

Mau  gebe  «o  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  §. 


**-*+*-T  oder  =  *+*L-2+i 
je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

1.    m  =  3n.  />  —  24« +  1.   3  ist  Rest. 

iV=  4n(72n*+18«+l) 
»«  -  4«(3u+l) 
w  =  12u2 +  2» 
»  =  12n2  +  3n 
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2.    m  =  3«-f2.   p  =  24/t  +  17.    3  ist  Niehtrest. 

iV—  (12n-f-8)(24»r  +  38/i+15) 
«  —  (12n-}-8)(»  +  l) 
io  =  12/i*-fl8»-{-7 
o  =  12ii*+19»+7 

II.    \i  =  2m+ 1.    p  =  8m  +  5. 

p  — 5  ;)  —  1 

%  •  2 


3w  —  4  1  oder  =  *o  +  V  ~-  +  1 

jo  nachdem  3  Kest  oder  Niehtrest  ist. 

1.  im  =  3«+l.   P  =  24»+13.    3  ist  Kest. 

jV  =  (4m  -f-  2)  (72«*+ «MM  -f  28) 
„  =  (4„_|_2)(3»-f-l) 
m  =  12w2-f-14»+4 
v  =  12«*+15«4-5 

2.  w  =  3«.   p  =  24« -{-').    3  ist  Nichtrest. 

,V  =  (12«  +  2)  (24w*+ 1  in  +  2) 
«  «-  (12»  -f  2)»# 
«j  —  12«s+G«-f-l 
y  =  12**+7n+l 


Combinationcn  zur  vierten  Classe  ohne  Wie  der  ho  hin« 


§  0. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m -f- 7.  Zunächst  handelt 
es  sich  um  die  Bestimmung  der  Zahl  n.  Man  bezeichne  zur  Ab- 
kürzung dio  Congruenz  l+«j  +  «i+«3  =  ö  (mod/>)  mit  Ii  und  die 
Anzahl  ihrer  Lösuugeu  mit  b.  Die  Cougrueuzcn  Ii  ergeben  sich  da- 
durch, dass  man  die  Congiuenzcn  von  der  Form  1  -{-«4-!-«:,  =  (> 
successivo  mit  den  Werten  1  -f-  ctl  =  «  und  die  Congruenzen  von  der 
Form  l-f-0i+&  SO  successive  mit  den  Werten  1  -|- <vt  «=  ß  multi- 
plicirt.  In  den  so  gefundenen  Congruenzen  Ii  sind  die  li> tts 
und  a3  nebst  ihren  lVrmutalioiir 
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*-"4—  r  +  — ■  t~ 

Ist  die  Zahl  3  ein  Nichtrest,  so  werden  in  den  Congruenzen  Ii  ein- 
mal die  drei  Reste  «,,  und  cr3  einander  gleich,  b — 1  mnss  dann 
durch  3  teilbar  sein;  tritt  aber  3  als  Rest  auf,  so  muss  h  selbst  durch 
3  teilbar  sein. 

I.  p  =  24»+23. 

Es  sei 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  l  +  l  +  er4-f-crr,  =  0  kann  man, 
wenn  die  Zahlen  a4  und  a:t  von  einander  verschieden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  Congrueuzen  von  der  Form  l  +  ff,  +  or,  +  a3  =  0  her- 
leiten, indem  mau  dieselbe  succcssivc  mit  aQ  und  «7  multiplicirt  und 
diese  Zahlen  so  wählt,  dass  crc.or4  =  1,  «3.or7  =  1  (mod;>)  wird.  Legt 
man  bei  der  Congruenz  l+l-4-«4+*6  =  0  diejenige  Anzahl  von 
Lösungen  zu  Grunde,  bei  der  die  Reste  cr4  uud  crfi  nebst  ihren  Per- 
mutationen vorkommen,  so  darf  man  aus  diesen  Congruenzen  nur 
eine  Cougrueuz  von  der  Form  1 -{-<*,-}- er, +  or3  =  0  herleiten,  wenn 
man  nur  verschiedene  Congruenzen  haben  will.  Dies  gilt  auch  noch 
für  den  Fall,  dass  a4  =  ab  sein  sollte.  Die  Congruenzen  von  der 
Form  l4-l-r-«4  +  «5  =  0  ergeben  sich  durch  Multiplication  mit  2 
aus  deu  Congruenzen  von  der  Form  l-f-«+«0  =  0. 

Es  sei 


V-_4 
2 


In  bt  verschiedenen  Congruenzen  Ii  sind  ausser  der  Einheit  keine 

«4-1 

zwei  gleichen  Reste  mehr  vorhanden.  In  den  verschiedenen  Con- 
gruenzen von  der  Form  l  +  l-f-«4+«5  =  0  siud  die  Zahlen  a4  uud 
a-,  weder  einander  noch  der  Einheit  gleich.    Es  giebt  demnach 

/,3==62__ *— L—  verschiedene  Congruenzen  Ii,  welche  nur  ungleiche 

Reste  enthalten.  Multiplicirt  man  jedo  dieser  ausgezeichneten  Con- 
gruenzen B  succcssivc  mit  den  sämmtlicheu  Resten  von  so  erhält 
man  dadurch  die  Congruenzen  von  der  Form  +  «3 +«4  =  0 
(mod;>),  nur  stimmen  unter  diesen  Congruenzen  immer  vier  Con- 
gruenzen mit  einander  Überein.   Es  ist  demnach 

p-  1 
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II.   />  =  24»  +  7. 


Ks  sei 


h  —  1 

3 


Man  verführt  genau  wie  unter  L,  nur  muss  man  bei  den  Congruenzcn 
von  der  Form  1  -f- «,  +  «i  +  =  0  bedenken,  dass  sich  hierunter 
die  schon  berücksichtigte  Congruenz  1  +  «,  -f-  er,  -f-  «1  =  0  befindet. 


Unter  den  Congrucnzen  von  der  Form  l-f-l  +  a4~f"rtj==0  (modj?) 
trifft  man  ferner  die  Congruenz  1  -f- 1  -f- 1  -f-  cr5  =  0,  diese  ist  schon 
unter  den  Congrucnzen  von  der  Form  1  -f- <r,  -f- «1  -f- «3     0  mitgezählt. 


v  ergiebt  sich  durch  folgende  Betrachtungen.  Man  bezeichne  zur 
Abkürzung  die  Congruenz  l+«i-f-«s+«Ä  +  ft  =  0  (mod;>)  mit  K 
und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  f,  die  Congruenz  1  -f-  -f-  -}- 
er,  =  0  (mod;>)  mit  T  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  /.  Den 
Grössen  *S  uud  *  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  f  1.  beigelegt. 
Mau  multiplicire  die  Congrucnzen  £  BUCcessivc  mit  den  Werten 
1-f-«!  =  «  uud  die  Cougruenzeu  T  successive  mit  den  Werten 
=  ß.  Sind  in  den  zu  Grunde  gelegten  Congrucnzen  *S  uud  T 
beziehlich  die  Reste  <*,,  as  und  die  Nichtrcstc  ßu  ßt  nebst  ihren 
Permutationen  vorhanden,  so  sind  auch  in  den  gefundenen  Congrucn- 
zen E  die  Reste  er,,  «s  und  «3  in  allen  Formen  permutirt.  Die  Con- 
gruenzcn T  ergeben  sich  dadurch,  dass  mau  die  Congrucnzen  von  der 
Form  1  -f-a-{-0  =  0  successive  mit  deu  Werten  =  a  uud  den 

Werten  X-\~ßi  =  ß  multiplicirt.  Damit  aber  in  den  Congrucnzen  T 
die  Nichtreste  ßt  und  0S  nebst  ihren  Permutationcu  vorkommen, 
mu9S  man  noch  die  Congruenz  1  -j-  ßx  =  0  mit  den  sftmmtlichen 
Congrucnzen  von  der  Form  ßt  +  «*,  =  0  verbinden. 


jp+l 


+  1 


4 

2 


p—  3  p  —3  ,  p  — 3  p-- 3  p—1 
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Zunächst  muss  die  Anzahl  derjenigen  Congruenzen  E  bestimmt 
werden,  in  denen  die  drei  Elemente  a„  at  und  a3  einander  gleich 
sind.  Aus  einer  Congruenz  l+«+/?  =  0  kann  man  durch  Multi- 
plication  mit  3,  sei  3  nun  Rest  oder  Nichtrcst,  jedesmal  eiue  Con- 
gruenz von  der  Form  l-f-l  +  l-f-«t  +  /?1  =  0  herleiten;  aus  jeder 
von  diesen  Congruenzen  entsteht  durch  Multiplication  mit  «8,  wenn 
nur  ctt.tt1  =  1  (modp)  ist,  eine  Congruenz  von  der  Form  l  +  «s+ 
+    +  0i  =0. 

e  4 
c  t  =  " 


Von  muss  die  Anzahl  der  Congruenzen,  in  denen  noch  zwei 
der  Elemente  as  und  cra  einander  gleich  sind,  abgezogen  werden. 
Der  Rest  muss  dann  durch  2  teilbar  sein.  Man  multiplicirc  jede  der 
*  Congruenzen  S  mit  2,  in  den  dadurch  entstehenden  Congruenzen 
von  der  Form  1  -f- 1  -f- «a  +  a4  +  |S  =  0  sind  die  Reste  a3  und  «4 
nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.  Man  darf  daher  aus  jeder 
von  diesen  Congruenzen  nur  eine  Congruenz  von  der  Form  1+«,+ 
ai  +  a2"t-0i=O  herleiten.   Unter  diesen  Congruenzen  befinden  sich 

noch  die  Congruenzen,  in  denen  «,  =  at  ist. 

H  ä  

In  e2  Congruenzen  E  sind  ausser  der  Einheit  keine  zwei  gleichen 
Reste  mehr  vorhanden  j  es  bleibt  zu  entscheiden,  wie  viel  Congruenzen 
von  der  Form  1  +  l  +  ff2  +  ff3  +  ft  —  0  sich  noch  hierunter  befinden. 
«—3 

In  «1  =  Congruenzen  von  der  Form  l+l+c^+ag+0,^0 

sind  die  Reste  ct  und  a2  von  einander  verschieden;  darunter  sind 
„  3 

aber  noch  *—g  1  Congruenzen  von  der  Form 

entlialten ;  die  hierzu  gehörige  Congruenz  1  +  1  +  1  +  1  +  &  =  0  ist 
schon  bei  der  Bestimmung,  dass  a,  und  cr2  von  ciuander  verschieden 
sein  sollen,  ausgeschlossen. 

In  fr,  Congruenzen  ß  sind  also  sämmtliche  Zahlen  von  einand** 
verschieden. 

Aus  einer  Congmenz  von  der  Form  at  +a;,  +  «3+of4 — 1  = 
(mod/>)  kann  man,  wenn  die  Grössen       cr2,  o8  und  aA  sämmtli 


«3  =  «3-*i  +  — 4  1 
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von  emaillier  verschieden  sind,  allemal  vier  verschiedene  Congruenzen 
K  herleiten,  indem  man  successive  mi  «5,  aü,  «-  und  a8  multiplicirt 
und  diese  Zahlen  so  bestimmt,  dass  cr-.a,  =  1,  «6.a2  =  1,  a7.«3  =  1 

und  «a.a4  =  1  (mod/>)  wird.    Es  ergicbt  sich  demnach  v  =  3. 

I.    p  =  24n  +  23. 

N  =  (12«  +  11)  (72u3+  162w*  +  21»  +  30) 
N  bedeutet  die  Anzahl  der  Combinationen. 
N  =  (l2n  +  ll)(3n*+4w+l) 

+  15 


-36»»+15^+U^+14 


II.   2>  =  24»  +  7. 

N—  (12w  +  3)(72»3+18»*  +  w) 
«  =^  (12» +  3)  3»* 


§  7. 

Es  sei  ;>  eine  Primzahl  von  der  Form  8?« +3.  Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  G.  beigelegt. 


p+1  p-3  p+1 
—  ~T  '    4    +    4  ■ 


3 


Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Nichtrest  ist,  können  in  den  Congruenzen 
Ii  einmal  die  drei  Reste  <*„  «2  und  (*.,  einander  gleich  werden. 


Lp—  24« +11.   3  ist  Rest. 

Die  Congrueuzen  von  der  Form  l  +  l+crj  +  crg  —  O  ergehen  sich 
hier  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  &  +/32  =  0,  es  besitzt 

o 

demnach  die  Oongruenz  1 +«.,+«,, +  <v6  =  0  — .  Lösungen. 


p-3 


A»  =       2       '     *3  =  ** 
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u  =  — — 

II.      -  24« +  19.   3  ist  Nichtrest. 

i  — 1  1  1-^1  „  o 

=  —      =  p  ;  h-h-^+i 

—i 

2 


4 

Man  lege  den  Grössen  E,  e,  r  und  *  dieselbe  Bedeutung  wie  im 
vorigen  §  bei. 

*«=*.—       — i   3  

Ana  jeder  der  t  Congruenzen  T  erbalt  man  durcb  Multiplication  mit 
2  eine  Congruenz  von  der  Form  1 =  0.    Es  er- 

giebt  sich  so,  dass  in  ^  =  r  Congruenzen  E  kein  Rest 

t  P+l 

ausser  der  Einheit  einem  anderen  gleich  wird.  In   =  ver- 
schiedenen Congruenzen  T  sind  die  Nichtreste  ß1  und  ß2  von  ein- 
ander verschieden,  raultiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzen  mit  2, 

v  o 

so  sind  unter  den  so  gefundenen  Congruenzen  noch  — t  1  Cou- 

4 

gruenzen  von  der  Form  l-|-l-(-i-)-o+/3  =  0  enthalten.  Es  ergiebt 
sich: 

,  Edtl 

 4     , p-3  . 

*  =   2  h    4    -  1 

U==4 

I.   ,p  =  24n  +  ll. 

N  =>  (12n  +  5)(72«»+54n2+13»+l) 
t*  =  (12n-f5)(3n»+w) 

Teil  Lim.  2 
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R    ;>  =  24«  +  19. 

iV  -  (12n+9)(72«34-i2G/i*+73n  +  14) 
u  =  (12/*+(J)(3w*-f3n+l) 


§  8. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8/»  +  l.  Man  bezeichne 
wieder  die  Congrucnz  1  +  er,  +  «*  +  or3  =  0  mit -B  und  die  Anzahl 
ihrer  Lösungeu  mit  b.  Eine  Congrucnz  B  erhält  man  dadurch,  dass 
man  eine  Congruenz  von  der  Form  1  +  «4  +  «5  =  0  mit  einem  Werte 
l-f-cr,  =  a  oder  eine  Congruenz  von  der  Form  l-{-ßJ-\-ß9  =  0  mit 
einem  Werte  1  +  ^  =  ß  multiplicirt.  Damit  in  den  Congruenzen  B 
die  Reste  <*,,  v2  und  »3  in  allen  Formen  permutirt  vorkommen,  muss 
mau  zu  den  in  der  cbeu  angegebenen  Weise  gefundenen  Congruenzen 
noch  dio  Congruenzen,  welche  aus  der  Verbindung  der  Congruenz 
1+^  =  0  mit  den  sämmtlichen  Congruenzen  vou  der  Form  c2+«3=0 
entstehen,  hinzunehmen. 

p—h  p—h      p—1  p—1  p—1 

Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  die  drei  Reste  ttv  at  und 
<*3  einander  gleich  werden. 

L  j>  —  24» -fl.   3  ist  Rest. 

h-  3 

Die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l  +  rr4  +  a6==0  ergeben  sich 
aus  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  «+«o  =  °-   Es  giebt  dem- 

nach  verschiedene  Lösungen  der  Congrucnz  =0. 

Hierunter  befindet  sich  aber  noch  die  Lösung  1  +  <*!+«!  +  «!  =  0. 

h  =  2  

V  — 5  , 
4  1 

In  — -5  verschiedenen  Lösungen  der  Congruenz  1+1-f  cr4-f  «-=0 
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sind  die  Reste  aA  und  «5  einander  ungleich,  unter  diesen  Lösungen 
ist  aber,  da  3  ein  Rest  ist,  die  Lösung  l  +  l+l  +  cr5  =  0  enthalten. 

«  =  -4— 

II.  /)  =  24«  +  17.   3  ist  Nichtrest. 

;>-5  j>-5 

h  —  3 1     *i  —   2  '    h*  ™"  />ä  ;T  

S" 

*  — 

Bei  der  Bestimmung  von  w  kann  man  folgendcrmassen  verfahren. 
Man  bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congruenz  a1-\-ai-\-aa-{-ßl=0 
mit  E  und  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  e,  die  Congruenz  l  +  0j  + 
fc~f"ff2  —  0  m^  ^  uu^  die  Anzahl  ihrer  Lösungen  mit  Den  Grös- 
sen S  und  *  werde  dieselbe  Bedeutung  wio  in  §  2.  beigelegt.  Die 
Congruenzen  E  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  Congruenzen  S 
successivo  mit  den  Werten  1-f-fi  <=  er  und  die  Congruenzen  T  suc- 
ccssive  mit  den  Werten  l  +  =  ß  multiplicirt.  Damit  in  den  Con- 
gruenzen E  die  Grössen  «„  a2  und  »3  in  allen  Formen  permutirt 
vorkommen,  muss  mau  noch  die  Congruenz  l  +  (;> —  1)  ^heO  mit  den 
sämmtlichen  Congruenzen  von  der  Form  ajj  +  «3+/3j  =0  verbinden. 

flÄ,.f^+,.q±+e=*.£: 


2 

Multiplicirt  man  die  Congruenzen  l  +  «+/3  =  0  sucecssive  mit 
den  Werten  1  +  ft  ~  a  und  den  Werten  1+ ßx  =  0,  so  sind  in  den 
dadurch  entstandenen  Congruenzen  T  die  Nichtresto  ßt  und  ßt  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden. 

p— 1  p—1     p—  1  p— 1 
«--4  4— h  — '~ 

Zunächst  ist  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form  l+«i  + 
ai~\~ai~\~ßi  =  0  zu  bestimmen,  diese  Congruenzen  ergeben  sich  durch 
Multiplication  mit  at  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  1  + 
l  +  a+/J  =  0,  wenn  nur  at  der  Bedingung  ava=  1  (mod/>)  gen 


£1 
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e  4 
«>  =  — 3  


Um  die  Congruenzen  von  der  Form  l  +  +  «i  +  «3+^1  =  0 
aus  den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  «4 +«5+^  =  0  zu  erhalten, 
verfahrt  man  genau  wie  in  §  6. 

e*  =  2  


'~  4 


P-1 
4 

In   5  Congruenzen  von  der  Form  l+l+«i+«2+ft^0 

sind  die  Reste  0^  und  einander  ungleich;  es  befinden  sich  aber 
hierunter  noch  ^  Congruenzen  von  der  Form  l-|-l+l+«2+j3=0; 
«fg  kann,  da  die  Zahl  4  jedenfalls  ein  Rest  ist,  nicht  =  1  werden. 

«3  =   2        •  ~4~ 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  Pi  +  jS* —  1  =  0 
kauu  man,  wenn  die  vier  Nichtrestc  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  stets  vier  verschiedene  Congruenzen  E  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  in  ihnen  sämmtliche  Resto  einander  ungleich  sind, 
herleiten,  indem  man  jene  Congruenz  successive  mit  /?6,  ß6l  ß~  und  ß& 
multiplicirt  und  diese  Zahlen  so  wählt,  dass  ßb.ß1  =  l,  ßQ.ß^  ~  1, 
ß7.ß3  =  l  und  ^  ^=1  (mod7>)  wird.   Es  ergiebt  sich  demnach: 

L  v  -  24» +  1.   3  ist  Rest. 

N  =  3»(288»3  —  144n2+22n  —  1) 
u  =  3»(12«*— 6»+3) 
39»* -9» 


ip  =  36»3  — 
v  =  36»3— 


2 

39»* -5» 


IL  />  =  24»+17.   3  ist  Nichtrest 

iV  =  (3»  +  2)  (288»3+  432»*+  214»  +  35) 
-  (3»  +  2)(12«*+10»+3) 
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p-,aen»+1(^n,+49w+3 


§  9. 

Es  sei  />  eine  Primzahl  von  der  Form  8m +5.  Den  Grössen  B 
und  b  werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8.  beigelegt. 

4--  —  +  4  T"+"T" 

Nur  wenn  die  Zahl  3  ein  Rest  ist,  können  in  den  Cougrucnzen 
B  die  Reste  «„  a2  und  a3  alle  drei  einander  gleich  werden. 

I.   ;>  =  24»+13.    3  ist  Rest. 


3 


Die  Congruenzen  von  der  Form  1  +  -f-  «i + «3  =  0  ergeben 
sich  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l  +  or4+ff5  =  0,  und 
die  Congruenzen  dieser  Art  entstehen  durch  Multiplication  mit  2  aus 
den  Congruenzen  von  der  Form  1  +  & -f- ft,  =  0. 

h  =  2  

In   g        verschiedenen  Congruenzen  von  der  Form  1+1  + 

c4+cr5  =  0  sind  die  Reste  a4  und  ab  einander  ungleich,  nur  befindet 
sich  unter  diesen  Lösungen  noch  die  Congruenz  l+l  +  l  +  a5  =  0. 

Demnach  sind  in   ^  ~  1  Congruenzen  von  der  Form  1  +  1  + 

a4+«5==0  dio  Reste  cr4  und  «:,  weder  einander  noch  der  Einheit 
congruent. 

**  =  *i  ö  +1 


2 

p-1 


2 

u  =  : — 
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II.  p  =  24h+5.   3  ist  Nichtrest. 

&  4  4  1 

*i  =  5i    b2  =  ö  i    h  —  h—  ~ 


2 


h 


Es  bleibt  noch  die  Bestimmung  von  u>.  Man  gebo  den  Grössen 
E  und  e,  T  und  <  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorigen  §. 


Die  Congruenzon  von  der  Form  l+l-r-<*i  + »2+0  =  0  ergeben 
sich  durch  Multiplicatiou  mit  2  aus  den  Congruenzen  von  der  Form 

i  +  ft+^  +  ^^O.   In  t— 7  i~  Congruenzen  von  der  Form  1 -f 

«j  + « j  -f-  orÄ  -J-  /3  ^:  0  sind  nun  die  Reste  «,  und  a2  von  einander 
verschieden. 


2 


7>— 5 
~~  4 

In   s        Congruenzen  von  der  Form  1+1-f  <*i+aa+/J  =  0 

sind  die  Rcsto  ©j  und  or2  einander  ungleich ;  hierunter  sind  aber  noch 
— j—  Lösungen  cuthalten,  in  denen  «1  der  Einheit  congruent  ist. 

p — 5 
1        4  p-1 

H  =  e*  9  rc 


4 


Wie  früher  findet  man:  w  =  % 

4 


I.   p  =  24«  +  13.   3  ist  Rest. 

iV=  (6rt+3)(144«3+144»2+47»+5) 
u  =  (6«  +  3)(Gn2+3«  +  l) 

M  .  .  69»*+21« 
io  =  36nH  ^  +  1 
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II.   P  =  24n  +  5.   3  ist  Nichtrest 

(6«  +  l)(144u3  — n) 
„  =  (6»  +  l)(6»«  —  n) 
3«'+» 


w  =  36n8 
v  =  36«3 


2 

3»*  —  n 
2 


Combinationcn  zur  vierten  Classc  mit  Wiederholung. 

§  10. 

Es  sei  p  eiue  Primzahl  von  der  Form  8m  +  7.  Bei  den  Combi- 
nationcn ohne  Wiederholung  waren  sämmtlichc  Zahlen  in  den  Con- 
gruenzen  von  der  Form  cr4  +  Cf5  +  Cfc~t~a7  —  0  von  einauder  verschie- 
den; jetzt  kommen  zu  diesen  Congrucnzen  solche  Ii  in/u,  welche  gleiche 
Reste  enthalten.  Multiplicirt  mau  die  Congruenzen  von  der  Form 
\-\-l-\-a1-\-ag  =  0  successive  mit  den  sämmtlichen  Resten  von  />, 
so  erhält  man,  da  die  Zahlen  er,  und  ct2  niemals  einander  gleich  wer- 
den können,  nur  verschiedene  Congrucnzen.   Man  findet  so: 

h  P-1 

*'    2     ,  p+1  p-1 
63  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6. 

Bei  der  Bestimmung  von  v  kann  man  ebenfalls  von  den  Combi- 
nationcn ohne  Wiederholung  ausgehen.  Man  muss  alle  dio  verschie- 
denen Congruenzen,  welche  früher  entfernt  wurden,  weil  sio  gleiche 
Reste  enthielten,  wieder  hinzulegen.  Den  Grössen  E,  e,  S  uud  t 
werde  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.  gegeben.  In  ca  Congrucnzen  E 
konnte  mit  Ausnahme  der  Einheit  kein  Rest  einem  anderen  gleich 
werden.  Es  kommen  nun  die  s  Congruenzen  von  der  Form  1  -f-  er,  + 
+  =  0  wieder  hinzu;  unter  diesen  Cougrucuzcn  befinden 

sich  schon  die  Congruenzen,  iu  denen  er,  =  a2  ist.    c{)  sei  dio 

Anzahl  der  überhaupt  vou  einander  verschiedenen  Congrucnzen  E\ 

Multiplicirt  man  die  Congrucnzen  von  der  Form  a,  +  <Y 
aA  — 1=0  (mod;>)  successive  mit  or5,  tr6,  «7  und  aH  und 
Reste  so,  dass        =  1,  «ü.aa  =  *i  aTa*  =  1  und  a*M* 
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wird,  so  erhält  man  aus  jeder  von  diesen  Congmenzen  vier  Congru- 
enzen  E\  dieselben  sind  aber  nicht  sämmtlich  von  einander  verschie- 
den. Ist  z.  B.  at  =  «g,  dagegen  nicht  —  «3  oder  —  a4,  so  ist  auch 
ab  =  a6 ,  und  es  ergiebt  sich  dann  zweimal  dieselbe  Congruenz 
l  +  l+a  +  cr0+|3  =  0-,  a  und  «0  sind  in  diesen  Congruenzen  von  1 
verschieden.  Ucberhaupt  gelangt  man  zu  allen  denjenigen  Congruen- 
zen von  der  Form  l+l  +  c^  +  cifj  +  ft  =  0,  in  denen  er,  und  a2  nicht 
—  1  werden,  zweimal,  die  Congruenzen  von  der  Form  1  +  1  +  1  + 
«+/5  =  0  erhält  man  dreimal,  die  Congruenz  1  +  1+1  +  1  +  0=0 

sogar  viermal.   Unter  den   ^  Congruenzen   von   der  Form 

l+l+aj  +  of^+jS,  =  0  sind  schon  einmal  die  Congruenzen 
1  +  1  +  1  + «8+ft=0  enthalten,  die  Congruenz  1+1  +  1+1+0=0 

findet  sich  schon  einmal  unter  den   g         Congruenzen  von  der 

Form  l  +  l+ai  +  «2+/3i  =  0  und  einmal  unter  den  — j—  Congru- 
enzon  von  der  Form  1  +  1  +  1+ a2+j3,  =0.   Man  hat  demnach: 

I.   j>  =  24n  +  23. 

N  =  (12/i+H)  (72n3+234»*+253»+91) 
u  =  (12n+ll)(3n*+7»+4) 

IL  p  —  24» +  7. 

jV  =  (72«3+90n'+37»+5)(12n  +  3) 
u  =  (3n2+3»  +  l)(l2»  +  3) 

v  =  36/i3H  ^  1-2 
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§  IL 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m -f- 3.  Man  verfahrt 
aualog  wie  im  vorigen  §.  Die  Cougrucnz  1  +  1  +  «! +  «3  =  0  besitzt 
»—3 

-77—  Lösungen;  a1  und  «,  werden  in  denselben  niemals  einander 

gleich.  Multiplicirt  man  daher  jede  dieser  Congrueuzen  successive 
mit  den  sämmtlichen  Resten  von  />,  so  erhält  man  nur  verschiedene 
Congruenzen. 

*>'  2       p-3  p-1 

y 

Bei  der  Bestimmung  der  Zahl  v  kauu  man  ebenfalls  genau  wie 
im  vorigen  §  verfahren,  man  muss  nur  die  in  §  7.  festgestellten 
Werte  heranziehen. 

<  +  ^  -3 
*v  =  e0+  

I.  p  =  24n+ll. 

N=  (72/r>+126n*+73n  +  14)(12/i  +  5) 
u  =  (3n2+4n+l)(12u  +  5) 

w=s86„.+^h6L«+6. 

II.  p  =  24n  +  19. 

iV=  (72n3+198»2  +  181n+55)(12/t+9) 
u  =  (3n*+6n  +  3)(12n+9) 

^36n»+195"'+177"  +  27 

,-86n.+1&5",+178"+25' 


§  12. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8»»+l.    In   ö  

Congruenzen  von  der  Form  1  +  1+ ^+«,  =  0  sind  die  Reste  «j 


Digitized*y  Google 


26  Meyer:  Zur  Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Reste. 

und  #2  einander  ungleich.  Multiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzcn 
successive  mit  den  Resten  der  Zahl  p,  so  erhält  man  nur  verschie- 
dene Congruenzen;  multiplicirt  man  aber  die  Congruenz  1+1  — 1) 
+  (/> —  1)  =  0  mit  sämmtlichen  Resten,  so  ergeben  sich  immer  zwei 
Congruenzcn,  welche  mit  einander  übereinstimmen,  denn  die  Con- 
gruenz «s+^s+^H-^  SEE  0,  welche  man  durch  Multiplication  mit 
as  bekommt,  kann  man  sich  ebenso  gut  durch  Multiplication  mit  <*4 
entstanden  denken.  Man  findet  so: 

p—1  p—h 
3"    ^       p-1  _i   p-1 

bQ  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  8. 

w  bestimmt  man  folgendermassen.  Man  lege  den  Grössen  E  und 
e  dieselbe  Bedeutung  wio  in  §  8.  bei;  e0  sei  die  Anzahl  der  überhaupt 
von  einander  verschiedenen  Congruenzen  E.  Wie  iu  §  10  ergiebt 
sich:  eo  =  e2-\-s.  Man  multiplicire  die  Congruenzen  von  der  Form 
&  +  ftj  +  &}  +  04  — 1  =  0  successive  mit  |?5,  /56,  j?7  und  ßs  und  wähle 
diese  Zahlen  60,  dass  /?5 .^=1,  ß6.ß2  =  l,  ß7.ß3=l  und  ßs.ßA  =  l 
wird.  Unter  den  dadurch  gefundenen  Congruenzcn  E  sind  die  Con- 
gruenzen l+l+tfi+<*s+0  =  0  zweimal,  die  Congruenzcn  1  +  1  + 
1+^+^  =  0  aber  dreimal  enthalten.    Man  erhält  so: 


4w  -  Co  H  ^  r  4~" 


I.   p  =  24n+l. 

JV  =  3»(288»3+144»*+22»  +  l) 
u  =  3»(12»8+6»  +  l) 

j>  =  24»+17. 

JV  =  (3»+2)(288»3  +  720n2+598»+165) 
Ii  ss  (3» +  2)  (12»« +  22» +9) 

p-36»'-f  177"'^1A5''+20. 
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§  13. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  8m +5.  Aehnlich  wie  im 
vorigen  §  findet  mau: 

u         4      +       2  2^4 

Äs  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  9.,  ebenso  werde  der  Zahl  e,  die- 
selbe Bedeutung  wie  dort  beigelegt.   Es  ergiebt  sich:  e0  —  e^-f*. 

4w  —  c0  +  1  h  4~' 

I.  j>  =  24n+5. 

#  =  (6n-f-l)(144ns+144n*+47n-f  5) 
u  =  (6n  +  l)(6n*+5»  +  l) 

,c  =  36a3+6^»+1. 
_36,,3+^±1-2i'+1. 

II.  7>  =  24»  +  13. 

iV=  (6n  +  3)  (144n3+288n8+191n  +  42) 
tt=  (6n  +  3)(6n8  +  9n  +  4) 

,  =  36„3+^89"+9. 


§  14. 

Man  könnte  diese  Betrachtungen  nun  noch  auf  Combinationcn 
höherer  Classen  ausdehnen,  allein  in  dem  Gange  der  Untersuchungen 
würde  sich  nichts  Neues  ergeben.  Bei  der  Bestimmung  der  Zahl  u 
für  die  Combinationen  der  nten  Classe  muss  man  immer  von  den 
Congruenzen  von  der  Form  l+or1  -f-«2-f-...4-w„_i  =  0  (mod  p)  aus- 
gehen; zunächst  erhält  man  die  Reste  a2  ...  <r„_i  in  allen  Formen 
permutirt,  man  leitet  daraus  die  von  eiuauder  verschiedenen  Con- 
gruenzen her,  welche  zugleich  nur  einander  incongnicute  Zahlen  ent- 
halten. Die  Anzahl  dieser  Congruenzen  sei  an-i.  Multipli 
jede  deraw_i  ausgezeichneten  Congrueuzeu  sucecssive  mit* 
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liehen  Resten  der  Zahl  p,  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen  Con- 
gruenzen  immer  n  Congruenzen  mit  einander  überein.   Man  erhält 

p-1 

so  das  Resultat:  u  =  — -.    Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen 

n 

»  und  w  muss  man  die  Congruenzen  von  der  Form  1  +  tti  ~f-  at  ~\~  •  •  • 
+  «„_i-|-^1  =  0  (mod/>)  zu  Grundo  legen.  Es  sei  (?„-i  die  Anzahl 
derjenigen  verschiedenen  Congruenzen  von  dieser  Form,  welche  nur 
ungleiche  Zahlen   enthalten.    Bei  den  Primzahlen  von  der  Form 

4u-f-3  ist  v  —  -^^i  bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4u4-l  da- 

n 

gegen  *c  =  — — .   Diese  Betrachtungen  beziehen  sich  freilich  nur  auf 

die  Combinationcu  ohne  Wiederholung.  Bei  den  Combinationen  mit 
Wiederholung  muss  man  bei  der  Bestimmung  der  Zahl  u  noch  alle 
die  verschiedenen  Congruenzen  von  der  Form  er,  +  «2  +  ...  -|-oN=0, 
welche  zwei  oder  mehrere  gleiche  Reste  enthalten,  hinzu  nehmen. 
Bei  der  Bestimmung  der  Zahlen  v  und  w  haudelt  es  sich  zunächst 
darum,  die  überhaupt  von  einander  verschiedenen  Congruenzen  von 
der  Form  1  +    +        . .  •  +  0i  =  0  zu  ermitteln.  Unter 

diesen  Congruenzcu  muss  man  allgemein  diejenigen  Congruenzen, 
welche  die  Einheit  /.  mal  enthalten,  Afach  zählen.  Ist  <5)f-i  die  An- 
zahl der  so  bestimmten  Congrueuzen,  so  hat  man 

v  =  oder    w  — 


n  n 

je  nachdem  j>  =  4fi-|-3  oder  4fi-fl  ist. 

Es  soll  zum  Schluss  noch  der  Weg,  den  mau  bei  den  Combi- 
nationen der  fünften  Classe  einschlagen  muss,  etwas  näher  augegeben 
werden. 


Combinationen  zur  fünften  Classe  ohne  Wiederholung. 

§  15. 

Man  bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congruenz  1  +  «i  +  a2  +  a3 
-\-ai  =  0  (mod  p)  mit  Ay  die  Congruenz  l+erj-j-Og+a,  =  0  mit  B 
und  die  Congruenz  1  +  0,  -f-  ß«  -j-  ß3  =  0  mit  C.  Die  Congruenz  A 
möge  a  Lösungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bcdeutuug  werde  den 
Zahlen  b  und  c  gegeben.   Mau  muss  nun  2  Fälle  unterscheiden: 

* 

I.   7>  =  4n  +  3. 
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p+l  ;)_3     p+l  p-3 

4  •  4  t  4  '  4 

4   '"T'+X  4 

II.  p  =  4fi  +  l. 

a  =Ä.~~4-c.-^-+    j  • 

,     />— 5  j>-5  1  p—  1     p—  1 

~4~  '    4     '  ~4"~ *  ~4     '  2 

5  H  i  H  j>  — 1 

c  =  ~4~ '  "4"  +  "-  4  ' 

Es  mag  nur  kurz  der  Weg  zur  Bestimmung  der  Zahl  u  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  4/i  +  3  angegeben  werden,  bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4fi  +  l  gestaltet  sich  alles  analog.  In  den  a 
Congruenzen  Ä  sind  die  Reste  c*1?  «8,  «3  und  a4  in  allen  Formen 
permutirt;  man  muss  nun  zunächst  diejenigen  Congruenzen,  iu  denen 
zweimal  zwei  Reste  einander  gleich  sind,  bestimmen-,  subtrahirt  man 
die  sechsfache  Anzahl  derselben  von  a,  so  muss  der  Rest  durch  4 
teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  =  Oj.  Multiplicirt  man  die  Congru- 
enzen von  der  Form  1  + 1  +  ut  +  at+a2  =  0  mit  o8 ,  wobei  «3  der 
Bedingung  a5.cr8=l  (mod/>)  genügt, so  stimmen  unter  den  gefundenen 
Congruenzen  von  der  Form  l  +  «3+a3+a4+cr4  =  0  immer  zwei 
Congruenzen  mit  einander  überein;  die  Congruenz  l  +  ff3  +  «3+a4 
+a4  =  0  besitzt  also  nur  halb  soviel  Lösungen  wie  dio  Congruenz 
1  +  1  +  0,  +  aj  +  ^  —  O. 

Subtrahirt  man  von  at  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 
1  +  «!+-«!+-»!+-  cr2  =  0,  so  ist  der  Rest  wieder  durch  3  teilbar, 
der  Quotient  sei  =  aj. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  l  +  l  +  e^+otg  +  ffa^O 
(modp)  dio  Zahlen  «„  «s  und  cr3  von  einander  und  von  der  Einheit 
verschieden,  so  erhält  man,  wenn  die  Zahlen  au  a2  und  er3  ohne  ihre 
Permutationen  vorkommen,  aus  Jeder  von  diesen  Congruenzen  drei 
verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  l+cf4  +  cr4+aö+ff6  =  0 
(mod  p).  Zu  den  in  der  eben  angegebenen  Weise  gefundenen  Con- 
gruenzen von  dieser  Form  kommen  noch  die  Congruenzen  von  der 
Form  1  +  1  +  1  + a,+«Ä  =  0  und  dio  Congrueuzcn  von  der  Form 
l+l+cr3+a3+a7  sO  hinzu,  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  «, 
und  cr2  nicht  einander  gleich  werden  und  dass  a7  nicht  gleich  1  und 
nicht  gleich  a3  wird.  Damit  sind  dann  sämmtliche  Congruenzen  A, 
in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwei  der  Reste  a1?  c„      und  c4  ein- 
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ander  gleich  sind,  erschöpft-,  subtrahirt  man  ihre  Anzahl  von  a^,  so 
ist  der  Rest  durch  2  teilbar-,  der  Quotient  sei  =  aa. 

Von  a3  muss  noch  die  Anzahl  derjenigen  von  einander  verschie- 
denen Congruenzen  A,  in  denen  einer  der  Reste  «„  er2,  «3  und  »4 
der  Einheit  gleich  wird,  abgezogen  werden;  der  Rest  sei  =  a4.  Es 
ergiebt  sich  demnach: 


§  16. 

Es  soll  ebenfalls  in  aller  Kürze  der  Weg  zur  Bestimmung  von  v 
bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4^-f-3  mitgeteilt  werden.  Man 
bezeichne  zur  Abkürzung  die  Congruenz  l  +  ai  +  Ws  +  ^  +  ^  +  ^i^O 
(modp)  mit  D,  die  Congruenz  1 +«5+^  +  ^7 +  =  0  mit  E  und 
die  Congruenz  l+^a+^+fc+^b  =  0  mit  F.  Die  Congruenz  D 
möge  d  Lösungen  besitzen,  eine  entsprechende  Bedeutung  werde  den 
Zahlen  e  und  /  beigelegt. 

p+l 


+  «  £±*  (..8  6.) 

p—  3  .  p— 3  1 


In  den  d  Congruenzen  Z>  sind  dio  Reste  cr„  o2,  o3  und  or4  nebst 
ihren  Permutationen  vorhanden.  Subtrahirt  man  von  d  die  Anzahl 
derjenigen  Congruenzen,  in  denen  die  vier  Reste  a±,  a2,  a3  und  cr4 
sämmtlich  einander  gleich  sind,  ferner  die  sechsfache  Anzahl  der  Con- 
gruenzen von  der  Form  l  +  ßi+ai  +  efa  +  fs  +  ft  3  0  (modp),  so 
ist  der  Rest  durch  4  teilbar,  der  Quotient  sei  «=  dt.  Natürlich  ist 
bei  den  Congruenzen  der  letzten  Art  vorausgesetzt,  dass  at  und  <*3 
von  einander  verschieden  sein  sollen. 

Zieht  man  von  <7,  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 

l  +  «ri  +  «i  +  «i+«4+A  =  °  ab>  so  ist  dcr  Rest  durcü  3  teilbar; 
der  Quotient  sei  =  Selbstverständlich  darf  in  den  Congrncnzen 
der  letzten  Art  a4  nicht  gleich  er,  werden. 

Es  bleibt  noch  die  Anzahl  der  Congruenzen  von  der  Form 
1  +  «1  +  «i + as  +  a* + ßi  =  0  zu  bestimmen.  Aus  jeder  Congruenz 
von  der  Form  14-1+«5+«6+<*7+0i  = 0  erhalt  man,  wenn  die 
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drei  Reste  er3,  aG  und  cr7  von  einander  und  von  der  Einheit  verschie- 
den sind  und  auch  ohne  ihre  Permutationen  vorkommen,  drei  ver- 
schiedene Congrucnzen  von  der  Form  l-t-«i  +  tfi+<)fs  +  a4  + A=0; 
hierzu  kommen  noch  die  Congrucnzen  von  der  Form  1  +  1+1  +  «! 
+  o2-f-ft  =0  und  die  Congrucnzen  von  der  Form  l  +  l  +  ös-f-^ 
+  a4+0i  =  0;  man  muss  nur  dafür  sorgen,  dass  in  den  Congrucnzen 
von  den  beiden  letzten  Formen  die  Zahlen  a,  und  <r2  weder  einander 
noch  der  Einheit  congruent  werden,  dass  o3  nicht  gleich  1,  und  dass 
a4  nicht  gleich  1  und  nicht  gleich  «3  wird.  Subtrahirt  man  die  An- 
zahl derjenigen  Congruenzen  Z>,  in  denen  zwei  und  zwar  nur  zwei 
der  Resto  as,  cr2,  or3  und  c4  einander  gleich  werden,  von  so  muss 
der  Rest  durch  2  teilbar  sein ;  der  Quotient  sei  =  c^. 

Von  r/3  muss  die  Anzahl  derjenigen  Congrucnzen  Z),  in  denen 
allein  die  Einheit  zweimal  vorkommt,  abgezogen  werden.  Die  Dif- 
ferenz sei  =  r/4. 

Man  findet  so:  v  = 

Für  die  Primzahlen  von  der  Form  4p +  1  würden  die  Grössen 
tL,  e,  f  folgende  Werte  besitzen: 

d  ö  «•  —4 — r/-^;  r 

_     -  ■  t  V— 1  .  J>— 1  P— *  /a  g  fl1 

•  4 — r  ■ •  i — |—  •  "2    (s-  §  o.) 

Dio  Bestimmung  von  w  ist  ganz  der  Bestimmung  von  v  bei  den 
Primzahlen  von  der  Form  4p -f- 3  analog. 

§  17. 

Eine  andere  Frage  als  dio  im  Vorhergehenden  behandelte,  ist 
folgende: 

Bildet  man  aus  den  Resten  der  Primzahl  p  algebraische  Summen 
mit  je  k  Summanden,  in  der  Weise,  dass  man  l  Summanden  das  posi- 
tive, den  übrigen  k—l  Summauden  aber  das  negative  Zeichen  bei- 
legt, so  ist  zu  entscheiden;  wie  viele  dieser  Aggregate  einem  Reste, 
einem  Nichtrcste  oder  der  Null  congruent  sind. 

Der  Fall  k  =  2  ist  schon  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlung: „Recherches  sur  la  theorie  des  residus  quadratiques"  be- 
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handelt.   Ferner  ist  der  Fall  k  =  ^-y^  von  Herrn  Pro^  ^tern  in 

der  Abhandlung :  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste"  näher  unter- 
sucht. Es  sollen  nun  dio  Fälle  k  =  3  uud  k  =  4,  soweit  sie  in  den 
vorstehenden  Untersuchungen  noch  nicht  erörtert  sind,  näher  betrachtet 
werden. 

Die  Anzahl  der  Combinationen  der  Arten  Classe  ohne  Wieder- 
holung sei  =  A^.  Das  Zeichen  («,  0,  0)  auf  der  rechten  Seite  einer 
Cougruenz  möge  bedeuten,  dass  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
einem  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Werte  congruent  sein  muss. 
Es  ist  klar,  dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form  <*i  +  «2+ 

,    -„v,     ,     .          ,      k(k—l)...(k  —  l-\-l) 
ff3-r  ...+«*  =     ß,  0)  (modj))  immer  ki  =  j-^  j  

Congruenzen  von  der  Form  ax -f-  a2  -f-...-f- ai  —  crj+i  —  a/+2... —  <u  = 
(«,  (3, 0)  herleiten  kann.  Die  Anzahl  der  Congruenzen  von  dieser  Form 
ist  daher  =  ki .  2V. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenu  man  sämmtlichc  Congru- 
enzen von  der  Form  al-\-a2-^- . -\- m —  ai+i  ... — o*  =3  (o,  ß,  0) 
bildet,  in  diesen  Congruenzen  alle  Reste  sowie  alle  Nichtresto  gleich 
oft  auf  der  rechten  Seite  vorkommen  müssen.  Die  Null  sei  pmal, 
jeder  Rest  tfmal  und  jeder  Nichtrest  rmal  vorhanden.  Es  handelt 
sich  um  die  Bestimmung  der  Zahlen  p,  a  und  t.  Es  sollen  im  Fol- 
genden nur  diejenigen  Congruenzen  berücksichtigt  werden,  welche 
auf  der  linken  Seite  nur  ungleiche  Zahlen  enthalten. 


§  18. 

h  =  3.   1=1.   h  =  3. 

I.  p  =*  4fi  +  3. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  f^+ffj — <r3  r=  0  (mod/>)  erhält 
man  aus  den  Congruenzen  von  der  Form  «,  -f-  a2  -\-  ß3  =  0,  wenn  mau 
für  03  den  entsprechenden  Wert  — a3  einsetzt.   Je  nachdem  die  Zahl 

2  Rest  oder  Nichtrest  ist,  giebt  es  — j  1  oder  Congruen- 
zen von  der  Form  l-\-a-\-ß  =  0,  welche  nur  ungleiche  Zahlen  ent- 
halten. Multiplicirt  man  jede  dieser  Congruenzen  successive  mit  den 
sämmtlichen  Resten  der  Zahl  />,  so  erhält  man  immer  zwei  Congru- 
enzen, welche  mit  einander  übereinstimmen. 

p  —  3     1                      y—  3  p—1 
4        1  p—1     .  4*2 
9  =  2  '  ~2~  odcr  =  2  ' 

je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist. 
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Die  Congruenzen     +  at  —  <*8  =  —  1  ergeben  sich  aus  den  Con- 
gruenzen vou  der  Form  l+«i+«8+A  =  0.    Die  Anzahl  dieser 

p—  3 
8  4- 

Congruenzen  ist  =  ^  »  wenl*  man  voraussetzt,  dass  ax  und  at 

von  einander  verschieden  sein  sollen.  *  hat  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  §  1.  Die  Möglichkeit,  dass  as  -=  <*,  oder  «=  a9  wird,  ist  ausge- 
schlossen. 

,  r— 

<»  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Gleichung: 

3Ar=e+(ff+t)t=i. 

1.  p  =  8m +3. 

^  =  m(4m+l);    <j  =  4m*—  3ro;    f  -  4m2. 

2.  p  =  8m +7. 
^  =  m.(4m+3);    <y  -  4mf+m;    f  -  4ros+4ro+l. 

II.  p  —  4f»+l. 
1.    p  =  8m+l. 

In   g   Congruenzen  von  der  Form  «i  +  «rt+ 

cea  =  0  siud  die  Reste  alt  a2  uud  t*3  von  einander  verschieden.  Jede 
dieser  Congruenzen  liefert  drei  Congruenzen  von  der  Form  +  — 
«4  =  0;  ausserdem  erhält  man  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch 

aus  jeder  der  — ^—  Congruenzen  von  der  Form  «i+^^a^  =  0, 
indem  man  für  at  den  entsprechenden  Wert  -  c3  einsetzt: 

P— 5  1 
4       1  p—1 

■ 

Die  Congruenz  ft+^-fft  — 1  besitzt      Lösungen.    (*,  hat 

dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  2.).  Jede  vou  diesen  Congruenzen  liefert 
drei  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  ßt+ß*  —  04  =  1.  Aus- 
serdem erhalt  man  eine  Congruenz  von  dieser  Form  noch  aus  jeder 
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Congruenz  von  der  Form  &-(-/?, -f- ftj  =  1,  wenn  nur  ß3  von  ßx  ver- 
schieden ist.   Die  letzte  Congrucnz  besitzt  nun  ~ —  oder    t  *  —  1 

4  4 

Lösungen,  je  nachdem  3  Rest  oder  Nichtrest  ist  Es  ergiebt  sich, 
dass  t  jedenfalls  dem  im  §  2.  mit  *,  bezeichneten  Werte  gleich  ist. 

*  —  *+  4"  oder   =«»+-4  h 

je  nachdem  3  Rest  ist  oder  nicht 

Q  =  4m(*n  —  1);    x      4m2 —  2m  J    o  —  4m2  —  5m  -f- 2. 
2.      =  8m+5. 

Durch  eine  der  vorigen  ähnliche  Betrachtung  findet  man: 

x  —  4/«2-f-2/n;    0  =  4m2 — m. 
§  19. 

k  =  3.    /  =  2.   *,  -  3. 

I.  j,  =  4fi+3. 

Multiplicirt  man  die  Congruenz  c^-f-r^ —  =  0  mit  — 1,  so  er- 
hält man  daraus  die  Congruenz  «3 — a1  —  ai  =  0.  Es  hat  demnach 
q  denselben  Wert  wie  im  vorigen  §.  a  und  r  hingegen  vertauschen 
ihre  Werte,  denn  dio  Congruenz  «j  +  a*  —  cr3  =  1  geht  durch  Multi- 
plication  mit  — 1  in  die  Congruenz  rra  — «,  —  or2=  —1  über,  — 1 
ist  aber  jedenfalls  ein  Nichtrest. 

II.  P  =  4n  +  l. 

Der  Wert  von  q  bleibt  derselbe  wie  im  vorigen  §.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Werten  für  0  und  x;  aus  der  Congruenz  ft+ft  — 
ßi  =  1  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  —  1  die  Congruenz 
/Sj — ß1  —  ß2  =  —  l\  — 1  ist  aber  ebonfalls  ein  Rest 

§  20. 

/,  =  4.   I-pL   h  =  4. 

I.   p  =  4fi+3. 
1.    j>  =  24n  +  23. 
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In  *a  Congruenzen  von  der  Form  l  +  ffi  +  »2+0  =  0  sind  nach 
§  1.  sämmtlichc  Zahlen  von  einander  verschieden.  Multiplicirt  man 
jede  dieser  Congruenzen  successive  mit  den  sämmtlichen  Resten  der 
Primzahl  jp,  so  stimmen  unter  deu  so  gefundenen  Congruenzen  immer 
drei  Congruenzen  mit  einander  überein.  Da  in  den  Congruenzen  von 
der  Form  a9  + aA  +  a*>  +  ß\  =  0  niemals  ßx  =  —  or5  werden  kann,  so 
liefert  jede  dieser  Congruenzen  eine  Congruenz  von  der  Form  »3  + 
«r4+cf5 — c6  =  0.   Es  ist  demnach: 


In  Congruenzen  von  der  Form  l  +  fr,-{-a2  +  o3+/3  =  0  sind 
nach  §  6  die  Reste  o^,  «2  und  a3  von  einander  verschieden.  Von 
diesen  Congruenzen  müssen  diejenigen  .Congruenzen,  in  denen  die 
Summe  «3+/3  der  Null  congruent  ist,  subtrahirt  werden.  Man  er- 
hält diese  Congruenzen,  indem  man  die  Congruenzen  von  der  Form 
a+0  =  O,  mit  Ausnahme  der  beiden  Congruenzen  «!+/?  =  0  und 
at-\-ß  =  0,  mit  jeder  einzelnen  Congruenz  von  der  Form  + 


as  =  0  verbindet   Jede  der  ^  —  — ' -  (  — «  2)  übriggebliebenen 


Congruenzen  liefert  eine  Congruenz  von  der  Form  «1  +  02  +  03 


=  (12n*+18/i+7)(12n+ll) 


x  =  144us+318n2+229n+54 
0=  144ns+318u2+2a7«+59. 


2.  />=24u+7. 

Man  verfährt  genau  wie  unter  1. 


p  «=  (12n+3)(12n*+2») 
T  =  144n*+30n*-3» 
ö=  144n3+30i»2+5». 


3.  i>  =  24»+ll. 


2 


=  (12n*+6n  +  l)(12n  +  5) 


3 


p+1 


*  -  H  — (^2^-  2)  =  144»3+lÜ2n*+22«+l 
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4.      =  24n+19. 

q  —  (12n»+14n+4)(12n+9) 
x  =  144n»+246n8+138n  +  25 
o  =  144«3+246n*    140« +27. 

II.   p  =  4ft  +  l. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  o1-\-ai-\-ai-{-aA  =  0 
die  sämmtlichen  Reste  von  cinauder  verschieden,  und  wird  niemals 
die  J>ummo  zweier  Reste  der  Null  congrucut,  so  darf  man  aus  jeder  von 
diesen  Congruenzen  vier  Congruenzen  von  der  Form  crj+or^+ajj— cr4=0 
herleiten.  Die  Congruenz  o,  +  or2+cf3+a4  =  0  besitzt  nach  den  §§  8. 
und  9.  t*  Lösungen.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe  zweier 

Reste  der  Null  congruent  ist,  ergeben  sich,  indem  man  unter  den 

Congruenzen  von  der  Form  a+cr0=0  immer  zwei  Congruenzen  mit 
einander  combinirt.  Die  Congruenzen  von  der  Form  «!  +  «)+«»+ 
a3  =  0  liefern  noch  je  eine  Congruenz  von  der  Form  a1  —  «4+a2+ 
cr3  =  0,  wenn  man  nur  dafür  gesorgt  hat,  dass  in  den  Congruenzen 
der  ersten  Form  die  Reste  as  und  as  von  einander  und  von  er,  ver- 
schieden sind. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  ß1-\-ß2-{-ß3-\-ßA  =  1 
die  sämmtlichen  Nichtrcstc  einander  ungleich,  und  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtrcstc  der  Null  congruent,  so  erhält  mau  aus  jeder 
von  diesen  Lösungen  vier  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
05+Ä;  +  ft  —  ß»  =  1.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe 
zweier  Nichtreste  der  Null  congrucut  ist,  liefern  nur  zwei  Congruen- 
zen von  dieser  Form.  Ist  z.  B.  /?!  +  &==  0,  so  darf  man  nur  für 
ft,  und  ßK  die  entsprechenden  Nichtreste  —  ß1  oder  —  ß6  einsetzen. 
Die  Congruenzen,  in  denen  /J,+|J2e=0  ist,  ergeben  sich,  wenn  mau 
diejenigen  Congruenzen  03  +  /54  —  1  =  0,  iu  denen  ft,  und  ß±  von  ein- 
ander verschieden  sind,  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  0+ft^O 
verbindet,  nur  muss  mau  bei  diesen  Congruenzen  jedesmal  die  beiden 
Congruenzen,  in  denen  ß  =  ß3  und  ß  =  ßA  ist,  ausschliessen.  Die 
Congruenz  /fi  +  ft+ftj  +  ft  =  1  besitzt  nach  den  §§8.  und  9.  ic 

Lösungen.  Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist,  sind  in  J—g-  oder  in 


o  Congruenzen  von  der  Form  /?3  +  /S4  — 1=0  die  Nichtreste 

ß$  und  ßx  von  einander  verschieden. 

Schliesslich  liefert  noch  jede  Congruenz  von  der  Form  ßx  +  ft+ 
fi-^Jls  =  1,  wenn  nur  ß%  und  ß3  von  einauder  und  von  ßt  verschic- 
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den  sind,  und  niemals  die  Summe  &+&  der  Null  congruent  wird, 
eine  brauchbare  Congruenz  von  der  Form  ft  — &  +  &  +  &  =  1.  Dio 
Congruenz  & +  ft +&+#,  =  1  besitzt  genau  soviel  Lösungen  wie 
die  Congruenz  1+1  + «i  +  «2  +  j3  =  0;  man  muss  daher  nur  dafür 
sorgen,  dass  in  diesen  Congruenzen  die  Reste  at  und  <y3  von  ein- 
ander und  von  1  verschieden  sind,  und  dass  niemals  einer  der  Rcsto 
ffj  oder  ff*  =  p — 1  wird.   Je  nachdem  2  Rest  oder  Nichtrest  ist, 

giebt  es  ^-j^  oder  ~ 1  —  1  Lösungen  der  Congruenz  l+cr,+/teO, 
in  denen  <r8  von  1  verschieden  ist 

1.  j>  =  24«+1. 

g  =  (12»8-9»+2)12» 
T  -  144«3  —  78»2+  12n ;    a  =  144»3  -  78»*+ 19»  -  3. 

2.  />  =  24»  +  17. 

p  =  (12»*  +  7»  +  l)(12»+8) 
r  -  144*3+ 210«* +  100» +  16;     a  =  144»3  +  210»«+107»  +  18. 

3.  P  =  24» +  13. 

g  =  (12»»+3»)(l2»  +  6) 
x  -  141»3+138»2+45»  +  5-,    c  -  l44«3  +  138»*+46»  +  5. 

4.  j>  =  24»  +  5. 

p  =  (12»* -5»)  (12:^+2) 
t  =  144»3- «»*+*;    o  =  144»3— 6»*+2». 

Der  Fall  1  =  4,  /  =  3  lässt  sich  ohne  weiteres  aus  dem  eben 
behandelten  Falle  ableiten.  Die  Congruenz  r<i+<*2  +  «3 — «4=0  geht 
durch  Multiplicatiou  mit  —  1  in  die  Congruenz  cr4  —  —  or2  —  «3=0 
über.  Es  hat  p  also  in  beiden  Fällen  denselben  Wert.  Bei  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  4,u  +  3  vertauschen  a  und  x  ihre  Werte,  wäh- 
rend bei  den  Primzahlen  von  der  Form  4/x  +  l  a  und  r  in  beiden 
Fällen  denselben  Wert  haben. 


§  21. 

=  4.   1  =  2.   h  -  6. 

I.  r  =  4ttt  +  3. 

Die  Congruenzen  von  der  Form  a ,  +  a2  —  <v3  —  cr4  =  0  ergeben 
aus  den  Congruenzen  von  der  Form  cf1  +  aa  +  /33+/J4  =  0-,  nur 
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muss  man  dafür  sorgen,  dass  in  diesen  Congrucnzen  niemals  die 
Summe  c^  +  ßs  der  Null  congruent  wird.  Multiplicirt  man  die  Con- 
gruenzen  T  von  der  Form  \-\-tt-\-ßlL-\-ß2  —  ^  successive  mit  den 
sftmmtlichcn  Resten  der  Zahl  p,  so  stimmen  unter  den  so  gefundenen 
Congruenzen  immer  zwei  Congrucnzen  mit  einander  überein.  Hierbei 
ist  aber  vorausgesetzt,  dass  in  den  Congruenzen  T  die  Nichtreste  ßx 
und  ß2  ohne  ihre  Permutationen  vorkommen,  und  dass  beide  Nicht- 
reste  von  einander  verschieden  sind,  ferner,  dass  a  niemals  der  Ein- 
heit gleich  wird.  Diejenigen  Congruenzen,  in  denen  die  Summe  l-{-ßt 
der  Null  congruent  ist,  ergeben  sich,  wenn  man  die  Congruenz  1-f- 
ßt  =  0  mit  den  Congruenzen  von  der  Form  a  ß2  =  0  verbindet, 
nur  muss  man  bei  diesen  Congruenzen  die  Congruenz  l-\-(p— 1)  =  0 
ausschliessen. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  a  und  x  einander  gleich  sein 
müssen,  denn  jeder  Congruenz  a1-\-a2 —  as  —  a4=l  entspricht  immer 
eine  Congruenz  o^-!"0^  —  ax —  a2  =  —  1.    Man  erhalt  daher  einen 

N  —  o 

der  beiden  Werte,  indem  man  den  Quotienten   |  durch  2  teilt. 

~2~ 

Man  kann  aber  auch  t  direct  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Sorgt  man  dafür,  dass  in  den  Congrucnzen  von  der  Form  1-f- 
"l  +  ^s  +  ft+A  —  0  die  Reste  tr,  und  n,  und  ebenso  die  Nichtreste 
ß6  und  ßA  von  einander  verschieden  sind,  und  dass  niemals  die  Summe 
a\-\-ßz  der  Null  congruent  wird,  so  erhält  mau  aus  jeder  von  diesen 
Congruenzen  eine  Congruenz  von  der  Form  a,  +  —  a3  —  <*4  =  —  1. 
Die  Congruenzen  von  der  Form  1  -f-cr,  ß^-\~ßi  =  0  ergeben 

sich,  wenn  man  die  Congruenzen  T  von  der  Form  l  +  «+ft+ft=0 
mit  den  Werten  1  +  er,  =  a  und  die  Congruenzen  S  von  der  Form 
l-i-0i  +  <riH-cr2  =  O  rait  den  Werten  l-f-«i  =  ß  multiplicirt.  S  und 
T  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §  6.,  ebenso  werde  den  Zahlen  * 
und  /  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  gegeben.  Diejenigen  Congruenzen, 
in  denen  «j  +  ^a^O  ist,  findet  man,  indem  man  dio  Congrucnzen 
1  +  0f2  +  ^4  =  0  mit  den  Congruenzen  ct-\-ß  =  0  verbindet;  man  muss 
nur  bei  diesen  Cougruenzen  immer  die  beiden  Congruenzen,  in  denen 
a  =  a2  oder  ß  =  ß4  wird,  ausschliessen. 

1.   ;,  =  24«-f  23. 

In  <j  =  5        verschiedenen  Lösungen  der  Congruenz  T  sind 

die  Nichtreste  ßt  und  ß2  von  eiuander  verschieden ;  es  darf  aber  auch 

Google 


Meyer:  Zur  'llicorie  der  quadratischen  und  kubischen  Reste.  39 

die  Zahl  «,  uicht  der  Eiuhcit  cougruent  werden  ;  dies  ist  noch  in 
  Congruenzcn  der  Fall.   Man  liudet  so: 

e  _  i  ?  _A_?  _(18„8+2.jn-(-8)(12.,+ll) 

In  st  =   2  verschiedenen  Lösungen  der  Congnicnz  S  sind 

die  Reste  «,  und  er,  von  einander  verschieden.  In  den       4"  4"* 

Lösuugen  der  Congrucnz  1  +  «3  +  ff2 +    +  02  =  0  sind  nun  dio  Reste 
a,  und  <*2  nebst  ihren  Permutationen  vorhanden.    Die  Congrucnz 
ttl  +  ßi  +  ßi  =  0  besitzt  *j  Lösungen.   Es  ergiobt  sich  so: 

*-  —  2  rA"~2  2j 

v  so  0  -  216«3+477«*  +  351«  +  86. 

2.   p  =  24n  +  7. 

1  4 
'.==— — 

p-3 


fi  2       V  2     V  /»-!_ 


=  18»*(12n  +  3) 
T  =  <y  =  216»3+45n2+3n. 
3.   p-  24n  +  ll. 

•  - 

=  — 2— 

Q  =  _  8  AJ  >  £_±  _  (i8««+6»)(12»  +  5) 

r=  <J  =  216n3+153n2  +  36n-f-3. 
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4.   <p  =  24n  +  19. 

q  =  (18n*+18n  +  4)(12n+9) 
t  =  o  =»  216«s+369n*+210n-}-40. 
IL  p  =  4^  +  1. 

Diejenigen  Congrucuzon  von  der  Form  at  +  Cfa+0fs  +  Cf4  =  0, 
welche  nur  verschiedene  Reste  enthalten,  und  in  denen  die  Summe 
zweier  Resto  niemals  der  Null  congruent  wird,  liefern  sechs  Congru- 
enzcn  von  der  Form  ^+»0  —  «7  —  a»  =  0,  aus  denjenigen  Congru- 
enzen  von  jener  Form,  in  welchen  die  Summe  zweier  Reste  der  Null 
congruent  wird,  kann  man  immer  zwei  Congruenzen  von  der  Form 
°j»"f"a6 — ai  —  a8  —  0  herleiten;  es  sei  a1-f-a,  =  0  und  demnach 
cr8-}-«4  =  0»  in  den  Congruenzen  — crs —  cfj-f-a3-)-a4  =  0  und  a2  -f- 
at  —  aA  —  cr3  =  0  sind  dann  nur  verschiedene  Reste  vorhanden. 
Schliesslich  erhält  man  noch  zwei  Congruenzen  von  dieser  Beschaffen- 
heit aus  jeder  Congruenz  von  der  Form  cf1+o1+ö14"Bs=Ö,  wenn 
nur  «o  und  er3  von  cinauder  und  von  «,  verschieden  sind;  man  braucht 
nur  statt  a,  und  cr8,  tts  und  «3  jedesmal  die  ihnen  entsprechenden 
negativen  Reste  einzuführen. 

Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form  ß1-\-  ßs-\-ßs-\-ßA  =  1 
die  sämmtlichen  Nichtresto  einander  ungleich,  und  ist  niemals  die 
Summe  zweier  Nichtrestc  der  Null  congruent,  so  erhält  man  aus  jeder 
von  diesen  Congruenzen  sechs  verschiedene  Congruenzen  von  der  Form 
ßrj-\-ß6 — ß7  —  &j  =  1;  diejenigen  Congrueuzeu,  in  denen  die  Summe 
zweier  Nichtrestc  der  Null  congruent  ist,  liefern  nur  zwei  Congruen- 
zen von  dieser  Form.  Es  sei  z.  B.  ßt-{-  ß2  =  0,  die  Congruenzen 
—  ßt  —  0i  +  A>+&  =  1  und  ßi+ßi  —  ß-i—ßü  =  1  enthalten  dann 
nur  verschiedene  Zahlen.  Sind  in  den  Congruenzen  von  der  Form 
ßi "\~ ßi~\~ßi"\~ —  1  SO  die  Nichtrestc  ß*  und  03  von  einander  und 
von  ßx  verschieden,  und  sind  niemals  die  Summen  ft+ft  °^cr  ß*~\-ßs 
der  Null  congruent,  so  darf  man  aus  jeder  von  diesen  Congruenzen 
zwei  Congruenzen  von  der  Form  0,  —  ß6  —  ß7-\-ß9  =  l  herleiten. 
Die  Summe  ßi~\-ßs  ist  nur  dann  =0,  wenn  2  Nichtrest  ist  Schliess- 
lich ergiebt  sich  noch  eine  Congruenz  von  dieser  Form  aus  jeder 
Congruenz  von  der  Form  ß1-\-ßl-\-ß2-\-ß2  =  1. 

U  24n  +  l. 

p  =  (36n2  —  18n  +  3)6n 
t  =  216n5-117«2+18n;    0  =  2l6n3—  117n*  +  24n  —  3. 

2.  j>  =  24h  +  17. 


q  =  (36«24-30«+7)(G»+l) 
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x  -  216»« + 315»' + 150» + 24 
c=  216»3+315u2+156n+25. 

3.  j>  =  24»  +  13. 

p  =  (18»2+9h  +  1)(12h  +  6) 
t  =  216n3+207n*+60/»-f-5;    a  =  216n3 +  207«8+72» +  9. 

4.  j>-24»+5. 

p  =  (18«*  — 3«)(12n+2) 
t  -  216«3  — 9n2— 6»;    <J  -  216/<3— 9«2  +  6n. 


§  22. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  lediglich  auf  qua- 
dratische Reste;  man  kanu  nun  auch  für  kubische  Reste  ganz 
ahuliche  Betrachtungen  anstellen.  Es  mag  genügen,  für  die  kubischen 
Reste  nur  die  Combinationen  der  zweiten  und  dritten  Classc  näher 
ins  Auge  zu  fassen,  die  Combinationen  höherer  Classen  werden  sich 
dann  unschwer  herstellen  lassen. 

Bei  den  reellen  Primzahlen  von  der  Form  6m  -f-  5  ist  jede  durch 
p  nicht  teilbare  reelle  Zahl  kubischer  Rest,  bei  den  Primzahlen  von 
der  Form  6»»+l  dagegen  zerfallen  die  siimmtlicheu  durch  p  nicht 

teilbaren  reellen  Reste  in  drei  Classen  von  je    g-    Zahlen,  welche 

p—i  p—i  p—i 

beziehlich  den  Congrucnzen  x  3  =  1,  x  3  =  x  3  =  i2  (mod  q) 
genügen-,  f  bedeutet  eine  imaginäre  dritto  Wurzel  der  Einheit,  q  ist 
eine  zweigliedrige  Primzahl,  deren  Norm  die  reelle  Primzahl  p  ist. 
Eine  Zahl  der  ersten  Ciasso  soll  mit  a,  eiue  Zahl  der  zweiten  mit  ß 
und  eiue  Zahl  der  drittcu  Classe  mit  y  bezeichnet  werden.  Die  Zahlen 
der  ersten  Classc  sind  die  kubischen  Reste,  die  Zahlen  der  zweiten 
Classe  sind  die  Zahlen  mit  dem  kubischen  Charakter  1,  die  der  dritten 
Classe  dio  Zahleu  mit  dem  kubischen  Charakter  2.  Unter  Benutzung 
des  für  den  kubischen  Charakter  von  Eisenstein  eingeführten  Zeichens 
ergiebt  sich: 


I.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m  +  5.  Bildet  man 
aus  den  kubischen  Resten  die  Combinationen  irgend  einer  Classe,  so 
kommen  unter  dieseu  Combinationen  die  sämmtlichen  kubischen  Resto 
gleich  oft  vor.  Der  Beweis  lässt  sich  genau  in  derselben  Weise  führen, 
wio  dies  für  quadratische  Reste  von  Herrn  Prof.  Stern  geschehen  ist. 
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IL  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m +  1.  Bildet  man 
aus  den  Zahlen  «  die  Combinationen  irgend  einer  Ciasse,  so  kommen 
unter  diesen  Combinationen  sämmtliche  Zahlcu  «  gleich  oft,  sämmt- 
liehe  Zahlen  ß  gleich  oft  und  sämmtlicho  Zahlen  y  gleich  oft  vor. 
Der  Beweis  lässt  sich  wieder  ganz  nach  Analogie  des  Beweises  von 
Herrn  Prefessor  Stern  führen.  Dieselben  Sätze  gelten  natürlich  auch 
für  die  Combiuationeu  aus  den  Zahkn  ß  oder  den  Zahlen  )•.  Ferner 
ist  leicht  Folgendes  einzusehen:  Kommt  unter  den  Combinationen 
irgend  einer  Classc  aus  den  Zahlen  «  eine  bestimmte  Zahl  er,  /»*,  mal 
eine  bestimmte  Zahl  ßx  Z-2mal  und  eine  bestimmte  Zahl  yt  /.-3mal  vor, 
so  tiudet  sich  unter  den  Combinationen  derselben  Classc  aus  den 
Zahlen  ß  eine  bestimmte  Zahl  «  &3mal,  eine  bestimmte  Zahl  ß  Z-,  mal, 
und  eine  bestimmte  Zahl  y  frs  mal.  Unter  den  Combinationen  aus  den 
Zahlen  y  endlich  ist  jede  Zahl  «  £2mal,  jede  Zahl  ß  £amal  und  jede 
Zahl  y  A^mal  vorhanden.  Die  Null  muss  dagegen  unter  den  Com- 
binationen aus  sämmtlichen  drei  Zahlcnklassen  gleich  oft  vorkommen. 

Es  seicu  ffj,  a2,  a3,  bt,  &2,  /aj,  Cj,  c2,  c3  die  Anzahlen  von  Lösun- 
gen, welcho  beziehlich  den  Congruenzcn  1-j-a  s=~  aa,  l-j-et  ==  ßu 
1  -f- «  =  yl9  l-f-/3==«j  (mod  p)  u.  s.  w.  zu  kommen.  Die  Zahlen 
°n  a3»  *i  Q-  s-  w-  sm(i  von  Herrn  Professor  Stern  in  der  Ab- 
handlung: „Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik"  bestimmt.  Es  be- 
stehen für  dieselben  folgende  Gleichungen: 

ai  =  b1  =>  <\,;    aa  =  Cj  =  Ä2;    bz  =  c2, 

Og .  a~ -\- «3 . Z>3 -f- £3 .  a2  =  /a, . -f-  rtjj- -| - a.f. 

Es  tritt  uns  hier  die  merkwürdige  Tatsache  entgegen,  dass  dio 
drei  letzten  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Bedingung,  dass  die  Zahlen 
aii  <*2i  "3  und  ganze  Zahlen  sein  sollen,  völlig  zur  Bestimmung 
dieser  Zahlen  ausreichen.  Nach  wenigen  Umformungen  findet  man 
nämlich  aus  der  letzten  der  drei  Gleichungen  die  folgende: 

Da  die  Zerlegung  der  vierfachen  Primzahl  p  in  die  Summe  eines  ein- 
fachen und  eines  dreifachen  Quadrates  nur  auf  eine  einzigo  Weise 
möglich  ist,  so  ergiebt  sich  sofort: 


A  =  6i3  —  3«2  —  3^  —  2;    Ii  —  3(*2  —  a3) 
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Es  sei  g  eiuo  primitive  Wurzel  der  Congruenz  xP~l  =  l  (modp). 
A  und  B  werden  dann  als  die  absolut  kleinsten  Zahlen,  welche  den 

Congruenzcn  A. (l . 2.3 .  ^^p)'  ö  1  und  Ä -^b((J~*~— *  )=0 
(mod/>)  genügen,  bestimmt. 

Man  setze:  A  =  U  —  2.   /?  =  3co. 

Oj,  a2,  o3  und  63  ergeben  sich  aus  den  folgenden  Gleichungen: 
"i  =  3  i     «2  -   G  

 g        i  3 — • 


§  23. 

Combinationcn  zur  zweiten  Classe  ohne  Wiederholung. 

I.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  Gm +  5.  Es  giebt 
p  2 

g—  Combinationcn,  in  denen  die  Null  vorkommt,  jeder  einzelne 
kubische  Rest  findet  sich  unter  den  Combinationcn  ^-y- mal. 

II.  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6m +1.  Den  Zahlen 
i-j,  k2  und  k3  werde  dieselbe  Bedeutuug  wie  in  §  22.  gegeben.  Die 
Null  komme  unter  den  Combinationen  aus  den  kubischen  Resten 
imal  vor. 

Da  sich  zu  einer  Zahl  er,  immer  eine  Zahl  cr2  angeben  lässt,  so 
dass  ffj  +  orä  =  0  (mod  p)  wird,  so  hat  man :  i  =  ^-g— • 

Aus  einer  Congruenz  von  der  Form  yx  -f-  y2  —  1  =0  (mod  p) 
kann  mau,  wenn  y1  und  y2  von  einander  verschieden  sind,  stets  zwei 
verschiedene  Congruenzen  von  der  Form  1  +  «x  +  ßt  =  0  herleiten, 
in  dem  Falle  allein,  in  welchem  yx  =  y2  ist,  erhält  man  nur  die  eine 

Congruenz  l-f-l  +  ft  =0;  dieser  Fall  tritt  ein,  wenn 

Fall  >'i  =  yt  muss  aber  bei  den  Combinationen  o 
ausgeschlossen  worden.   Man  hat  demnach: 
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oder  =  ^ 


je  nachdem 


2 

1<ZJ 


2 

=  €  oder  nicht. 


Jedo  Congruenz  von  der  Form  0,+/?3  — 1  =  0  (nioil  ;>)  liefert, 
wenn  die  Zahlen  0,  und  /?3  von  einander  verschieden  sind,  zwei 
Congruenzen  von  der  Form  1 -l-Wj-f-y,  ==  0,  der  Congruenz  &  + 
0,-1  =0  entspricht  nur  die  eine  Congruenz  l-f-l+fr  =Ü-  Die- 


ser Fall  findet  statt,  sobald 


1<1. 


je  nachdem 


2 

LflJ 


=  £2  oder  nicht. 


c2.  Es  ergiebt  sich : 
oder  —  |3 


A-,  erhält  man  aus  der  folgenden  Gleichung: 

p  —  1  p  — 4 


p-1 


2  6 

Für  das  Symbol  j^J  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  fol- 
gende Werte: 

|!J  —  f,  wenn  gt2  und       =  £2,  wenn  «3  eine  ungerade  Zahl  ist. 

ra 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass    -  =  1,  wenn  a,  uugerade  ist. 

Jacobi  giebt  in  seiner  Abhandlung:  „Do  residuis  eubicis  commen- 
tatio  numerosa"  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  2  kubischer  Rest 
ist,  dio  Congruenz  «t  —  n3  =  0  (mod  2)  au;  mit  Hülfe  dieser  Con- 
gruenz folgt  aber,  da  die  Summe  ^-^^-{-a^  6tets  ungerade  ist,  dass 
jedenfalls  cino  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Herr  Professor  Stern  hat  als  Bedinguug  angegeben,  dass  dio 
Zahlen  A  und  B  beide  gerade  siud;  was  ganz  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt. 


Combinationcn  zur  dritten  Classc  ohne  Wiederholung. 

§  24. 

Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form  6n»  +  5.  Die  Reihe  der 
^bischen  Resto  sei  Au  As  ...  AP-\.    Dio  Null  komme  «mal  und 
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jeder  kubische  Rest  A;  mal  unter  den  Combinationen  vor.  Die  Glei- 
chung 1+^1,  =»  Ä%  besitzt  p  —  2  Losungen,  demnach  hat  die  Con- 
gruenz  l-\-AJ-{-A3~0  (mod^),  wenn  Ax  und  A3  von  einander  ver- 

schieden  sein  sollen,  verschiedene  Lösungen ;  hierunter  befindet 

sich  noch  die  Lösung  l  +  l+^3  =  0.    Multiplicirt  man  jede  der 

 1  Congruenzen,  in  denen  die  kubischen  Reste  Ax  und  Aa  von 

einander  und  von  1  verschieden  sind,  successive  mit  den  sämmtlichen 
kubischen  Resten  von  so  stimmen  unter  den  gefundenen  Congruen- 
zen immer  drei  Congruenzen  mit  einander  tiberein. 

£=»_, 

2  p-1 

*  3  2~ 

k  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

HP-D-  ^3  1 


§  25. 

Es  sei  p  eino  Primzahl  von  der  Form  6m +  1.  Die  Null  komme 
unter  den  Combiuatioucn  aus  den  kubischen  Resten  »mal,  jede  Zahl  a 
Jfcjmal,  jede  Zahl  ß  Z,mal  und  jede  Zahl  y  £3mal  vor. 

Die  Congruenz  l+o,4-«2  =  0  (mod^)  besitzt,  wenn  die  Zahl  2  kubi- 
scher Rest  ist,  ~2~~~ — *  vcrscniC(lenc  Lösungen,  welche  nur  ver- 
schiedene Zahlen  enthalten.   Ist  aber  2  kein  kubischer  Rest,  so  sind 
Lösungen  von  dieser  Beschaffenheit  vorhanden.   Man  hat: 


je  nachdem  2  kubischer  Rest  ist  oder  nicht. 

I.  kt  bestimmt  man  folgendermassen.  Multiplicirt  man  die  Con- 
gruenzen l-|-ß+0  =  O  successive  mit  den  Werten  1+Oj  =  a,  die 
Congruenzen  l-|-y-f- «  =  0  successive  mit  den  Werten  l  +  == 
und  die  Congruenzen  l-f/J-f-y  =  0  successive  mit  den  Werten 
1-f-ff,  =  y,  so  erhält  man  dadurch  die  sämmtlichen  Congruenzen  A 
von  der  Form  1 +  =  0  (modp).   In  diesen  Congruenzen, 
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deren  Anzahl  =  ö  sein  möge,  sind,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  Zah- 
len «,  und      nebst  ihren  Permutationen  vorhanden. 

5  =  at  a2  +  a2.aa-f  aj.Äj 

Die  Cougruenzen  von  der  Form  l-\-ctt-\-a1-\-ßi  =0  erhält  man 
durch  Multiplication  mit  a1  aus  den  Congruenzen  von  der  Form 
l-j-l-f-aj-f-ß  =  0,  wenn  nur  a,  der  Bedingung  ttÄ.as  =  1  (modj>) 
genügt.  Die  Congruenzen  der  letzten  Art  entstehen  nun  durch  Multi- 
plication mit  2  aus  den  Congruenzen  l-\-a-}-ß  =  0,  l-f-y-f-c  =  0 


oder  l-|-0-f-y  =  O,  je  nachdem 


9 


IQ. 


1,  c  oder  i2.   6t  sei  die  An- 


zahl derjenigeu  verschiedenen  Congruenzen  ^,  in  denen  die  kubischen 
Reste  «,  und  cr2  einander  ungleich  sind.   Es  ergiebt  sich: 


<5  —  a2 


(5  —  a» 


je  nachdem 


r2 
5J 


2    '  2 
=  1,  f  oder  £2. 


oder 


d—b. 


1. 


5  —  as 

~~2~ 


Es  sind  noch  die  Congruenzen,  in  denen  eine  der  Zahlen  er,  und 
a2  der  Einheit  gleich  ist,  zu  bestimmen.    Unter  den  Congruenzen 


von  der  Form  l  +  l-f-«rx  +  ^  —  0  befindet  sich ,  wenn   -  =  f  ist, 

die  Congruenz  l-f-l-|-l+ß  =  0;  diese  ist  schon  bei  den  Congruen- 
zen von  der  Form  1  -f- aL  -J-  w,  -f- 0,  =  0  mitgezählt.  Aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Forin  yi  +  yg  +  ft —  1  =0  lassen  sich  stets,  wenn 
die  Zahlen  y„  ys  und  y3  von  einander  verschieden  sind,  drei  ver- 
schiedene Congruenzen  A  herleiten.   Mau  hat  demnach: 


3 


jo  nachdem       -=  f  oder  nicht. 


oder  = 


2 


*  0-,  ^-tp 

_  ^  —    +  * 


oder  =  — „— 


3 


je  nachdem 


3 


=  f  oder  nicht. 
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3. 


2 

WJ 


2        t  6~hS 


oder 


3 


je  nachdem 


3 
Lff. 


=  f  oder  nicht. 


II.  leg  bestimmt  man  wie  folgt.  Multiplicirt  man  die  Cougru- 
enzen  1-f  o-|-y  =  0  successive  mit  den  Werten  1-f  °i  =  a,  die  Con- 
grnenzen  l-f-y-{-/3  =  0  successive  mit  den  Werten  1  +  ß  uud 
die  Congruenzcn  +  a  =  0  successive  mit  den  Werten  l+«i  =  y, 
so  erhält  man  dadurch  die  sämmtlichen  Congruenzcn  jD  von  der  Form 

1  +«i  +  ff2+yi  —  0  (mod  die  Anzahl  derselben  sei  b.  In  diesen 
b  Congruenzcn  3)  sind  wieder  die  Zahlen  er,  und  o2  nebst  ihren  Per- 
mutationen vorhanden. 

b  =a,.a3  + 02^3  +  03.03 

Die  Congruenzcn  von  der  Form  l-f-«1-f-(Y1-(-)»,  =  0  ergeben 
sich  aus  den  Congruenzcn  von  der  Form  l  +  l-f-«3-f-y  =  0,  diese 
entstehen  wieder  dnreh  Multiplication  mit  2  aus  den  Congruenzcn 
l-f-«-f-y  =  0,    l+y+/3  =  0  oder   l  +  0-f-o  =  O,  jo  nachdem 

2  —  1,  £  oder  **. 

Genau  wie  vorhin  ergiebt  sich: 

"2 


1.  b,  =»  wcnn 


,3  _  Vl|3  +  1  odcr 


3 


je  nachdem 


3 


=  «*  oder  nicht. 


2.  b,= 


b  — *s 


2 


,  wenn 


2 

L3J 


,3  =  ^+l    oder  = 


V-7,3 

3 


je  nachdem 


3 

l£j 


=  «2  oder  nicht. 


.  b   Oo 

3.    bj  =  —  ^— >  wenn 
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je  nachdem 


3 
19 


*3  =  - — ~—  oder  =     3  ^ 


=  «2  oder  nicht. 


Die  Zahl  fr,  findet  man  aus  der  folgenden  Gleichung: 
(^1  +  ^+^3)^  = 


Mau  erhalt  nach  dem  Vorhergehenden  für  das  Symbol 
folgende  Werte: 

[31 


3 
4J 


leicht 


3 


=  f,  wenn  a1.Ot-\~ai.a9-\~ai.bt~  t  (mod  3) 
=  £2,  wenn  «,.aj+fl:i^3  +  rt3<a«  =  1  (mod  3) 


Dazu  kommt  noch: 
3 


Lfiü 


»—1 

=  1,  wenn  ^i2  +  flaa+q324~    3    ^  1  (ra°d  3) 


In  den  «ta+«2S  +  n32+  —      Congruenzen  von  der  Form 

ai  ~f~  a2  +  ^3  =  0  (mod;>)  sind  die  kubischen  Reste  <*,,  crj  und  cr3  in 
allen  Formen  pcrmutirt.  Ist  die  Zahl  3  kubischer  Rest,  so  ist  die 
Cougrueuz  1  +ffi+ai  +  Cfi  ==  0  möglich,  diese  Congruenz  findet  sich 
uuter  den  angegebenen  Congruenzen  nur  einmal,  alle  übrigen  Con- 
gruenzen aber  je  dreimal.   Ist  die  Zahl  3  kein  kubischer  Rest,  so  ist 

p — 1 

jedenfalls  der  Ausdruck  «i2  +  «a2-f-rt32+  — ^—  durch  3  teilbar. 

Jacobi  hat  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Zahl  3  kubischer  Rest 
ist,  die  Congruenz  a,— o3=  ~  =  0  (mod  3)  angegebeu. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

ßl-rt8  +  f,la3+a8a3  =  ao 

Setzt  man  in  den  vorhin  angegebenen  Ausdrücken  für  fc3  den 
Wert  Oj  + 1  ein,  so  gehen  diese  Ausdrücke  dadurch  in  dio  folgenden 
über: 

öl  «*  +  a2  a3  +  a3  h  =  aQ~\~a3 

aifl3  +  fla^3+a3rt«  =  flo  +  rt* 

Aus  der  Cougrueuz  «i  =  a8  (mod  3)  folgt,  dass  dio  Ausdrücke 
«0-f-fl3  und  +  clersc"  hl  (mod  3)  congruent  sein  müssen. 
Die  einzige  Zahl  aber.  *  W  Fall  sein  kann,  ist  die  Null; 
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denn  jeder  der  beiden  Ausdrücke  <t0  +  «s  und  «(,+«*  kann  entweder 
der  Null  oder  der  Einheit  congruent  sein;  ist  aber  einer  derselben 
der  Einheit  congruent,  so  ist  der  andere  jedenfalls  der  Null  con- 
gruent.   Sind  beide  Ausdrücke  o0-f-o3  und  a0+aj  durch  3  teilbar, 

"3" 

<1. 


so  heisst  dies,  die  Gleichungen 


=  «  und 


3 

L<1. 


t2  siud  beide  un- 


möglich, es  muss  daher  3  kubischer  Rest  sein. 


Man  kann  aber  noch  weiter  gehen.  Es  sei  a$  —  o3  =  1  (mod  3) 
d.h.  02  =  0,4-1  (mod  3).  Es  ergiebt  sich,  dass  von  den  beiden 
Ausdrücken  «o+"3  UQd  ao  +  rta  der  erste  der  Null,  der  zweite  der 

T3 

Einheit  (mod  3)  congruent  sein  muss,  d.  h.  es  ist  - 

.(7- 

Es  sei  o2  — o3  =  2  (mod  3).  Von  den  beiden  Ausdrücken  o0  +  «a 
und  00  +  02  muss  der  erste  der  Einheit,  der  zweite  der  Null  (mod  3) 

congruent  sein,  d.  h.  es  ist  -  =  f. 

Die  drei  eben  behandelten  Fälle  lassen  sich  folgendermassen  zu- 
sammenfassen : 


3 

h 


22? 

t2'a%-at)  —  £3 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  in  Bachmann's  Lehrbuch  der 
Kreisteilung  (Vorlesung  XV.)  angegeben. 


Littcratur. 

Stern:  Bemerkungen  über  höhere  Arithmetik.   (Crelle's  Journal 
Bd.  VI.  pag.  147.) 

Jacobi:  De  residuis  eubicis  commentatio  numerosa.  (Crelle's 
Journal  Bd.  II.  pag.  66.) 

Bachmann:  Die  Lehre  von  der  Kreisteilung  und  ihre  Beziehungen 
zur  Zahlentheorie.   Leipzig  1872. 


Teil  LXIII. 


A 

Digitized  by  Google 


50 


Appell:  Sur  les  famitles  de  courbes  orthogonales 


■ 


IL 

Sur  les  familles  de  courbes  orthogonales 
uniquement  composees  de  coniques. 

Par 

Paul  Appell. 


L'on  connait  depuis  longtemps  des  familles  de  conrbes  ortho- 
gonales composäes  uniquement  de  coniques;  telles  sont,  par  exemplo, 
les  coniques  homofocales,  ou  bien  les  deux  familles  de  courbes 

xa+y2  —  2Xx+Rs  —  0 
**+y*  —         R2  =  0 

oü  X  et  p  sont  des  parametres  variables;  telles  sont  encore  les  deux 
familles  d'hypcrboles  6quilatercs 

z*~V  =  k 
x  y  ss  ii 

ou  les  coniques 

x 

Je  me  proposo  de  dßmontrer  quo  les  systemcs  orthogonaux  que 
je  viens  d'indiqucr  sont  les  seuls  uniquement  composeos  de  coniques. 

Imaginous  deux  familles  de  coniques  orthogonales;  je  suppose 
que  dans  l'une  des  familles  il  y  ait  uno  conique  ä  centre;  soit 

(1)  ax*+bi,*  — 1=0 

l'equation  de  cette  conique  rapportde  a  son  centre  et  a  scs  axes. 
Les  coniques  de  la  faraillo  a  laquelle  n'appartient  pas  la  courbe  (1) 
coupent  cetto  courbe  a  angle  droit;  soit 
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(2)  Ax*+  2Bxy+  Cy*  +  2Dx  +  2Ey  +  F  -  0 

l'equation  d'une  conique  de  cette  faraille.  Si  Ton  designe  par  f{x,  y) 
lo  premier  membre  de  l'equation  (1)  et  par  <jp(x,  y)  celui  de  l'6qua- 
tiou  (2),  la  condition  pour  que  lcs  deux  courbe9  (1)  et  (2)  so  cou- 
pcut  ä  angle  droit  est: 

c'est  ä  dire 

(3)  Aax*+B(a+b)xy  +  Cby* + Dax  +  Eby  —  0 

La  condition  (3)  devant  etre  verifieo  par  les  coordonnees  des 
quatre  points  d'intersection  des  coniques  (1)  et  (2),  l'equation  (3) 
doit  representer  uno  conique  passant  par  les  points  d'intersection  de 
(1)  et  (2).  On  doit  donc  pouvoir  determiner  le  parametre  k  de  facon 
quo  l'equation 

y)  =  ° 

c'est  ä  dire 

(4)  (A  +  ka)x*  +  2Bxy+(C+kb)y*+2Dx+2Ey+F—  h  -  0 

represente  la  conique  (3).  En  identifiant  les  equations  (3)  et  (4)  on 
trouve  dabord 

k  =  F, 

* 

puis,  en  rcmplacant  k  par  cette  valour, 

A+Fa         2B  C+F±  =  2D  =  2E 

(5)  Aa         B(a+b)  ~     Cb    ~  Da  Eb 

Je  suppose  d'abord  quo  les  coefficients  a  et  b  nc  soiont  pas 
egaux;  alors  les  conditious  (5)  exigent  quo  deux  des  trois  coefficients 
B,  D,  E  soient  nuls.  En  effet  si  D  et  E  etaient  tous  deux  diffe- 
rents  de  zero,  lcs  deux  derniers  rapports  (5)  donneraient 

a  =  b 

ce  qui  u'est  pas,  par  Hypothese;  et  si  B  et  D  etaient  tous  deux 
differents  de  z6ro,  lc  second  des  rapports  (5)  egale  au  quatrieme 
donnerait 

a-\-b  =  a 

ce  qui  est  absurde;  de  memo  pour  B  et  E. 

Puisque,  des  trois  coefficients  2?,  Z>,  E,  deux  au  moins  doiyent 
6tre  nuls,  je  vais  distinguer  quatre  cas. 

Premier  cas.   Les  trois  coefficients  sont  nuls 

5=D=£=0 
Les  conditions  d'identification  (5)  se  reduisent  a 

4* 
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A+Fa  =  C+Fb 
Aa~~~  Cb 

OU 

a^A  —  b^C 

condition  qui  exprimc  que  les  coniqucs  (1)  et  (2)  sont  homofocales. 
Deuxieme  cas.   Les  deux  coefficients  D  et  E  sont  nuls 

D  -  E  =  0; 

lc  coefficient  B  est  different  de  zero.    Les  relations  (5)  deviennent: 

A  +  Fa  2  = 

Aa     ~~  a  +  &  "* 

d'oü  l'ön  tire 

Fa(a+b)  Fb(a  +  b) 

A  »=  r — $      C  —      ,  • 

a  —  b  b  —  a 

Portons  ccs  valeurs  dans  l'equation  (2)  cn  nous  rappelant  que 

D  —  E  -  0 

et  posons  pour  abreger 

B(a-b) 
K  -  F 

l'equation  (2)  devicnt: 

(6)  (a + b)  (a*2  —  by*)  +  2kxy  +  a  —  b  =  0 

Lorsque  Ton  fait  varier  lc  parametrc  X,  l'equation  (6)  represcnte  une 
infinite  de  coniqucs  coupant  ä  angle  droit  la  coniquc  fixe  (1).  Si 
Ton  cherebe  les  trajectoires  ortbogonales  des  coniqucs  (6)  ou  arrive  ä 
une  equation  differeutielle  que  l'on  rend  lin6aire  eu  prenant  pour 
variables  x2-f-y8  et  a;2  —  y2\  cette  equation  differentielle  6tant  integre"  o 
donno  pour  l'equation  des  trajectoires  ortbogonales  des  coniques  (6): 

(7)  axi+W-l+tte     2  1  +t,)  =  0 

fi  designant  une  constante  arbitrairc.  Mais  dans  lo  cas  qui  nous 
occupe  nous  voulons  que  ccs  trajectoires  orthogonales  (7)  soient  elles 
meines  des  coniqucs,  ce  qui  ne  peut  arriver  quo  si  l'on  a: 

a  +  b  —  0 

Les  courbes  (6)  et  (7)  deviennent  alors 

(6')  xy  =  k' 

(7')  x2  — j/2  =  f*' 

ce  qui  est  un  des  systemes  que  nous  avons  indiques. 
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Troisieme  cas.    5  —  0,  E  =  0,  Z>  different  do  zero.  Dans 
ce  cas  les  conditions  (5)  dcvienncnt 

A  +  Fa  _  C  -\-F!>  _  2 
Aa     "~     Cb     ~~  a 

d'oü 

jbfi 

Portons  ces  valeurs  daus  l'equation  (3)  et  posons 
nous  avons 

(8)  (2Ä-a)(ox3+l)  +  «V+2ibr  -  0 

Quand  lc  parametre  X  varie,  cettc  equation  represente  des  coniques 
conpant  ä  angle  droit  la  conique  (1).  Si  Ton  chercho  les  trajeetoires 
orthogonales  des  coniques  (8)  ou  arrive  a  uno  equation  differentielle 
que  Ton  rend  lineairc  en  preuant  x*  par  variable-,  cettc  equation 
diffcrentielle  etant  integreo  donuc  pour  l'equation  des  trajectoires 
orthogonales  des  coniques  (8): 

Si  Ton  vcut  que  les  courbes  (9)  soient  egalcmcnt  des  coniques,  il 
faut  determiner  le  rapport  ~  de  facon  que  l'cxposant  ^2  —  ^  de  y 

soit  egal  ä  0,  1,  ou  2.  Pour  quo  cet  exposant  soit  2,  il  faut  a  «=  0, 
et  alors  les  coniques  (8)  et  (9)  sc  reduisent  a  des  droites  respecti- 

vemeut  paralleles  aux  axes  de  coordonnecs.    L'exposant  ^2  —  ^ 

nc  peut  pas  etre  egal  ä  1  car  nous  supposons  a  different  de  b\  mais 
il  peut  etre  nul,  ce  qui  a  Heu  si  a  =  2ä,  et  alors  les  courbes  (8)  et 

(9)  deviennent 

(8')  f  =  V 

x 

(9')  2x*  +  y*  = 

ce  qui  est  un  des  systemes  que  nous  avons  indiques. 

Quatriömc  cas.  B  =  0,  D  0,  E  different  de  0.  Co  cas 
rentre  dans  le  precedeut  par  le  changeraent  do  x  en  y  et  de  y  en  x. 

Je  supposo  mainteuaut  quo  la  conique  (1)  soit  un  cercle,  a  =  b. 
La  discussion  precedento  s'applique  encore  daus  cette  hypothese. 
Dans  le  premier  cas  on  trouve  un  Systeme  do  coniques  compose  de 
ccrcles  conccntriqucs  et  de  couplcs  de  droites  passaut  par  lc  centre 
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commuii  des  cercles;  dans  le  deuxiemc  cas,  les  equations  (6)  et  (7) 
deviennent 

a(xa+y2)  —  l  +  ,iC-«(*,+»,>  -  0 

Equations  qui  rcprßsentcnt,  la  premierc  des  droites  passant  par  Pori- 
gino,  et  la  deuxieme  des  cercles  ayant  pour  centre  Torigine;  enfin 
dans  le  troisieme  cas,  les  öquatious  (8)  et  (9)  deviennent 

a(z*+y*)  +  2X,x+l  -0 

equations  qui  reprSsentent  le  Systeme  de  cercles  precSdemmcnt  indique. 

Mais  aux  cas  precedents  il  faut  cn  ajouter  un  autre;  car  si  on 
supposo  a  =  6,  il  u'est  plus  absurde  de  supposcr  dans  les  conditions 
(5)  les  coefficients  D  et  E  differents  de  0  en  meme  tomps.  En  effot 
si  on  fait  cette  supposition,  les  conditions  (5)  deviennent  (B  =  0) 

A  +  Fa  _  C+Fa  ^  2 
Aa  Ca  a 

d'oü 

A  =  C  =  Fa 

et  Tequation  (2)  devient 

(10)  a(x*+y*)  +  2D'x+2E'y-\-l  =  0 

en  posant 

D  -  F9  E-F 

Cette  ßquation  (10)  repr^sente  des  cercles  orthogonaux  au  cercle 
donne  (1),  mais  contrairement  ä  co  qui  est  arrive  dans  les  cas  pre*- 
c&lents,  eile  contient  deux  parametres  variables  D'  et  E'.  Si  on 
considere  deux  des  cercles  (10)  Cx  et  6'2,  la  faraille  de  coniques  a 
laquelle  appartient  le  ccrclo  (1)  so  composo  de  cercles  orthogonaux 
aux  cercles  Cl  et  C2;  car  il  resulte  des  calculs  precedents  pour  le 
cas  de  a  =  quo  les  seulcs  couiques  orthogouales  ä  uu  cercle  sont 
dos  droites  passant  par  son  centre  ou  des  cercles;  comme  les  deux 
cercles  C\  et  C8  ne  sont  pas  concentriques,  les  seulcs  coniques  qui 
leur  sont  orthogouales  sont  des  cercles.  Maintenant  on  sait  par  la 
geometrie  616mentaire  delermincr  le  Systeme  des  cercles  coupant  ä 
angle  droit  les  cercles  Ct  et  C2,  et  le  Systeme  orthogonal.  Les  deux 
familles  de  cercles  ainsi  detorminees  sont  celles  dejä  citecs. 

II  reste  maintenant  ä  examiner  le  cas  ou  parmi  les  deux  familles 
de  coniques  orthogonales  il  ne  se  trouve  pas  de  conique  ä  centre. 
II  faut  alors  recommencer  unc  discussion  analogue  a  la  pr6c6dente 


Digitized  by  LiOOQlc 


uniquement  compos&s  de  coniques.  55 

en  prenant  au  lion  de  la  coniquo  (1),  la  parabolc  representeo  par 
I'equation 

Si  Ton  cherche  Tequation  generale  des  coniques  orthogonales  ä  cetto 
parabole,  on  trouve: 

1°)   Los  coniques  ä  centre 

v* 

qui  avec  les  paraboles  -  =  ft  forment  un  premier  systemo  doublo 

X 

orthogonal; 

2°)   Les  paraboles 

y*  +  2Px+2\y-2P* 

dont  les  trajectoires  orthogonales 

y*  —  2px  +  neP  —  0 
ne  sont  jaraais  des  coniques; 
3°)   Les  paraboles 

y*  —  2kx— l*+pl  =  0 

qui  sont  homofocales,  et  qui  fournissent  le  Systeme  orthogonal  commc 
forme  par  les  paraboles  homofocales. 

Paris  4  Aout  1878. 
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III. 

Zur  Lehre  von  den  Differenzenreihen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  G.  Wal  I  entin, 

Privatdoccnt  an  der  technischen  Hochschule  in  Brünn. 


I. 

Ueber  einige  endliche  Reihen  der  combinatorischen 

Analysis. 

Werden  die  n  ersten  Glieder  einer  zur  Bildung  von  Differenzen- 
reihen geeigneten  Hauptreihe  mit  «j,  a2,  a*  ...  an  bezeichnet,  so  ist 
bekanntlich : 

> 

(1)  ?n  =  Oi  +  a2  +  as+  -  +«» 

-  ®» + GH + GH + (:H + - + ch«.  ■ 

wo  ^a,,  -i/3^  ...  -J»-1^  die  8ucccssivcn  Differenzen  des  er- 
sten Gliedes  ax  bedeuten. 

Mit  Zuhilfenahme  der  symbolischen  Formel: 

(2)  4mau  =  (--  l)ma„  (1  —«)»••, 

in  welchen  nach  Entwicklung  des  Binoms  (1  —  a)M  nach  Ncwton's 
Lehrsätze  den  Potenzexponenten  von  o  die  Bedeutung  von  Indiccs 
erteilt  werden  muss,  erhält  man: 

^m«,  =  (—  l)»^,  (1  —  a)'» 
und  dem  entsprechend  folgendes  System  von  Gleichungen: 
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Jl<*i  =  —        ~  a)1  =  —  (aA  — a<2) 

-  +  40  -  «)2  -  +  («,  ~  (i)«.+«s) 
=  _  öl(i  -a)3  «-ja,- (1)«»+  Q) 
J%  -  +  0,(1  -  «)'  =  +  ja,  -  (})«,+  (J)«8-  (J)«4+«5  } 
*a,  =  (—  l)"-3ai(l  —  a)»»-3  —  (-  l)«-3  X 

{«i-  (w73)a«+("73)'Äa  ~('l73)a*  ••• + (-i)m"3°'-2  | 
(«.  -  (7V  ( V>»  -  ("72>.  ■••+ (-i>~*.-, } 
{«,-("71>i+("71>3-("7>4...+(-i)-^  } 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  iu  (1)  ergibt  sich  nach  leichter 
Transformation : 

S„  —     +    +  03+  ...  +On 

-!(;)-ö+ö-(;)-<-'»-(:)!- 

+{0-(;)(D+OÖ-O(;)-<-K:)("ti)I- 

+{e)-(ö®+w-a)-'-^cxv)!- 
+ o- 

Die  Methode  der  gleichen  Coefficicnten  in  Auwendung  bringend  re- 
sultirt  folgendes  Gleichungssystcm : 

■  * 

/ 
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Alle  diese  Formeln  siud  enthalten  in  der  allgemeinen  combinatori- 
schen  Reihe: 


So  ist  z.  B.  für  n  =  8,  p  =  3 


Da 

ist,  so  hat  man: 

u.)  -  0 
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(;)-U)(:)+U)(t')-U)(^ 


und 


3  / 

+-+<-«~C)ö->  «> 


(II) 


II. 

Zur  Theorie. 

Wenn  man  den  in  der  Theorie  der  Differenzenreihen  vorkommen- 
den symbolischen  Operationszeichen  ^^Az...An  für  die  Bildung 
der  1.,  2.,  3.,  ...  nten  Differenzen  während  der  Rechnung  den  Begriff 
von  Grössen  supponirt,  im  Resultate  der  Rechnung  jedoch  auf  die 
ursprüngliche  Bedeutung  derselben  zurückgeht,  ist  es  möglich  auf 
sehr  kurzem  Wege  die  bekannten  Fundamentalsätze  der  Differenzen- 
reihen, sowie  einige  neue  wichtige  Relationen  nachzuweisen. 

In  manchen  Fällen  wird  die  Uebersichtlichkeit  einer  durchzu- 
führenden Rechnung  erhöht,  wenn  auch  den  Indiccs  der  Glieder  der 
Hauptreihe  Oj ,  a% ,  a3  ...  a»  während  der  Operation  die  Bedeutung 
von  Potenzexponenten  erteilt  und  ihnen  erst  in  der  Schlussformel  die 
ursprüngliche  Bedeutung  restituirt  wird. 

Dies  zu  zeigen  ist  Gegenstand  nachfolgender  Zeilen. 

Sind  die  Glieder  der  Hauptreihe  a^a^  ...  an,  so  ist 

<h  =«1,        «=  «j  +  zf1«,,    a3  —  Of-f^aa,    ...    aH  «=  £„_i  -\-dla ii-i. 

Betrachtet  man  vorderhand  d  nicht  als  Operationszeichen,  sondern 
als  algebraische  Grösse,  so  gehen  vorstehende  Formeln  in  folgende 
über: 

«i  =  <h ;     <*t  —  ai(l+^) ;     «a  =  «s(l  +^)  •••   a*  =  <*n-i(l+d), 
aus  welchen  sich  durch  Multiplication 
(1)  <*n  -  (1+4)»-^ 

ergibt  Nach  Entwicklung  des  Binoms  und  gleichzeitiges  Multipliciren 
mit  aj  wird: 

welche  Formel  bekanntlich  —  wenn  man  ^1a„  A^a^  zf3^  ...  J»-1«, 
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als  die  ersten  und  höheren  Differenzen  des  Gliedes  o,  betrachtet  — 
die  Lösung  der  Aufgabe,  das  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe  als 
Function  des  ersten  Gliedes  und  der  Differenzen  des  ersten  Gliedes 
auszudrücken,  in  sich  schliesst. 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Hauptreiho  ist: 


oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  (1) 

Sn  -=  a1  +  <h(l  +  ^)+a1(i  +  ^)*+  ...  +ai(l+J)»-i 

Durch  Summirung  der  in  der  Klammer  enthaltenen  geometrischen 
Progression  ergibt  sich: 


Nach  Division  durch  J  und  Zurückfübrung  der  d-,  dz  ...  d*-1 
auf  ihre  wahre  Bedeutung  erhält  man: 


s»  -  (;')*, + (j)^«, + (j)a,  + . . . + Q*-1*  (n) 


also  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Haupt- 
reihe durch  das  erste  Glied  und  die  Differenzen  desselben  auszu- 
drücken. 

Will  man  eine  beliebige  Differenz  eines  Gliedes  der  Hauptreiho 
durch  die  Glieder  dieser  angeben,  so  führt  folgender  Weg  zum  Re- 
sultate: 

Sieht  man  in  der  Formel: 


während  der  Rechnungsoperation  die  Iudices  als  unten  angeschriebene 
Potenzexponenten  an,  so  ist: 


Sn  =      4"  rtS  +  °3  ~h  1  •  •  ~f~  a»» 


J^a»  =         — 1). 


In  analoger  Weise  hat  man: 


und 


=     —  — aH)  —  aniai  —  l)2 

d3a„  =  a„(a,  —  l)s 


(3)    J'»aH  =  a^o,  —  l)m  =»  (—  l)»»<z„(l  -  a,) 


m 
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daher: 

*"an  =  (~Dwan(l-(^)«i  +  (2)«2-  (3)^+  ..  ±«*}' 
woraus  durch  Multiplication  mit  aH 

—  (—1)«      —  (^)««+i+^«M+2— (^<ki+a+-±fl*»+«"}  (in) 

wird ,  welcbo  Glcichuug  —  wenn  man  den  bis  jetzt  als  Grössen  be- 
trachteten «,  n-f-1,  «  +  ...  n+m  ihre  Bedeutung  als  Indices  ver- 
leiht —  die  Lösung  des  gestellten  Problems  ist. 

Die  Formeln  (I),  (II),  (III)  sind  die  bekannten,  gewöhnlich  ab- 
geleiteten Grundformeln  der  Differenzenreihen.  Mit  Hilfe  des  hier 
angebahnten  Weges  kann  man  ohne  Schwierigkeiten  noch  andere  in 
der  Praxis,  insbesondere  in  der  Interpolationsrcchnuug,  wichtige  For- 
meln entwickeln.   So  ist  z.  B. 

Jian  —  an+i-an  -  <H(1  +J)» — 0,(1  =  //(l+^)»"1a1 

Ebenso  ist: 

und  so  fort  bis  endlich: 

(2)    4man  =  d~(X+4)"-l<h 
wird.    Nach  Anwendung  der  Binomialformel  erhält  man: 

d*a«  -  ^+(^1)^+»«t+(*7^,^+"  +^^^  (IV) 

Kennt  man  somit  die  auf  einander  folgenden  Differenzen  des  ersten 
Gliedes  der  Hauptreihe,  so  lässt  sich  eine  beliebige  Differenz  irgend 
eines  Gliedes  derselben  nach  dieser  Formel  bilden.  Die  letztere  hatte 
sich  übrigens  noch  schneller  aus  (1)  ergeben. 

Brünn,  im  Mai  1878. 
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IV. 


Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung. 


Leitet  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  durch  eine 
Met  all  scheibe,  so  wird  die  Elektricität  sich  in  derselben  auf  eine 
bestimmte  Weise  verteilen.  Die  Art  und  Weiso  der  Verteilung  lässt 
sich  angeben,  sobald  die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  stationär 
geworden  ist.  Dann  ist  nämlich  die  elektrische  Spannung  —  sie  sei 
U  —  eine  Function  der  Coordinaten,  welche  dio  Lage  eines  Puuktes 
der  leitenden  Ebene  bestimmen ;  sie  kann  als  solche  in  vielen  Fällen  mit 
Hülfe  eines  angenommenen  elektrischen  Potentials  und  der  Bedingungen, 
welche  aus  dem  Wesen  der  stationären  Strömung  für  dasselbe  sich 
ergeben,  ermittelt  werden.  Die  letzteren  sind  von  KirchhofF1)  unge- 
fähr in  folgender  Weise  aufgestellt  worden. 

dU 

Möge  da  ein  Linienelement,  n  dessen  Normale,  ■gj  die  Differen- 
tiation der  Function  U  nach  der  positiven  Richtung  der  Normale  be- 
zeichnen, dann  muss 


sein,  sobald  die  Integration  über  eine  solche  Curve  ausgedehnt  wird, 
innerhalb  der  keine  Elektricität  der  Scheibe  zugeführt  wird.  Werden 


1)  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes  durch  eine  Ebene, 
durch  eine  kreisförmige  Platte.    Pogg.  An.  LXIV.  p.  497. 


Von 


Herrn  Dr.  August  Herwegen 

in  Köln. 
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die  Elektroden  von  kleinen  geschlossenen  Curven  umschlossen 
gedacht,  so  Iii  essen  in  diesen  neue  elektrische  Massen  zu  oder  ab. 
Sind  dieselben  für  die  einzelnen  Elektroden  J5,  ...  EH>  und  stellt  k 
die  Leitungsfähigkeit  der  Scheibe,  also  eine  nur  von  der  Natur  des 
Leiters  abhängige  und  demnach  constanto  Grösse,  dar,  so  wird  für 
eine  einzelne  Elektrode  (n) 


während  die  Summe  der  elektrischen  Massen  gleich  Null  zu  setzen 
ist,  da  die  Wirkung  der  elektrischen  Strömung  constant  sein  soll ;  da- 
her ist 

in)    EEn  =  0 

Der  Forderung,  dass  die  Elektricität  sich  nicht  Über  die  Grenze  der 
Scheibe  fortpflanzen  soll,  wird  durch  die  Annahme  genügt,  dass  die 
Strömungscurven  der  Grenze  parallel  laufen  und  die  Niveaucurven 
letztere  senkrecht  schneiden ;  es  ist  demnach  für  Randpunkte 

Wollte  man  die  äussere  Leitungsfahigkcit,  d.  h.  die  der  Scheibe  von  der 
Luft  entzogene  Elcktricitätsmenge  berücksichtigen,  so  würde  die  Ab- 
leitung der  Bedingung  nicht  ganz  dieselbe  bleiben-,  indessen  kann  man 
von  derselben,  wie  Smaasen1)  bereits  gezeigt  hat,  absehen,  sobald 
mehr  als  eine  Elektrode  in  Betracht  kommt. 

Die  Gleichung  I)  lässt  sich  auch  folgendermassen  schreiben: 

unter  x,  y  die  gebräuchlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  verstanden. 
Diese  Form  ermöglicht  aber  eine  Reduction  des  Problems  in  Verbin- 
dung mit  den  für  ebene  Flächen  bestehenden  Relationen,  welche  voll- 
kommen den  Green'schen  Lehrsätzen  und  Folgerungen  über  räumliche 
Körper  entsprechen.  Derselbe  Gedankengang  führt  zum  Ziele,  wie 
ihn  der  Verfasser  2)  bei  der  Lösung  des  Strömungsproblems  für  ein 
System  von  Kugeln  angegeben  hat.  Daher  genüge  die  Angabe  des 
Resultats : 


1)  Vom  dynamischen  Gleichgewicht  der  Elektricität  in  einer  Ebene  oder 
einem  Körper.    Pogg.  An.  LXIX.  p.  161. 

2)  Herwegen,  Beitrag  zur  Theorie  der  Verteilung  der  dynamischen  Elck- 
tricitlt  in  gleich  massig  leitenden  Körpern.    Bonn.  1873. 
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Es  ist 

VI)     V=  C+  fäSE»  (logr„  -  V„) 

wo  Ceine  constante  Grosso  bedeutet,  und  die  Summation  auf  sänimt- 
liche  Elektrodenpunkte  sich  bezieht.  VH  wird  durch  folgendes  Theorem 
bestimmt. 

„Ist  <y  ciu  variabeler  Punkt  der  Ebene,  so  ist  für  diesen  hin- 
sichtlich einer  Elektrode  (£„),  deren  Entfernung  von  0  rN  sei,  die 
Function  V„  so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe  nebst  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten endlich,  stetig  und  eindeutig  ist,  der  Gleichung  V) 
genügt  und  in  dem  Fallo,  dass  0  ein  Punkt  der  die  Ebene  begren- 
zenden Curven  ist,  die  Relation 

befriedigt,  in  der  die  Grösse  C  unabhängig  von  den  Coordinateu  des 
Punktes  a  ist  und  der  Beschränkung  unterliegt,  dass  dieselbe  für  jede 
Function  Vh(h  =1    .  «)  denselben  Wert  hat" 

Sind  die  Functionen  Vn  in  dieser  Weise  bestimmt,  so  wird  auch 
V  (cfr.  VI),  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  den  Gleichungen  für  das 
dynamische  Gleichgewicht  genügen.  Die  Form  desselben  lässt  aber 
sofort  das  von  Smaasen  (2,  p.  166)  aufgestellte  Theorem  erkennen: 
„Wenn  die  Elektricitat  zu  gleicher  Zeit  aus  mehreren  Elektroden 
fliesst,  so  wird  die  Spannung  an  irgend  einem  Punkte  bestimmt  durch 
eiue  Linearfuuction  der  Spannungen,  von  denen  dieser  Punkt  afficirt 
sein  würde,  wenn  die  Elektricitat  nur  aus  jeder  dieser  Elektroden 
ciuzeln  flösse."  Dem  entsprechend  kann  ein  jeder  Summand  (»  =  1...) 
als  Potentialfunction  betrachtet  werden,  wclcho  die  Spauuung  in  dem 
Falle  darstellte,  dass  nur  eine  Elektrode  die  Elektricitat  zuführte 
(und  die  äussere  Leitungsfähigkeit  unbeachtet  blieb).  Diese  würde 
aber  nach  Beer  *)  dio  Form  /  log r  .dq  besitzen,  wo  dq  das  Element 
von  tictiven  elektrischen  Massen  bedeutet,  die  in  dem  Elektrodeupunktc 
(£»)  sowie  am  Rande  Hegen,  und  wo  r  die  Entfernung  vom  Elemente 
darstellt  Demzufolge  kann  logr,,  als  der  veränderliche  Teil  des  Po- 
tentials, welcher  der  elektrischen  Masse  in  dem  Elektrodenpunkte  (£„) 
entspricht,  und  Vn  als  derjenige  des  Potentials  eines  elektrischen  Be- 
leges des  Randes  betrachtet  werden.  Um  also  diese  Function  Vn  zu 
bestimmen,  stellen  wir  uns  dio  begrenzenden  Curven  mit  Elektricität 
belegt  vor  und  ermitteln  die  Dichtigkeit  der  elektrischen  Ladung  so, 
dass  Vn  schliesslich  den  angegebenen  Bedingungen  genügt. 


1)  Einleitung  in  die  Elektrostatik  p.  344. 


t 
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Diese  Aufgabe  kaun  zunächst  für  eine  Scheibe  ausgeführt  werden, 
bei  welcher  die  Randcurvcu  Kreise  sind.  Dient  nun  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises,  dessen  Poteutialfunctiou  bestimmt  wird,  als  An- 
fangspunkt des  Coordinatensystcms,  so  wird  Vn  als  Summe  vou  Inte- 
gralen U  erscheinen,  vou  deuen  ein  jedes  auf  ein  anderes  System  be- 
zogen ist.  Eiu  jedes  aber  kann  transformirt,  die  Coordiuateu  können 
umgerechnet  und  durch  einander  dargestellt  werden.  Dadurch  wird 
ermöglicht,  mit  Bezug  auf  jede  Raudcurve  die  Gleichung  VII)  auf  die 
Function  anzuwenden,  in  der  als  unbekannte  Grössen  die  Dichtig- 
keiten der  elektrischen  Belege  vorkommen.  Diese  bestimmen  sich 
nun  eben  aus  den  Gleichungen,  welche  sich  schliesslich  durch  zweck- 
mässige Anwendung  der  Gleichung  VII)  ergeben. 

Dio  Anzahl  der  Kreise,  wclcho  die  Ebene  begrenzen,  ist  natürlich 
von  Eiufluss,  da  sie  die  Anzahl  der  resultirenden  Systeme  von  Glei- 
chungen bestimmt.  Indessen  sind  diese  Systeme  solche,  dass,  ohne 
der  Allgemeinheit  zu  vergeben,  die  Besprechung  des  Falles  zweier 
Kreise,  von  denen  der  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  liegen  soll, 
hinreichen  wird,  die  Art  und  Weise  der  Rechnung  klar  zu  legen. 

In  diesem  Falle  sind  2  Polarcoordinaten-Systcmc  einzuführen. 
Der  Anfang  des  ersten  Systems  möge  der  Mittelpunkt  des  kleineren 
Kreises,  derjenige  des  zweiten  Systems  das  Centrum  des  grösseren 
Kreises  sein.  Die  positiven  Achsen  derselben  —  die  Centrale  der 
beiden  Kreise  bz.  die  Verlängerung  derselben  —  sollen  einander  be- 
gegnen und  die  Coordinaten  (Radius- Vector  und  Amplitude)  durch  q 
und  #  bezeichnet  werden,  mit  der  Bestimmung,  dass  ein  erster  der 
Coordinatc  rechts  beigefügte  Index  (1,2)  angibt,  welchem  System  die- 
selbe angehört,  ein  zweiter  ausserdem,  ob  der  betreffende  Punkt  auf 
der  Peripherie  des  kleiuercn  oder  des  grösseren  Kreises  liegt.  Der 
Radius  des  kleinen  Kreises  wird  z.B.  <>,„  derjenige  des  grossen  Kreises 
aber  q&  heisseu.  Auch  wird  es  v  ielfach  nötig  sein,  auf  dieselbe  Weise 
zu  unterscheiden,  durch  welchen  Kreis  eine  Function  bedingt  und  auf 
welches  System  dieselbe  bezogen  worden  ist. 

Die  Coordiuaten  der  Elektroden  werden  vou  jetzt  ab  durch  den 
kleinen  Index  e  bezeichuet. 

Es  ist  alsdann 

VIII)    Fi,  -  Uu  +  U^. 

Bevor  wir  der  weiteren  Entwicklung  uns  zuwenden,  mögen  in  Betreff 
einer  Function  von  der  Form  U  folgende  allgemeine  Bemerkungen 
Platz  finden.  Es  bezeichne  einmal  schlechthin  q0  den  Radius  eiues 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  des  Coordinatcn- 
Systems  sei;  —  g  die  Dichtigkeit  des  elektrischen  Beleges  eines 
Linienelements  tl&  desselben  —  und  r0  die  Entfernung  dos  variabelcn 
Punktes  (q&)  von  einem  Randpuuktc  (q0&0).   Dann  ist 

Teil  LIIII. 
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2n 


IX.     U  =  Po  /  g\ogr0.tl&c 


9  ist  aber  als  einfache  Function  der  Coordinate  #0  aufzufassen,  deren 
Grenzen  0  und  2*  sind.  Als  solche  kann  g  durch  folgende  Reihe 
dargestellt  werden 

ni=  cd 

X)    g  =  £  (</*,COSm#0  +  &W(sium#0) 

m=0 

in  welcher  die  Coefficienten  am  und  bm  bestimmt  sind,  sobald  der  Wert 
von  g  ein  gegebener  ist  (cf.  1). 

In  einer  solchen  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von 
#  -  #o  —  <Pq  fortschreitenden  Reihe  lasst  sich  auch 

logr0  =  |log|>2— 2pp0cos(p0  +  Po*] 

=  logp0  +  ilog[(jj-2go)cos9o+l] 

entwickeln.  Es  ist  nämlich2),  wenn  b  zwischen  —  1  und  +1  ent- 
halten ist 

w  —  sc  An 

log(l-4)  =  -  £  - 

11  =  1  " 

also  auch,  wenn  «  einen  echten  Bruch  darstellt, 

log  (1  —  *&)    =  -  " ~£  -  a"  e'»9> 

log (1  —  m?-»V>)  *=*—"ls-  o» er+*9 

«=i  n 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  und  bedient  sich  zur  weiteren 
Reduction  der  Formel 

=  2C0SÜ 

so  ergibt  sich 

»/-  et  1 

log(l  — 2ocosgp  +  ft-)  =  —  2  £  -a"cosnqp 

Da  nnn  p0  >  p  ist,  so  darf  logr0  in  der  Form 

»»=»1  /p  \» 
XI)   logr0  =  log  p0  -  £  -  (  -  )  cos  n90 

»=i  «  \Po/ 

Verwendung  finden. 


1)  Vergleiche  n.  A.  Riemann,  partielle  Differentialgleichungen  §  32. 

2)  Stern,  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis.    p.  158. 
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Denken  wir  uns  nnn  die  beiden  Reihen  X)  und  XI)  mit  einander 
multiplieirt  und  die  neu  entstehende  Reihe  in  die  Relation  IX)  sub- 
stituirt,  so  gestatten  die  folgenden  unter  den  beistehenden  Bedingun- 
gen geltenden  Beziehungen  *) 


2* 

/  sinwjr.sinmjr.f/jp 

v 


0  »,>„ 


=  n 


2n 

COS  nx .  COS  m/ .  dx 


2* 

sinux.COSmar.r/x 

0 


m  =  n>0 
m      n  -  0 


/ 


eine  weit  gehende  Reductiou.  Wird 

COSnqp0  =  COSH^0COS«^  +  8inn^08inn^ 

gesetzt,  so  ergibt  dieselbe 

21ogPo.au—  2  n\g  )  +  BHlllfr.Jii}  1 

Wenden  wir  dieses  Resultat  auf  die  Relation  VIII)  an,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  bei  der  Function 

ETj,    die  Ungleichheit   p,  >  pn 

besteht  Demgcmäss  erhalten  wir  für  den  variabelen  Punkt  (p,  #,) 
bz.  (p2#f)  die  Functionen  in  folgendeu  Formen: 

XIII)  Uu  =  »f?MJ"21ogpj.«oi—       J  ^,y(eosn^1.a„i-f  sinn^.^ijj 

XIV)  t/*,  =  «pw  |^21ogpg2.«fÜS— ^^y'|cosn^.a„2+sinn^a.Mj 

in  welchen  die  den  Cocfficienten  a  und  1  beigefügten  ersten  Indices 
sich  natürlich  auf  die  Summation  beziehen. 

Diese  Coefficientcn  sind  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  VII)  zu 
bestimmen.   Da  aber  die  Functionen  Un  und  UM  in  verschiedenen 


1)  cfr.  Meyer,  bestimmte  Integrale,    p.  261 
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Coordiuaten-Systomen  ausgedrückt  erscheinen,  so  ist,  damit  die  Dif- 
ferentiation der  Function  FM  (cf.  VIII)  in  der  geforderten  Weise 
nach  den  Normalen  der  beiden  Kreise  sich  vollziehen  lässt,  zu  er- 
mitteln, ob  auch  Uu  auf  das  zweite,  Un  hingegen  auf  das  erste  Sy- 
stem bezogen  dargestellt  werden  kann.  Diese  Transformation  ergibt 
sich  auf  geometrischem  Wege. 

Wird  durch  den  Endpunkt  (p12,  t>i2)  des  Linienelcmcntcs  *lq2i 
mit  dem  Radius  p12  um  den  Ursprung  des  I.  Systems  ein  Kreis  ge- 
zogen, dessen  an  den  Punkt  p12,  &u  angrenzendes  Linienclemeut  da 
sei,  so  ist 

—  fc> 


Da  aber  auch 
so  ergibt  sich 


da  —  pl2 .  f/0j2 


worin,  wenn  c  die  Centrale  darstellt, 


öd*     Vi?»*—  c*sin2^j 


zu  setzen  ist   Beachtet  mau  ferner  dio  Beziehungen 

qu  —  c  cos    2  -f-  Vp82- — c*  sin* 

sin#22  - 

cos  #M  =  

BOW10 

logra2  =  logr12  -  Jlogft,,*— 2plf  .pjCOSfo,,,  p,) +  <>,*] 

so  erkennt  man,  dass  die  Fuuctionen 

Ui*  =  /  0wlOgr22</#22        gi2  =  £(am2  COSf»fr2S  +  Ä,»2SinrofrÄ) 

o 

vollständig  auf  das  erste  System  bezogen  werden  können. 

Die  Integrationsgrenzen  von  Usi  bleibeu,  da  die  Integration  sich 
über  den  ganzen  äusseren  Kreis  zu  erstrecken  hat,  auch  nach  voll- 
zogener Transformation  in  diesem  Beispiele  dieselben,  nämlich  0  und 
2tt.  Nicht  immer  aber  ist  dieses  der  Fall,  je  nach  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Kreise  sind  vielfach  dio  Grenzen  anders  bestimmt, 
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immer  jedoch  durch  das  Priucip,  dass  die  Integration  in  der  Tat  sich 
über  die  ganze  in  Betracht  stehende  Curvo  erstreckt. 

Dieses  ist  schon  der  Fall,  wenn  der  Mittelpunkt  des  äusseren 
Kreises  ausserhalb  des  inneren  Kreises  liegt  und  für  diese  Lage  Un 
auf  das  zweite  System  bezogen  wird.  Zunächst  hat  alsdann  p21  einen 
zweifachen  Wert: 

fei  =*  ccos  en  T  Veu*—  c^sin*^ 

Der  erste  gilt  für  diejenigen  Kreispunkte,  welche  diesseits  (d.  h.  dem 
Mittelpunkte  des  äusseren  Kreises  zu),  der  zweite  für  solche  aber, 
welche  jenseits  der  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  liegeu, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  des  zweiten  Kreises  an  den  inneren 
gezogen  sind.  Diese  Punkte  bilden  auch  die  Integrationsgrenzen; 
Uu  zerlegt  sich  in  zwei  Integrale;  das  eine  erstreckt  sich  über  den 
kleinen  Kreisbogen,  für  den  der  Wert  q21  —  ...  —  ...  gilt,  das  an- 
dere über  den  grösseren  Kreisbogen,  für  welchen  Q2i  =  ...  -f-  ...  ge- 
wählt werdeu  rauss. 

Füllt  indessen  der  erwähnte  Mittelpunkt  in  den  inneren  Kreis 
selbst,  so  fällt  der  angegebene  Unterschied  weg,  und  bleiben  auch  dio 
Integrationsgrenzen  wieder  dieselben  (0  und  2*).  Die  weitere  Be- 
handlung dieses  Falles  lässt  auf  diejenige  des  obigen  sofort  schliesscu 
und  möge  daher  alleiu  besprochen  werden. 

Wir  gewinnen  durch  geometrische  Betrachtungen  wiederum  fol- 
gende Relationen: 

1 

fl,ju  =  g21  dfrn 

<*Qu  Qu 
qu  =  t:cos#21-(-  Yqu*  —  c*siu*#2, 

sin#„  =  —  sin^jjj 
P11 

Qll 

welche  dio  Transformation  der  Functionen 

o 

vermitteln, 
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Der  Zweck  dieser  Transformation  ist  schon  erwähnt  und  so  wird 
erhellen,  dass  diejenige  vou  Un  nur  für  den  Fall  auszuführen  ist, 
dass  der  variabcle  Punkt  (cj  Ot)  ein  Punkt  des  innern  Kreises  ist 
Für  solcho  besteht  aber  die  Ungleichheit  p,  und  so  wird  logrM 
in  folgender  Weise  entwickelt  werden  dürfen: 

logr„  =  logPl2—  £  -  i1  )  cos»(£12  —  &t) 

n  =  l  11  \Ql2-' 

Wird  diese  Reihe  mit  derjenigen,  durch  welche  g^  ausgedrückt  ist, 
muKiplicirt  und  die  gewonnene  Reihe  in  die  Function  USi  substituirt, 
so  ergibt  sich  nach  gehöriger  Reduction  das  Resultat: 

m  =  os 

XV)  =  U12  —  £  (a,n2^(<'o<,»»)+/'».2»/(c0*/M)} 

w=0 

»»  =  »    J  HI  =  X 

—  £  -p«"  COSnfh.  £  \am2'J(cHc,„)-\-bm2.  J{c„  sm)\ 

m=1  w  wi=0 
t»=ao  \  ro  =  » 

—  £    -pjH8iU7i^t  .   £   \am2.  J(snCm)  -\-l>t»2-J(SnSm)\ 
n  =  l  n  m-Q 

in  welchem  zur  Abkürzung  z.  B. 

27t 

J  sin n^,2. Coswig. pi2 .       *<&ii  —  «/(*»• c,n) 

gesetzt  ist,  mit  der  ausdrücklichen  Bestimmung,  dass  in  diesen  For- 
men bei  n  =  0  statt  l°gPis>  zu  schreiben  ist. 


Bei  der  Umrechnung  der  Function  Uu  auf  das  zweite  System  ist 
nur  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  q2  >  Qu  ist.   Dann  ist  aber 


logr„  =  logp,  — ;  (^-Ycos  — 

,1=1  »  \Pa  / 


) 


Diese  Reihe  ist  mit  derjenigen,  in  welcher  gn  dargestellt  ist,  zu 
multipliciren.  Durch  Substitution  des  Resultates  in  die  Fuuctiou  Uiti 
erhält  diese  die  sehr  einfache  Form 


m  — x 


XVI)     Un=  Un  =  l0gp2   £  \am\  S(cQCm)-\-l>mlS(c08n)\ 

)i—T  J  /J  \>i  m—x 

—  £    -(-)C0Sufr2.   £  \omlS{cHCm)-\-bm\S{custli)\ 
M  =  l    n  \Q-£/  m=zQ 

M=  05  ^    /J  \  H  III  =  X 

—  2  -(-)  sinn^.   £  {am\S(8Mcm)-\-bmiS(sn8m)\ 


wenn  zur  Abkürzung  z.  B. 


Herwegen:  Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung.  71 


2n 

f  Q2l».  COSnfr21  .  COSl**,,  .  t>21  .  </fr2,  =  S(CMCW) 

gesetzt  wird. 

Die  Werte  der  iu  den  Formen  XV)  und  XVI)  vorkommenden 
Integrale  sind  näher  zu  ermitteln.  Diese  Bestimmung  ist  mit  weit- 
läufiger Rechnung  verbunden  und  daher  möge  hier  nur  die  kurze  Au- 
deutuug  derselben  genügen,  und  auch  diese  nur  mit  Rücksicht  auf 
die  Form  XV). 

Wird 

COS#1;j  =»  X 

und  der  Abkürzung  wegen 

gesetzt,  so  ist   

Verbinden  wir  ferner  die  Grösse  x  mit  einer  neuen  Variabelen  y 
durch  die  Gleichung 

so  ergeben  sich  durch  Rechnung  die  Beziehungen: 

k  y*-l 

***d^  =  2'  y 

welche  in  die  Integranden  substituirt  diese  rational  machen  und  so 
erlauben,  die  Integration  auf  bekannte  Weise  auszuführen.  Bevor 
natürlich  die  Substitution  der  Grössen  in  die  trigonometrischen  Func- 
tionen erfolgen  kann,  sind  die  cosn#...  und  sinnfr...  in  Reihen  zu 
entwickeln,  welche  nach  Potenzen  von  cos#  und  sind  fortgeheu  x)\ 
die  in  diesen  figurirenden  Binomina  sind  dann  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  zu  entwickeln,  die  dadurch  entstehenden  Reihen  nach  Po- 
tenzen von  y  zu  ordnen,  alsdann  die  verschiedeneu  Multiplicationeu 
auszuführen  und  auch  die  so  entstehende  Reiho  in  angemessener 
Weise  zu  ordnen.  Bei  einiger  Aufmerksamkeit  und  mit  Anwendung 
nur  gewöhnlicher  Operationen  wird  man  so  dem  Resultate  eine  solche 
Gestalt  geben  können,  dass  in  demselben  nur  rationale  Ausdrücke 


1)  cf.  Stern,  Lehrbuch,  png.  240  seq. 
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enthalten  sind.  Sind  daher  die  Integrale  J  und  S  näher  berechnet, 
so  ist  die  Transformation  der  Functionen  Vu  uud  Vn  als  vollkom- 
men geschehen  zu  betrachten.  Soll  also  die  Gleichung  VII)  näher 
ausgeführt  werden,  so  ist  entsprechend  der  Differentiation  der  Func- 
tion Vn  nach  der  Normalen  des  I)  bz.  des  2  Kreises 

Vn  =  Un+Uu    bz.    =  Un  +  Un 

sowie 

1  /p,  \" 

weil  pj  <  Qu       logn,  =  logpi,—  £  -(■—  )  cosn(#,—  <h,) 

"=*  l  /Q2e\* 

weil  p8  >  Q>>*        logr2*  —  logp*  —  £    -[—)  COSn(#a— #2«) 
zu  setzen. 

Wird  nun  der  Gl.  VII)  entsprechend  VM  sowie  logn*  nach  p, 
differentiirt  und  nach  geschehener  Differentiation  p,  =  pn  gesetzt,  so 
ergibt  sich  eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Randpunkt  des  innern 
Kreises,  also  für  jeden  möglichen  Wert  von  gelten  soll.  Dieses 
ist  aber  nur  beim  Bestehen  folgenden  Systems  von  Gleichungen  der 
Fall: 

XVII>  ( naH\- PnH-l'T  \a»t2J(c»ctn)+bm<>J(cn9m)\  =-  ^-COSn &u 
n=»l...oo  / 

J  «1  =  30  p      )l— 1 

f**m—  Pu""1  'S  {a,»2^(#HC»i)+^n2^(«M*Wi)!=  —  8inn^« 
V  m=0  PI« 

in  welchen  n  der  Reihe  nach  die  Werte  1...  zu  erhalten  hat.  Be- 
ziehen wir  ferner  die  Function  Vn  =  ^21+^22  a«f  die  Gleichung 
VIII)  und  setzen,  nachdem  die  Differentiation  nach  p2  ausgeführt  ist, 
P2  ~  P221  so  ergibt  sich  eine  Relation,  welche  für  alle  Punkte  des 
äusseren  Kreises  besteht.  Soll  diese  aber  für  jedeu  Wert  von  #2 
gültig  sein,  so  bedingt  dieselbe  folgendes  System  von  Gleichungen, 

XVIII)   »— 1...« 

»irr  r 

2   \amiS(cQcm)  4-£,»,lS(<VM,))  ==  1  +  022  •  c 

(1        +  l  "'=»  P2«M 
— -  )        2  {am\S(c„cm)  +  bm\S(cH9nl)\  — „xiCOSn^ 
022/        m^O  022  T 

(1  \ti+l  Ms«  p2jN 
— )       ^  |amiS(*„c„)  +ÄmiS(*„*m)j  =  —  n+I sin»«  #2* 
022/        m=0  022  T 

welches  entsteht,  wenn  n  die  Werte  I...00  erhält. 

Die  Systeme  XVII)  und  XVIII)  reichen  hin,  die  sämmtlichen 
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Unbekannten  zu  bestimmen.  Sollen  z.  B.  die  die  Dichtigkeit  des 
elektrischen  Beleges  des  inneren  Kreises  bestimmenden  Coefficienten 
berechnet  werden,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Unbekannten  am2  und 
b„2  nach  dem  System  XVIII)  durch  die  Variabein  ami  und  bmi  aus- 
gedrückt und  diese  Werte  in  das  System  XVII)  substituirt  werden. 
Die  entstehenden  Resultate,  in  angemessener  Weise  geordnet,  können 
alsdann  mit  Beachtung  der  Relation 

2n  ^ 

/  sin  rup .  sin  mtp  dtp  =  i  (um)  =  j  0    m  <  n 
0  |  n    m  =  n 

und  bei  Einführung  folgender  Abkürzungen: 

m=»  /  1  \m+l  /  1  \m-1 

Cl(pn)  =n£Q[~)      \S(cmcP)J(cncm)  +  S(smcP)J(cHsm)}+n  i(np) 

m—i>/  \  \m+l 

ct(pn)  =  2   (—  )  \S(cm8p)J(cHCm)-\-S(sm8p)J(Cn8m)\ 

cjpn)  =  V  (^-)'"+ W»»|d  A*nCm)  +S(smcp)  J(s„8m)\ 

m=»  /  1  \m+l  /  1  \H-l 

^4(J>«)  —  *  h~J       jS(e,rfjM«HC»)+^  i(np) 

[•)    =  z  -x^iW^w,)cosw^  +  ^M*,„)sinm02r!+  —  cosntfi, 

m=0  P22W  +  I 


c6(n)    — ' V°  { J(^em)cos  ro£,>« + J[8H9m)  sin  mfr«*}  +  -77,  sin  n  #1, 

Seschrieben  werden: 

XIX)  1"  foi^Om)  +  Wi»01  =  *(«) 

»  =  1 ...  x 

XX)  2  \apics(pn)  +  bpictipn)}  =  c6(n) 

Legen  wir,  wie  augedeutet,  dem  n  dio  Werte  1 . . .  oo  bei,  so  können 
wir  auf  die  von  dem  Verfasser  bereits  angewandte  Methode ')  aus 
der  Gleichung  XVIII)  1.  und  dem  System  XIX)  den  Wert  des  Aus- 
drucks 

ap\cx{pn)  +  bpic2(pn), 
aus  XVIII)  L  und  dem  System  XX)  ferner  den  Wert  der  Summe 

apic3(pn)  -f-  bpic^pn) 

1)  cf.  Herwegen  .  .  .  und  Koctteritz,  Lehrbuch  der  Elcctrostatik. 
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bestimmen.  Diese  beiden  aber,  für  ein  bestimmtes  n  und  p  in  den- 
selben, bestimmen  die  Coefficienten  api  und  bP\  selbst.  Sind  diese 
aber  bestimmt,  so  sind  Un  und  ün  und  somit  auch  V„  gänzlich 
bekannt 

Die  angewandte  Methode  ist  allerdings  mit  zeitraubender  Rech- 
nung verbunden:  Mag  aber  auch  letztere  bei  nur  zwei  Kreisen  durch 
Einführung  des  sogenannten  „dipolaren  Coordinatensystems"  ein- 
facher sein,  so  dürfte  die  befolgte  Methode  bei  mehr  als  zwei  Krei- 
sen die  zweckmässige™  sein,  da  alsdann  selbst  bei  Auwendung  der 
dipolaren  Coordinaten  mehrere  Systeme  und  daher  Transformationen 
unerlässlich  sind,  welche  nach  Untersuchungen  des  Verfassers  noch 
schwieriger  als  die  besprochenen  sein  dürften-,  ob  dieselben  der  vor- 
zunehmenden Differentiation  angemesscu  (cf.  VII)  erfolgen  könuen, 
bleibt  näher  zu  untersuchen. 

Die  bereits  gewonnenen  Resultate  mögen  nunmehr  zur  Berech- 
nung der  Functiou  Vn  in  dem  Falle  benutzt  werden,  dass  die  beiden 
Kreise  conccntrischc  sind  In  diesem  Falle  reicht  wiederum  ein 
Coordinaten-Systcm  und  somit  auch  eine  einfachere  Bezeichnung  der 
Coordinaten  aus.  Bezeichnen  also  die  beigefügten  Indices  nunmehr 
nur  die  Zugehörigkeit  einer  Grösse  zu  einem  bestimmten  Kreise. 
q  &  die  Coordinaten  des  variabclen  Punktes,  so  ergeben  die  ent- 
sprechend geschriebenen  Relatiouen  XIII)  und  XIV)  (DJ  und  U.2)  in 
Verbindung  mit  den  Reihen,  durch  welche  sich  log  17  darstellen  lasst, 
je  nachdem  q  <  gf  bz.  p  >  9«  ist,  auf  Grund  der  Bedinguugs- 
glcichung  VII)  zwei  Gleichuugeu,  welche,  da  dieselben  für  jeden  Wert 
von  #  bestehen  müssen,  die  Relationen 


«02  ==  aoi  —  0 

>  m  =  1 ...  ao 

P,H  +  1.«»il  —  pfM+1.«ii2  —      ■    •  Pt"  COS  n  &( 


zur  Bestimmung  der  «...  bedingen.  Die  Gleichuugeu.  durch  welche 
sich  die  h ...  berechnen,  ergeben  sich  aus  den  obigen,  indem  au  Stelle 
der  «...  die  h...  und  an  Stelle  des  cosw#,  sin«f>f  substituirt  wer- 
den. Die  pag.  64  erwähnte  Constautc  c  ist  bei  der  Differentiation 
für  Raudpuukte  des  inueren  Kreises  —  0,  für  solche  des  äusseren 

Kreises  hingegen  — 1    zu  setzen. 
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Führen  wir  nun  die  Bildponktc  der  Elektrode  (&<Qe)  iu  Bezug 
auf  den  äusseren  und  den  inneren  Kreis  ein.   Dieser  ist  bestimmt 

durch  die  Coordiuaten  &§.  Bt  =—  und  liegt  stets  innerhalb  des 

g  2 

inneren  Kreises;  jener  durch  die  Coordinaten  O«,  Jl«  =  — »  liegt 

Qe 

also  ausserhalb  des  grösseren  Kreises.   Alsdann  ist 

(ST 


l      a    i   XhJ^XpJ  i 

fl«l  =  —  -  COS  »  Ve  •  -  .  t— r  0    -  =  —  -  COS  n  .c„i 


n  =  l.-.oo 


1         Ä  1 

an2  =  COS  n  . 


sr+er  ,  ,  i 


Wird  in  diesen  Ausdrücken  cosnd,  durch  tian&4  ersetzt,  so  stellen 
dieselben  die  Werte  von  bn\  und  6„2  dar. 

Gestatten  wir  uns  die  schon  angedeuteten  Abkürzungen  und  Sub- 
stituten die  gefundenen  Werte  in  die  Relationen  XIII)  uud  XIV) '), 
so  erhalten  wir  als  endgültig  bestimmte  Werte  der  Fuuctioucu  b\ 
und  Ut: 

XXI)       b\  =  Ql  2  -  c„i       cos n (*„ -  9) 


0 


«=»1      /p \» 

Z7S  =p2  2^  ~'cm2^-  j  COS 71  (#„  —  #) 


Erwähnen  wir,  dass  Ausdrücke  wie  loga,  e"cos«^  und  — coBad 

der  Gleichung  V)  genügen,  so  ist  unschwer  zu  beweisen,  dass  diese 
Werte  den  Bedingungen  für  das  dynamische  Gleichgewicht  vollständig 
genügen. 

Dass  die  vorliegenden  Reihen  convergiren,  ergibt  schon  der  Vor« 
gleich  derselben  mit  bekanuten  Reihen  von  dem  Typus  E  jHJS  c08n# 

bz.  2  —  --,-cosnfr,  welche  selbst  summirt  werden  können.  Werden 

indessen  die  Resultate  in  folgender  Weise  umgestaltet,  so  tritt  die 
Couvergenz  in  geometrisch  anschaulicher  Weise  zu  Tage.   Es  ist 


1)  Die  in  der  einfacheren  Schreibweise  zu  nehmen  sind. 
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[i-(*)T-*(*) 


Führcu  wir  diese  Reihe  in  die  Werte  von  r,  und  V%  eiu,  so 
vcrwandelu  sich  diese  in  unendliche  Doppelreihen,  welche  nach  Ycrti- 
cal-Colonucn  augeorduet  werden  könneu.  Eiue  jede  derselben  lässt 
sich  summireu,  wenn  wir  dio  folgenden  vier  Systeme  von  Punkten 
einführen,  welche  durch  dio  Coordinaten 


me 


1)  fr,;  x2««  +  2.p<1  =  p 

2)  fr,;  %**+*.R,~  Pt 
8)  fr,;  |u2"'+2.p,  »M 
4)  fr,;  Sm 


m  —  O...00 


näher  bestimmt  sind;  es  bedeuten  hierbei  9l  =  x  und  9*  =  u.  Die 

Punkte  fr«,  /ime,  sowie  dio  Punkt«  fr,,  liegen  iuuerhalb  des  klei- 
neren Kreises;  um  so  näher  dem  Mittelpunkte,  je  grösser  m  ist.  Die 
Punkte  fr*,  »me  bz.  fr,,  Sme  dagegen  liegen  ausserhalb  des  grösseren 
Kreises  nnd  zwar  um  so  mehr  vom  Mittelpunkte  ab,  je  grösser  m  ist. 
Werden  also  in  angedeuteter  Weise  die  Reiheu  XXI)  und  XXII)  um- 
gestaltet, so  nehmen  dieselben  die  Formen  an: 


2      2  -  r"-   cos«(fr, -fr)  +  £    (—  )  cos 

t/a  =  i:    £  - -  cos»4(fr,-fr)+  z -(/-)  cos» (fr.  -fr) 


Beachtet  man  aber,  in  welchem  Grössen  Verhältnisse  die  Coor- 
dinaten der  gewählten  Punkte  zu  der  Variabel n  p  stehen,  ob  dieselben 
grösser  oder  kleiner  als  p  sind,  und  bezeichnet  man  die  Entfernung 
des  Punktes  p,  fr  von  den  Punkten 

fr«,   p*4    durch  cm« 

fr>,  P\ mt         ,,  f"->me 
frf,     *m<         n  «*•• 
frf,     &mc        „  Lnu 

so  ist  man  berechtigt  die  Relation  XI)  anzuwenden ;  nach  gehöriger 
Rcductiou  ergibt  sich  dann 

xxiii)  r„=  £  log  I  — .  -„         , ) 

oder  aber,  wenn  wir 

it  Ii  S.„r       S  , 
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setzen 

XXIV)     Vn  =  l0g[2ffc  .F\g  ... Fms . . . 

Die  Function  1«  stellt  sieb  also  dar  als  Logarithmus  eines  Pro- 
duetes,  dessen  unendlich  viele  Factoren  Fmf  Quotienten  sind,  gebildet 
ans  deu  Entfernungen  des  variabelen  Punktes  q&  von  den  oben  be- 
zeichneten Punktsystemen  sowie  den  Radienvcctorcn  dieser  Punkte 
selbst  und  q  ,).  Der  logarithmische  Charakter  der  Function  erlaubt 
aber  die  Quotienten  je  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  p  zu  den 

übrigen  Grössen  steht,  ob  ^ . . . ,  so  zu  fassen,  dass  dieselben  immer 

echte  Brüche  darstellen,  deren  Grenzwert  im  Falle  m  =  <x>  die  1.  ist 
Also  folgt,  dass  unser  Resultat  auch  eiuen  endlichen  Wert  besitzt 

Das  gewonnene  Resultat  in  21.  u.  22.  lässt  sich  auch  in  anderer 
Weise  erzielen,  aus  welcher  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  dasselbe  der 
Gleichung  V)  genügt   Diese  lautet  nämlich  in  Polarcoordhiaten : 

B2  V        dV  B2V 

Um  diese  Differentialgleichung  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Bedingungsn  zu  lösen,  befolgen  wir  einen  dem  von  Euler  bereits  vor- 
geschriebenen analogen  Weg2).   Wir  setzen 

Vn  =*  2  XH  Y» 
o 

Die  Reihe  befriedigt  die  Gleichung  XXV),  sobald  ein  jedes  Glied 
derselben  genügt  Bestimmen  wir  nun,  dass  A'M  nur  von  p,  YH  nur 
von  #  abhängig  sein  soll,  so  zerfallt  die  Gleichung  XXV)  in  die  ein- 
facheren simultanen: 

XXVI)  e»^+p^-ns*,  =  0 

XXVII)  yp-+n*Yn-Q 

Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  XXVI)  ist  aber  bei  jedem 
Wert  von  n  =  0...oo: 

eine  solche  der  Gleichung  XXVII)  für  die  Werte  n  =  l...oo: 

Yn  =  ft,«cosnO-|-iMsinn& 


1)  cf.  Wolf,  Uebcr  den  Durchgang  des  clcctrisclien  Stromes  durch  eine 
Kugelculotte.    Archiv  der  Mathematik  u.  Physik  von  Hoppe.  3.  Heft.  60.  Teil. 

2)  cf.  part.  Differentialgleichungen  von  Riemnnn.  p.  175. 


Digitized  by  Google 


78        Herwegen:  Zur  Theorie  der  stationären  elektrischen  Strömung 

während  für  n  =  0 


zu  setzen  ist.  Die  beigefügten  Coefficienten  sind  als  von  #  und  g 
unabhängige  Grössen  aufzufassen,  die  zu  bestimmen  sind.  Setzen  wir 
daher 

k  =  0;    Infi«  =  er„i;    {l(v„  =  /J„i;    j^«  =  *«2;  ™  0»* 

und  bedienen  uns  der  angeführten  particulären  Lösungen,  so  wird 


XXVI)  r„  =  <?+  £\  Janico*n^ßnisirto&)+Q*(aM2Cosn&+ß&ian&) 


wo  G  eine  leicht  findbare  Constaute  darstellt. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  VII)  substituiren, 
so  führt  derselbe  Gedankengang,  der  früher  augewaudt  wurde,  zu 
demselben  Resultate  XXIV) 

Da  die  Richtigkeit  des  Resultates  in  jeder  Hinsicht  zweifellos 
ist,  so  kann  dasselbe  zu  weiteren  Folgerungen  benutzt  werden. 

Lassen  wir  die  Platte  allseitig  unbegrenzt  zunehmen,  setzen  also 
ea  —  * ,  so  wird 

«h2  =  £»2  =»  0,   d.  h.    U2  =*  0 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  zwischen  q  und  B§ ,  dem  Bild- 
punkte von  (vf&r),  mit  #„  so  ergibt  die  Substitution  dieser  Werte  in 
die  Gl.  XIII)  und  XIV)  nach  Anwendung  der  Relation  XI) 


Setzen  wir  hingegen  p,  =  0,  lassen  jedoch  q2  einen  endlichen 
Wert  behalten,  so  wird 

-  b„i  =  0,   d.  h.    U,  =  0 

1)  Vergleicht  man  die  Form  XXVI)  mit  dem  Ausdruck  von  £/,  -|-  UM 
noch  XIII)  und  XIV),  nachdem  in  diese  die  Grössen  r„i  und  cm2  eingeführt 
sind,  so  findet  man  leicht,  dass 

fi„  —  COS  nd-e  j    V„  «=  Sin  n&t ;    £ «  =  \  (»1H+l.C„i  j    %n  =  -  •  — ~j  -  C*2 
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b»2 


_  _ 1    1  f*\ 


COSwfrf 


Setzen  wir  diese  Werte  in  XIII)  und  XIV)  ein  nnd  reducircu 
gehörig,  so  folgt,  unter  Jt  die  Entfernung  zwischen  q  und  Rt ,  dem 
Bildpunkte  des  (Qe&e)  in  Bezug  auf  p3,  verstanden, 


Eine  weitere  natürliche  Specialisirung  ist  die,  dass  nur  2  Elek- 
troden vorhanden  sind,  von  denen  die  eine  der  kreisförmigen  Platte 
den  Strom  zuleitet,  die  andere  wieder  fortführt.  In  diesem  Falle  ist 
Ex  =  —  Et  =»  K  uach  Gleichung  III)  uud  nach  Gleichung  VI),  wenn 
die  constanten  Summanden  zusammengefasst  werden, 


Liegen  ferner  die  Elektroden  auf  dem  Rande,  so  ist  Rx  —  Jf2  =  q2, 
also  Jx  =  rx  und  Jt  =  ra  und  sonach  ist 


Aehnlichcs  Resultat  gilt  auch  für  eine  unbegrenzt  grosse  Platte, 
da  für  diese  Jx  =  Jt  wird  und  so 


Aus  den  früheren  Resultaten  wie  21,  22,  ...  lassen  sich 
diejenigen  ableiten,  welche  für  eine  von  zwei  parallelen  Gcradeu  be- 
grenzte Fläche  gelten2).  Um  den  ücbergang  zu  vermitteln,  denken 
wir  uns  um  den  Mittelpunkt  0  der  beiden  concentrischen  Kreise  gx 
und  gs  einen  weitereu  mit  dem  Radius  R  gezogen ;  es  sei  R  <  qx  <C  Qr 
Werden  diese  Kreise  von  einem  Radiusvcctor  in  den  Punkten  D  Dx  D2 
geschnitten,  so  können  diese  ihre  Lage  ungeändert  beibehalten,  wäh- 
rend sich  der  Punkt  O  auf  dem  Radius  in  der  Richtung  DSD  immer 


1)  IJcbcr  die  weiteren  Folgeningen  aas  diesem  und  den  vorhergehenden 
Resultaten  vergleiche  Beer  1.  c.  p.  350  seq. 

2)  cf.   Frosch,    Zur    Integration    der    partiellen  Differentialgleichung 

6*  V  d*V   

,     -f-  „      =  0.    Programm  des  Gymn.  zu  Kattowitz.  1S73.  ^■■M|u| 


Vn-  V,  -logg) 
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m 

mehr  fortbewegt.  Unabhängig  von  der  Grösse  dieser  Bewegung  ist 
aber  g  =  R-\~r,  weun  x  die  kleinste  centrale  Entfernung  eines  Punk- 
tes (q9)  von  dein  Kreise  R  darstellt;  schneiden  ferner  die  den  Winkel 
t> — &e  einschliesseudeu  Radienvcctorcn  q  und  Qe  auf  dem  Kreise  Ii 
den  Bogen  {y—ye)  ab,  uud  werdeu  dio  Bögen  y,  y«  vom  Schnittpunkte 

der  Polarachse  mit  dem  Kreise  R  an  gerechnet,  so  ist  &—&e  =  . 
Wird  nun  aber  R  unendlich  gross  und  in  diesem  Falle  dio 


liehe  Polarachsc  als  Abscissenachse  (x),  die  dem  Kreise  R  =  <x> 
sprechende  zur  Polarachso  senkrecht  stehende  Linie  aber  als  Ordi- 
nateuachse  (y)  aufgefasst,  so  sind  die  eingeführten  Grössen  x  u.  y  nichts 
anderes  als  gewöhnliche  Coordinaten  des  vorhin  definirten  rechtwink- 
ligen Systems.  Beobachtet  man  ausserdem,  dass  nach  bekannten 
Regeln  der  Differentialrechnung  für  R  =  <x> 

R+m  6 

ist,  so  erhält  mau  schliesslich  für  dio  Werte  21.  und  22.  folgende 
Ausdrücke: 

Mz,+yg-2.r,  u*%-*i 

»=»1    €         R        +e     R      nXl~X  y—y€ 

XXVII)    U^^-.  ~J^r~e        cosn'  Ji~ 

1—  e  R 


XXVIII)  ^=wflB  ^  ■  cos»^/ 

1  —  e  Ä 

Da  aber  72  ins  Unendliche  wachsen  soll,  so  stellen  sich  die  Summen 
derselben  als  bestimmte  Iutegrale  dar.  Setzen  wir  nämlich  n  =  J?p, 
so  wird 

00 


0 

9Q 


 i,^r*,)  C°8^(y 


0 
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V. 


Ueber  <lie  kürzesten  Linien  auf  den 
Mittel]  >imktsi  lachen. 


Von 


R.  Hoppe. 


Bekanntlich  entspricht  jeder  Krümmungslinie  eine  kürzeste  Linie 
auf  der  zugehörigen  Mittelpunktsfläche.  Letztere  hat  demnach  eine 
Eigenschaft,  welche  sie  unter  allen  Kürzesten,  die  vom  seihen  Punkte 
ausgehen,  auszeichnet.  Es  fragt  sich:  Welche  Linien  auf  der  Urtlächc 
entsprechen  überhaupt  den  Kürzesten  auf  der  Mittelpunktsfläche  V 
Die  Lösuug  würde  für  die  Theorie  der  Flächen  2  neue  Liniensystcme 
liefern,  deren  jedes  eine  Schar  von  Krünunungsünien  in  sich  hegreift. 
Die  Aufgabe  reducirt  sich  auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 
der  Kürzesten  auf  der  Mittelpunktsfläche,  dargestellt  in  Elementen 
der  Urlläche.  Die  Aufstellung  dieser  Gleichung  möchte  vielleicht  an 
sich  genügendes  Interesse  bieten,  sofern  sie  einfacher  ausfüllt,  als 
sich  erwarten  lässt.  Sic  ist  2.  Ordnung,  im  allgemeiueu  nicht  linear. 
Das  Folgende  beschränkt  sich  auf  Untersuchung  der  Fälle,  wo  sie 
linear  wird,  wo  dann  bekanntlich  eine  Particularlösung  hier  mit  Aus- 
schluss der  Krümmungslinic  zur  Darstellung  des  ganzen  Systems  hin- 
reicht. 

§.  I.   Differentialgleichung  der  Kürzesten  überhaupt. 
Die  Bedingungen  einer  Kürzesten  *  sind: 


WO  j>,  q,  r  die  Riehtungscosiuu*  der  Normale  bezeichnen,  und  N  zu 


T«il  LXIU. 


G 


32        Hoppe:  Ueber  die  kürzesten  Urnen  auf  den  Mittel 'punkl  »Aachen. 

Bx  B>/ 

eliminiren  ist.  Die  Multiplicatoren  v,S  ^  geben  die  SummoO^O. 
Da  nun,  wenn  tt,  v  die  Parameter  der  Fläche  bezeichnen, 

Bx      Bx  Bn     Bx  cV  t 
Bs     du  Bs     Bv  Bs 

ist,  so  folgt,  dass  die  Resultate  der  Multiplicatoren 

Bx    Bf/     Bz  Bx    By  Bz 

r"%  K~  I  Ä~"        UUfl         R     »         r\  "f  o—  (1) 

M       CM       Ott  CV  CV 

unter  sich  identisch  sein  müssen,  dass  also  jedes  für  sich  symmetrisch 
nicht  nur  zwischen  x,  y,  c,  sondern  auch  zwischen  w,  t»  sein  wird. 
Diese  symmetrische  Gleichung  soll  gefunden  werden. 

Sei  längs  der  Kürzesten 

Bv      ...     B'v  Bs       . — .  — . 

*  =  •  -  du  - 1 

wo  /,  g  die  Fundamcntalgrössen  1.  Ordnung  (s.  Arch.  LIX.  p.  227.) 
bezeichnen.    Dann  ist 

Bx     /  B  x  Bx  i  \  1 

B»      \Bu  '  bv  )  ff 

Difl'ercntiirt  man  noch  einmal  und  setzt  zur  Abkürzung 


32jr  rLV 


so  kommt: 


r-V  1  /  cV  \  (Bx  Bx  \M-\ 
dt*    "  o*\  P*+  Bvk'  )  ~  {dm+K*}  ' 


ff1 


Multiplieirt  man  die  3  analogen  Gleichungen  mit  den  Grössen  (1), 
nimmt  die  Summe  und  setzt 

so  erhält  man  nach  Multiplicatiou  mit  ff4  bzhw. : 

I>6*  —  M(e  -f fk)  —  tVth'  —  0 
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Die  Werte  der  Coefficienteu  in  (2)  sind  in  der  Flüchentheorie,  Arch. 
LLX.  p.  231.  2.'32.  entwickelt  worden.  Nach  Einsetzung  geben  beide 
Gleichuugcu  übereinstimmend : 

(3) 

+  V  +'  a»  -  #  a„  ~  2  dv) k  +  V  &  ~  2  aw  -  2  a,  J 

so  zwar,  dass  die  zweite  nach  Multiplication  mit  —  h  in  die  erste 
tibergeht. 


§.  2.   Differentialgleichung  der  Kürzesten  auf  der 

Mittelpunktsflüche. 

Von  jetzt  an  mögen  «,  v  Parameter  der  Krümmungslinien  auf 
der  Urfläche  sein.  Bezeichnen  (nach  der  Flüchentheorie  §.  5.)  7s',  Fy 
G  die  Fundamentalgrösscn  2.  Ordnung,  so  ist  f  —  0,  F  =  0,  und  die 
Hauptkrümmungsradien  haben  nach  §.  24.  die  Werte: 

0  =  ?i  =  £;    P*-§  (4) 

Wir  wenden  nun  das  Resultat  (3)  auf  diejenige  Mittelpunktsfläche  an, 
deren  Abstand  von  der  Urfläche  längs  deren  Normale  =  g  ist  ,  uud 
bozeichnen  die  Zugehörigkeit  zu  derselben  durch  den  Index  1.  Der 
Accent  bezeichne  die  Differentiation  nach  i\  Ferner  sei  zur  Abkür- 
zung 

eine  stets  positive  Grösse,  die  nur  auf  der  Kugel  constant  null  wird. 
Nach  §.  27.  der  Flächentheorie  ist  dann 

Führt  mau  diese  Werte  in  Gl.  (3)  für  f,  g,  t2  ein,  so  heben  sich 
alle  Terme,  welche  h  nicht  enthalten,  mithin  der  von  unabhängige 

^  =  Uk+r&+Wk* 

u-r*l0*i'L  m 
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,.     J5«     *e  hdu  k' 

1  "  B„  2k  <7> 

8« 

p      ~2A_  d/i 

~    ap    ~~  '"(dgy  Sh  « 

Diese  Gleichung  zeigt,  sofern  sie  durch  &  =  0  befriedigt  wird, 
dass  der  Krüminuugsliuie  v  =  const.  eine  Kürzeste  entspricht.  Diese 
Lösung  schliessen  wir  aus,  indem  wir  von  jetzt  an  umgekehrt  n  als 
Function  von  v  betrachten.    Dann  lautet  die  Gleichung: 

Ö««  .     et*  , 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Coefficienten  L\  I',  W  hat  den  Vor- 
zug, dass  sie  nur  von  2  Functionen  p,  h  abhängt,  welche  sich  nach 
Einsetzung  ihrer  Werte  (4)  (5)  in  4  Functionen  c,  g,  11,  U  aufläsen 
würden. 


§.  3.   Schlüsse  auf  die  Fundamentalgrössen  der 

Urflächc. 

Nach  Gl.  (f>)  ist 

Nach  §.  22.  der  Flächentheorie  Gl.  (8),  wo  F—  0  zu  setzen  ist,  tiu- 
den  zwischen  den  Fundamentalgrösseu  folgende  2  Relationen  statt: 

g.Wi+l)*,  *'»4(!+.i)* 

das  ist  uach  (10): 
Ausserdem  ist  nach  (4)  (10) 


Le*         -rösse  nach  ti  diflerentiirt  gieht: 
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S-)(-<H)ä->.-(-'.v^ 

wo  zur  Abkürzung 


A'  = 


8  , 

8k  g 


e (13) 


gesetzt  ist.    Dies  verglichen  mit  (11)  giebt: 

Vermöge  dieses  Wertes  gehen  nun  die  Gl.  (10)  (12)  (11)  über  in 

Gl.  (12)  differeutiirt  giebt: 

9/i      1  er      *  o' 

verglichen  mit  dem  Vorigen: 

9 

und  mau  hat  folgende  Werte  der  Fundamentalgrössen: 

/J^HjOC       '     C     ;      fr'  =      Ä'(A'—  1) 


(U) 


wo  f j  willkürliche  Function  von  k  ist,  und  c  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  bezeichnet.  Die  Grössen  A,  o,  K  werden  sich  im 
Folgenden  bestimmen. 


§.  4.    Bediugungeu  der  Lincaritiit  der  Differential- 
gleichung. 

Die  Gl.  (ü)  wird  ohne  Transformation  linear  in  n,  wenu  r/— o, 
und  F,  1F  Functionen  von  v  allein  sind. 

Die  Bediugung  U  «=  0  giebt: 

by  Google 


8G       Hoppe:  Ueber  die  kürzesten  Linien  auf  den  MiUtlpunkisßächen. 


dg 

h  =  x  ^-    (x  Fuuct.  v.  v) 


(15) 


dadurch  wird 


Diese  Grösse  ist  unabhängig  vou  m,  wenn 

Das  vollständige  Integral  letzterer  Gleiehung  hat  die  Form: 

g  =  ip(up-|-v)    (p,  v  Fuuct.  v.  p) 
nach  deren  Einsetzung  folgt: 

ti'  v' 

Ä  =  Xpqp'(uft-|- v) 


(16) 


(17) 


Setzt  man 


so  kommt: 


q>'(uu.-\-  v)  —  — ;    »r  =  tut'-j-v' 


8« 


0) 


0) 


(18) 


(19) 


Solango  nun  /  nicht  null  ist,  ein  Fall  der  noch  zu  berücksich- 
tigen bleibt,  kann  man  r,  als  unabhängige  Variabeic  betrachten. 
Dann  ist 


(v  const.)     u.';    w'(u  const.)  —  ^-rc-f-* 


A  _  v"— 


Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  geht  Gl.  (8)  über  in 


(20) 


wo  zur  Abkürzung 


Po 


|*'       Ii  ~~  x  '     '*»  ~~  u'  ~u 


(21) 


gesetzt  ist. 
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Von  den  3  Bedingungen  ist  die  erste  durch  Elimination  von  h 
erledigt;  die  dritte  soll  durch  Integration  der  61.  (20),  in  welcher 
W  Fuuctiou  von  p,  erfüllt  werden,  indem  wir  co  als  Function  von  tr 
bestimmen,  dabei  aber  v  als  constant  betrachten  Endlich  ist  noch 
das  erhaltene  o>  gemäss  der  zweiten  Bediuguug  zu  bestimmen,  welche 
nach  61.  (18)  verlangt,  dass  es  Function  von  nu-f-v  allein  sei. 


§.  5.  Lösung. 

Sei 

dann  lautet  Gl.  (20): 

(22) 

Wenn  nun  ^ — 1>ei  verschwindendem  2u,»r  +  A  nicht  un- 
endlich wird,  und  nicht  überdies  das  Product  beider  Grössen  eiueu 
endlichen  (d.h.  von  0  verschiedenen)  Grenzwert  hat,  so  muss  der  von 
«'  unabhängige  Ausdruck  zur  Linken  null  sein,  und  man  hat  nebst 

2  —  n 
»  =    2u  * 

die  homogene  Gleichuug: 

ttco  ö^j  -f-  (icj  —  xu')8ai  —  0  (23) 
deren  vollständiges  Integral  die  Form  hat: 

iPj  =  ao)-\-ß(of  (21) 
Nach  Einsetzung  ergiebt  sich: 

*  =  -  1  ;    «  =         .   /J  willkürlich  (2-1*) 

Die  zweite  Bediugung  fallt  weg,  wenn  mau  ß  =  0  setzt.  Für  jt  =  —  1 
hingegen  wird  das  Integral: 

=  —  Xjrt'fölogO)  (25) 

Die  Bediugung,  unter  der  w  Function  von  t»ji-f-y  ist,  lautet: 

SJ  "  * ;  &  ~ 

Ditferentiirt  mau  hiernach  Gl.  (21)  partiell,  so  kommt: 
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S^S        Hoppe:  Uebtr  die  kürzesten  Linien  auf  den  MitttlpunltsflSchen. 
p'Vwü+X)  =  A>(a  +  /Jfo>*-i) 

+  «'w  +  (/S'4-f'logo>)Q)' 

woraus  nach  Elimination  von  A': 

(a1^-f-A)(2«1-4-A)  +  'KMi''"+^)  =       +  log»)»' 

-  ^"^i"+A)-f(ß'-a/  +Vlog»)««  (26) 

Da  s  nach  Voraussetzung  nicht  =  1  und,  weil  =  —  — ,  nicht   =  0 

71 

sein  kann,  so  muss  zunächst 

ß'—aß  =  o-   e'=  0  (27) 
et 

sein,  sofern  «  nicht  rational  sein  würde,  den  einen  Fall  ausgenommen 

£  =  2;  = 

wo 

ra  =  —  (28) 
« 

wird.   Jetzt  wird  Gl.  (20)  unabhängig  von  tc  erfüllt,  wenn 

W-^+f/-Oi    (3ft-^)l+i'-0;   A*  =  Ü  (29) 

gesetzt  wird.  Allen  diesen  Bedingungen  kann  mau  durch  die  dispo- 
uibcln  Grössen  x,  fi,  v,  «,  0  leicht  genügen.   Zuerst  hat  man: 

tn+1  *=  0;    x,u'  -  «(l  — ~)    (f  const.)  (30) 

Nun  ist,  wenn  man  ersterc  Gleichung  entwickelt, 

2^  '    u"  x' 
 j3  =  2^,*  =  ,i0  =  MiH-  -r  —  -  oder 

+  $  (3,) 

daher  nach  letzterer 

+  '  „1  +  2<  (32) 
Dies  in  die  1.  Gl.  (29)  eingeführt  uud  durch  ^  dividirt  giebt: 

»  11  •  - 


»y  Google 


Hoppe:  Ueber  die  kürzesten  Unit*  auf  don  Mittelpunktsßächen. 

und  nach  Integration: 

2  2 
1-  1+" 

ftj  =  yfi    '  ii'    f   (y  const.)  oder 
uud  nach  neuer  Integration: 

_2 

'  ^i^*"*  <*const>  oder 

und  nochmals  integrirt: 

2  (  j)"  (« + 1)  -  fjZTT'>   *  =  <*  -  f*2   ({  const.) 

Die  3.  Gl.  (29)  fordert  A  =»  0,  das  ist 

v  =  tyx.    (rj  const.) 

die  1.  Gl.  (27)  giebt:  ß  =  (&  const.).  Integrirt  man  Gl.  (31)  und 
nimmt  Gl.  (24*)  hinzu,  so  erhält  man: 

2  2 

.-.,(£) +V;  —  >  («i  «*) 

Elimiuirt  mau  mittelst  (33),  so  kann  man  statt  v  als  Unabhän- 
gige betrachten.   Ks  wird 

hM((5_.^)-l-J       -  ifcfW-f^-l»-' 

„  «.  ylfi(a~f*2)-i'(H+^;    ic,  -  iftV (ä-f^'-^+l)' 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.   Jetzt  findet  man: 
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Hoppe:  Utber  die  kürzesten  Linien  auj  <hn  Mittcl/M 

j»'(2^ir+A)  =  A>(a  +  |J(a>'-l)  | 
*r+i)(2fi1tr+A)+ A')  =  A>(a  +  /J«(J 

woraus  nach  Elimination  von  .V: 


«    '  1 


Da  i  nach  Voraussetzung  nicht  —  1  und,  weil  = 
sein  kann,  so  inuss  zunächst 

a 

sein,  Sutern  a  nicht  rational  sein  würde,  den  einen 

t  -        ßk*  _  «Vi 


wo 


f*  =  — 
« 


wird,   Jetzt  wird  Gl.  (2(t)  unabhängig  von  w  erfüllt,! 

gesetzt  wird.   Allen  diesen  Bedingungen  kann  man 
lübolll  (i rossen  x,       r.  «.  /i  leicht  genügen.  Zucrstl 


f  const 


Nun  ist,  wenn  man  erstem  Gleichung  entwickelt. 


fyj*  =  J'o  -  f»i+rr 


"    i    '•'  +  ,»• 


daher  uacli  letzterer 


Dies  in  die  l.  GL  (29)  eingeführt  und  durch  ft,  di\idii 


fr 


l'll. 

iTsut/e  „Neue  Eigenschaft  der 
■Ute". 

■zeigt,  dass  die  Coordinaten  des 
■Ischnitte  eingeschriebenen  Drei- 
sel bilden,  sich  folgcnderniassen 


f**  —  1 

Schwerpunkt  eines  solchen  Drei- 
kehnittes  liegt. 

10  ich  durch  gütige  briefliche  Mit- 
fc.  Sidler,  Univer.sitütsprofcssor 
le,  in  Folge  der  Gleichungen  (0) 
I;  d.  h.  der  besagte  Schwerpunkt 
Bvegelschnittcs  liegen. 

n,  denn  es  ist 

11  («O2  +  %<M:\ + (")*  OO3 
fs  • 


ungen  (0)  gleich  Null,  während 
somit  lautet  der  S.it/.:  Die  ()s- 
t  des  Keg'  I  m'IuuUos  aum  gemein- 


90        Happel  lieber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mittelpunkt  flächen. 
*  fyj    w  v      r  ;        '  2^4  du 

oder 

2  d'r0         2t<)  cp 
uud  die  Fuudamcntalgrössen  (14)  werden: 

f  — 1        fi"         /l         p  8oA 

/,  =  k  =  «,  —  (d_^,>f+,  {~i  +       g-  j 

woraus: 

-      -  o%  (34) 

Wcgeu  A  =  0  wird  nun  1F=  Ü  uud  die  Gl.  (0),  welche  danu 
lautet: 

giebt  uach  Integration: 
-4, 


uud  nochmals  integrirt: 

Dies  ist  demnach  dio  Gleichung  aller  Curvcu  auf  der  durch  obige 
Fuudamcntalgrössen  bestimmten  Fläche,  welche  den  Kürzesten  auf 
der  MittelpunksHächc  entsprechen.  Für  A  —  0  erhält  mau  die  Krüm- 
mungsliuie. 


§.  6.   Spccicllcre  Lösuugcn. 

Aus  Gl.  (34)  erhellt,  dass  für  ein  coustantes  w  die  2.  Haupt - 
krümmuug  null,  die  Fläche  also  abwickelbar  ist.  Soll  aber  o>  von  u 
unabhängig  sein,  so  muss  es  auch  tru  daher  auch  ir  —  ^'n-f-v';  folg- 
lich entspricht  der  Fall  nur  p'  =  0,  und  für  diesen  ist  die  vorstehende 
Entwickelung  ungültig. 

Angenommen  nun,  dass  fi'=0  sei,  so  reducirt  sich  der  Aus- 
druck (8)  auf 

w— 1  (*,*     VJL\    *<p"(w  +  v) 


Hoppe:  lieber  die  kürzesten  Linien  auf  den  Mittel punktsßächen.  91 

Er  kann  nur  unabhängig  von  u  sein,  wenn 

also  q  linear  in  up  +  v  ist.  Daun  wird  nach  (15)  h  unabhängig  von 
tf .  daher  K  =  0,  woraus  das  vorige  Resultat  entsprang.  In  der  Tat 
ist  der  ausgeschlossene  Fall  nur  der  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Eine  neue  Lösung  ergiebt  sich ,  wenn  wir  in  (24)  ß  =  0  setzen, 

was  bisher  ausgeschlossen  war.   liier  ist  ~  als  Function  von  tt0  = 

9i^-\-v  zu  bestimmen.   Stellt  man      =  ?r(^1j<-  +  A)  in  <c0  dar,  so 
kommt : 

wo 

gesetzt  ist.   Diese  Grössen  müssen  coustant  sein;  dann  bleibt  noch 

durch  x  zu  erfüllen.   Die  erste  Gl.  (35)  giebt: 

v  =  Qi— vi 

Dies  in  die  zweite  gesetzt  giebt:  B=  .1,  und  u  bleibt  willkürlich. 
Jetzt  wird  wieder 

o)  =  fi2(tt+T;)2  =  M'02   (Man  würde  noch  einen  constanten  Factor 

hinzufügen  können.) 

Durch  Integration  der  Gl.  (36)  ergiebt  sich: 
1  =  2m3  /°f*[% 

woraus: 
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Gl.  (9)  wie  oben  integrirt  giebt : 

J 

Endlich  ist  noch  der  Fall  =0  zu  berücksichtigen,  woraus. 

Hier  gilt  die  Gl.  (25),  welche  dann  lautet: 

,ri  =  —  7  Ti j  wlogw 

Die  Untersuchung  ist  wie  die  der  Gl.  (24)  für  /J  -  03  nur  tritt  an 
die  Stelle  der  Grösse  (30)  hier  —  x«',  und  man  hat,  da  x  nicht  mehr 
disponibel  ist,  die  Gleichung 

durch  ji  zu  erfüllen.    Sic  reducirt  sich  zunächst  auf 
woraus  nach  Integration: 

Im  übrigen  bleibt  der  Gang  der  Rechnung  derselbe. 

Will  mau  nun  noch  den  übergangenen  Fall  untersuchen,  wo  die 
Linke  der  Gl.  (22)  nicht  verschwindet,  so  ist  die  nicht  mehr  homo- 
gene Gleichung 

zu  iutegriren,  die  wenig  Aussicht  bietet. 
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VI. 

Miscellen. 


1. 

Ergänzende  Berichtigung  zum  Aufsätze  „Neue  Eigenschaft  der 

Kegelschnitte". 

Im  62.  T.  N.  IV.  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  |i;  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Drei- 
eckes, dessen  Ecken  Osculatioustripel  bilden,  sich  folgendermassen 
ausdrücken  lassen 


3        nk*  —  <i 

T)ie  erste  Gleichung  besagt,  dass  der  Schwerpunkt  eines  solchen  Drei- 
eckes auf  der  Nebenachse  des  Kegelschnittes  liegt. 

Nun  ist  der  Ausdruck  für  wie  ich  durch  gütige  briefliche  Mit- 
teilung vc/ü  Seiten  des  Herrn  Dr.  G.  Sidler,  Universitätsprofessor 
in  Hern,  aufmerksam  gemacht  wurde,  in  Folge  der  Gleichuugen  (6) 
des  erwähnten  Aufsatzes  gleich  Null;  d.  h.  der  besagte  Schwerpunkt 
muss  auch  auf  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  liegen. 

Dies  liisst  sich  leicht  nachweisen,  denn  es  ist 

|     tg    _        —  g(«)i  («)2  +  3?(M)3-r-(tQ8003 

Der  Zähler  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  gleich  Null,  während 
der  Nenner  von  Null  verschieden  ist;  somit  lautet  der  Satz:  Die  Os- 
culatioustripel habeu  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  gemein- 
samen Schwerpunkte.  K.  Zahradnik. 

Agram  14.  October  1878. 
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MisctUen. 


2. 


Beitrag  zur  Theorie  der  Kardioide  *). 

Aus  jedem  Punkte  (xy)  der  Ebene  der  Kardioide  können  wir  drei 
Tangeuten  au  dieselbe  legen,  uud  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  in  u  kubischen  Glcichuug*) 


U  —r—  '     11*  ölt  —  =  0 

y  y 


(l) 


Die  Berührungspunkte  w,,  «3  bilden  eiu  Dreieck,  das  Bc- 
rühruugsdreieck,  welches  dem  Punkte  (xy)  als  dessen  Pole  cutspricht. 
Zwischen  den  Parametern  der  Berührungspuuktc  bestehen  nun  die 
Relationen: 

y 

—  «i«i  +  "l"3+¥3  =  —  3  (2) 

x  —  4« 


(")i  =  «i  +»*i+*a  = 


(")< 


»W*3  = 


y 


Wir  können  nun  uns  die  Aufgabe  stellen,  welches  ist  der  Ort 
dor  Pole  constanter  Bcrührungs d rcicckc  bei  der  Kar- 
dioide? 

Bezeichnen  wir  mit  D  die  Flüche  des  Berührungsdreieckes  «,«-m.., 
welches  dem  Pole  (xy)  entspricht,  so  ist 


2D  = 


Ä(1  +  hi*)* 
(4«)* 

*=1 


4a(l—  «,*)  8«^  (1-fn,2)- 

4u(l— V)  8™Ä    (1 + 

4«(1-V)  &««3    (l  +  "a*)2 

1-ftj1   «,  1  +  2V+V 

1-V   u,  1  + 


Bezeichnen  wir  die  Determinante  mit  P  und  ihre  m  Teilcolonue 
mit  w>,  wo  der  Ort  der  Ziffer  die  Stellungszahl  der  ganzen  Colonne 
bezeichnet,  so  ist 


und  wegen 


P=  lll  +  112  +  113  +  211-{-212-f-2i:-J 
TTT  =  0,    212  =  0 


*)  Gruncrt-Hoppe:  „Archiv  d-  * 
Teil  59. 


''hysik4*  Theorie  der  Kardioide. 
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ist 


1 

"2 

V 

1 

M2 

1 

i'=  2 

1 

V 

1 

«S 

-  V 

lv 

Mf 

1 

«t  V 

1 

«3 

«3* 

1 

"3 

V 

"3 

1 

V 

u3  u3* 

Setzen  wir  nun 


Ii 

1      ?Z3  ttjS 


1     «,  Ma1 

so  gebt  der  Ausdruck  für  P  über  in 

[3  -  W, + dV + («),  MJ 

und  mit  Rücksiebt  auf  die  Werte  in  (2)  erhalten  wir 


(3) 


(4) 


Um  nun  ^  mittelst  der  Werte  (2)  auszudrücken  bilden  wir  /f2  und 
erhalten  nach  geeigneter  Transformation 


3        (»),  -6 

-200,  -g  -sMt+aw* 

-3  3(«)3 


=  27 


1 

2a; 

-  -  -2 


2(u),  («), 
—  2 

y 


-1 

4.27 
*4 

4.2 


x  —  4  a        2jt  (ar  —  4  a) 
2ay 

2<ty     y2+x(x  —  4a) 


somit  ist 


=  ^i(**HV)2-4**(*s+y*)-*VI 


(5) 


4  .  6*.  27  |>2+  (*+2<*)x]*[>a+y2)»- 4rt*(x*+j,2)  -  4«V] 


Was  uun  den  Ausdruck  für  77  betrifft,  so  ist 


i. 


MiscelUn. 


Führen  wir  nun  die  Werte  für  P  und  77  in  die  Gleichung  (3) 
ein  und  setzen  der  Kürze  wegen 

3  (6a)4 

A  =  y*+x(x  +  2a) 

«)■  (7) 
K=  (*»+**)*—  4ax(x*+y*)  —  4a  V 

wo  wie  ersichtlich  Ä'— 0  die  Gleichung  der  Kardioide  uns  darstellt, 
so  erhalten  wir 

A2K  —  XI!1  =  0  (8) 

Der  Ort  der  Pole,  deren  Berührungsdreiecke  in  Be- 
zug auf  die  Kardioide  vom  coustauten  Flächeninhalte 
sind,  ist  eine  Curve  achter  Ordnung,  welche  die  vier 
Schnittpunkte  von 

A—O 
7i  =  0 

zu  Rückkeh rp unkten  hat. 

Es  verschwindet  nämlich  für  die  Punkte  (AB)  die  Hesse'sche 
Determinante,  denn  setzen  wir  die  Gleichung  (8)  kurz 

F=~  0 

so  ist  für  die  erwähuten  Schnittpunkte 

*V,  *\*  !  =  4Ä,2  I   A*     AtAt  |  ^  Q 
Fu  F2»  AtAt  AJ 


Zwei  der  Schnittpunkte  (AH)  sind  die  imaginären  Kreispunkte, 
was  wir  daraus  erkennen,  dass 

A  =  0,    Ii  —  0 

Gleichungen  zweier  Kreise  sind  (letzterer  reducirt  sich  auf  den  Punkt 
x  «,  y  —  0),  so  wie  auch  aus  der  Entwickelung  der  Gleichung  (8), 
nämlich 

t(xi  +  y*)*-&>x(x*+y*)>](l-X)  +  <p{x,y)  =  0  (9) 

wo  <jp(ar,  y)  ein  Ausdruck  in  Bezug  auf     y  vom  sechsteu  Grade  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Berührungsdreieck,  somit  auch  X 
zwar  constaut  aber  unbestimmt  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (8)  ein 
Curvenbüschel  achten  Grades  vor.  Jede  Curve  dieses  Büschels  hat 
in  deu  Punkten  (AH)  eine  doppelte  vierpuuktige  Berührung  mit  ^4  =  0 
(nämlich  zu  beiden  Seiten  eine  viernunktige  Berührung)  und  in  den 


Googh 
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Schnittpunkten  (BK)  eine  viorpunktige  Berührung  mit  K  =  0;  es 
erscheinen  demnach  in  den  Punkten  (AB)  je  acht  und  in  (BK)  je 
n'cr  Basispunkte  des  Büschels  vereinigt. 

Für  k  =  1  geht  die  Ortscurvc  in  eine  Curvc  sechsten  Grades 
über,  nämlich  in 

qp(*,  y)  —  0 

und  das  Berühruugsdreieck  hat  in  diesem  Falle  den  Wert 

D  =  36V3.01 

Ebenso  könnten  wir  deu  Zusammenhang  zwischen  dem  Pole  und 
dem  Schwerpunkte  des  BerQhrungsdrciecks  entwickeln.    Wir  hätten 

*      3*(l  +  u**)* 
Sa  iik 


*      3  ~(l+uf)* 

Die  Entwickelaug  würde  uns  zeigen,  dass  der  Pol  eine  Curve 
Ister  Ordnung  beschreibt,  wenn  der  entsprechende  Schwerpunkt  eine 
Curvc  «ter  Ordnung  durchläuft. 

Aufgabe:  Welcher  Curve  Tangenten  schneiden  die  Kardioide 
in  harmonischen  Punktgruppen  V 

Agram  November  1877.  K.  Zahradnik. 


3. 

Die  C'onstantenzahl  eines  Polyeders  und  der  Eulersche  Satz. 

Die  C'onstantenzahl  eines  beliebigen  Polyeders,  d.  h.  die  Zahl 
der  einfachen  Bedingungen,  welche  dasselbe  bestimmen,  lässt  sich  auf 
zwei  verschiedenen  Wegen  sehr  leicht  bestimmen;  und  die  Gleicb- 
setzung  der  auf  beiden  Wegen  erhaltenen  Resultate  ergiebt  den  Eu- 
lerschen  Satz. 

Das  Polyeder  habe  k  Kanten,  e  Ecken,  f  Flächen,  und  die  Con- 
stanteuzahl  c.    Jede  der  f  Flachen  denke  man  sich  auf  irgend  eine 


*)  Bezeichnen  wir  die  Verbindungslinie  der  imaginären  Kreispunkte  mit  Jy 
80  Utanteo  wir  wohl  J%  ah  Teil  der  Curve  betrachten,  so  dass  /'=  0  in  9  =  0 
um)  Ja  —  0  zerfallen  würde,  wie  dasselbe  Ähnlich  beim  Kreisbüschel  stattfindet, 
wo  der  l  =  1  entsprechende  Kreis  in  die  Chordale  und  in  die  Gerade  J  «erfüllt. 

T«il  LXUI.  7 
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98  Mitcellen. 

Weise  in  Dreiecke  zerlegt,  was  bekanntlich  bei  einem  /-Seit  durch 
i  —  3  Diagoualcn  geschieht.  Die  Gcsammtzahl  aller  so  zur  Zerlegung 
der  f  Flächen  verwandten  Diagonalen  sei  d.  Diese  Zahl  d  lässt  sich 
leicht  ableiten.  Etwa  so.  In  jeder  Fläche  ist  die  Zahl  der  entstan- 
denen Dreiecke  um  1  grösser,  als  die  Zahl  der  gezogeneu  Diagonalen. 
Also  sind  d-\-f  Dreiecke  entstanden.  Diese  haben  zusammen  ?>{d-\-f) 
Seiten.  Dies  sind  aber  die  k  Kanten  und  die  d  Diagonalen,  jedoch 
jede  Kante  und  jede  Diagonale  doppelt  gerechnet.   Folglieh  hat  mau 

3(rf+/)  =  2(*+rf),  oder 

1)  rf=2/<  — 3/. 

Erste  Ableitung  der  Constantcnzahl  c 

Hätte  das  Polyeder  nur  Dreiecke  zu  Flächen,  so  wäre  es  in 
Maass  und  Lage  gerade  vollkommen  bestimmt,  wenn  seine  r  Eck- 
punkte gegeben  wären.  Dass  aber  ein  Eckpunkt  gegeben,  d.  h.  eiuer 
der  <x3  Punkte  des  Raums  seiu  soll,  ist  eine  dreifache  Bediugung. 
Folglich  wäre  die  Constantcnzahl  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehen- 
den Polyeders  gleich  Sc.  Denkt  man  sich  nun  bei  einem  beliebigen 
Polyeder  die  oben  erwähnten  d  Flächendiagonalen  gezogen,  so  sieht 
man,  dass  das  beliebige  Polyeder  als  ein  nur  aus  Dreiecken  zusammen- 
gesetztes Polyeder  aufgefasst  werden  kann,  bei  welchem  an  jeder  von 
d  Kanten  zwei  Flächen  zusammenstossen,  die  einen  Neigungswinkel 
vou  2  Rechten  bilden.  Jeder  dieser  d  Winkel  von  bestimmter  Grösse 
vermindert  also  die  Coustautenzahl  3c  um  1.   Also  ist: 

2)  c  —  'de  —  d. 

Zweite  Ableitung  der  Constantcnzahl  c. 

Man  stelle  sich  zunächst  wieder  ein  Polyeder  vor,  das  aus  lauter 
Dreiecken  besteht.  Dann  denke  man  sich  irgend  eine  Ecke  mit  den 
von  ihr  auslaufenden  Kanten  uud  Flächen  fort.  Wenn  diese  Ecke  A 
»-kantig  ist,  so  besitzt  das  restireude  Gebilde  noch  /.—  i  Kanten, 
f—  i  Flächen  und  o—  i—  1  eigentliche  Ecken.  Dazu  kommen  »  un- 
vollständige Ecken,  nämlich  die  zweiten  Endpunkte  Bu  BM...Bi 
der  i  von  A  ausgehenden  Kanten.  Wenn  nun  die  Längen  der  k  —  i 
Kanten  gegeben  sind,  so  ist  jedes  der  f —  i  Dreiecke,  also  auch  seine 
3  Winkel,  vollkommen  bestimmt.  Folglich  sind  dadurch  au  jeder 
Ecke  alle  Winkel  zwischen  den  Kanten  gegeben.  Es  seien  nun  noch 
die  Flächen-Neigungswinkel  an  jeder  Kante  gegeben,  ausser  an  deu 
•  abgeschnittenen  Kanten  uud  deu  i  Kanten,  welche  die  Punkte  Bu 
B2,  £8, ...  Bi  der  Reiho  nach  verbinden.  Dadurch  sind  daun  au  jeder 
der  e  — » —  1  eigentlichen  Ecken  alle  Kantenwinkel  und  alle  Flächen- 
Neigungswinkel,  also  für  jede  Ecko  3  Grössen  zuviel  gegeben.  Folg- 
lich ist  die  Constantcnzahl  jenes  rc*t*       ^  Gebildes  gleich 
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(*-0  +  (ifc-20-3(«-i-l),  oder 
2*— 3e  +  3. 

Um  aus  diesem  Gebilde  das  vollständige  Polyeder  herzustellen,  bat 
man  uocb  die  ausgestossene  Ecke  zu  construireu,  was  durch  3  gege- 
bene Grössen,  z.  B.  3  Kantcnlängcu  möglich  ist  Wir  erhalten  also 
als  Constauteuzahl  eines  nur  aus  Dreiecken  bestehenden  Polyeders: 

2*-3«  +  G. 

Ein  beliebiges  Polyeder  betrachten  wir  nun,  wie  oben,  als  ein  aus 
Dreiecken  bestehendes  Polyeder,  bei  welchem  d  Flächen-Neigungs- 
winkel gleich  2  Rechten  sind.  Wir  habeu  daher  zur  Bestimmung  von 
c  in  dem  eben  gefundenen  Ausdruck  k  durch  k~\-d  zu  ersetzen,  und 
dann  d  zu  subtrahiren.  Nun  aber  haben  wir  das  Polyeder  nur  hin- 
sichtlich seiner  Maasse  eonstruirt,  aber  uoch  keine  Bestimmung  über 
seine  Lage  getroffen.  Seine  Lage  ist  bestimmt,  sobald  man  die  Ebene 
feststellt,  in  welcher  eine  Fläche  liegen  soll,  und  von  dieser  Fläche 
eine  Ecke  und  die  Lage  einer  sie  enthaltenden  Seite  giebt,  d.  h.  in- 
dem man  eine  von  den  oc3  Ebenen  des  Raums,  dann  einen  von  den 
a*  Punkten  dieser  Ebene,  und  endlich  einen  vou  den  od1  Strahlen 
auswählt,  welche  durch  diesen  Punkt  in  dieser  Ebene  gehen.  Also 
besteht  die  Feststellung  der  Lago  in  einer  (3  -f- 2  -f- 1)  fachen  Bedin- 
gung.  Folglich  hat  man  schliesslich: 

2(k+d)— 3*4-6— d+6,  oder 

3)  c  =  2/j  —  3e+rf+12. 

Addirt  man  nun  die  beiden  in  den  Formeln  2)  und  3)  gewonnenen 
Werte  von  c,  so  erhält  man  das  einfache  Resultat: 

4)  c  =  /.  +  6. 

Jedes  Polyeder,  dessen  Ecken  und  Flächen  allge- 
mein sind,  ist  also,  abgesehen  von  seiner  Lage,  durch 
genau  so  viele  einfache  Bedingungen  bestimmt,  wie  die 
Zahl  seiner  Kanten  beträgt*). 

Setzt  man  die  in  2)  und  4)  erhaltenen  Werte  von  c  einander 
gleich,  und  führt  für  d  den  in  1)  gewonnenen  Wert  ein,  so  hat  man 
einen  neuen  Beweis  des  Eulerscheu  Satzes: 

Hamburg  im  Juli  1878.  H.  Schub  ort. 


*)  Vcrgl.  T.  LV.  N.  XVIII.  p.  217.,  wo  umgekehrt  c  aus  Gl.  (5)  be- 
rechnet ist 
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Mitteilen. 


4. 

Ergänzung  de»  Eulerschcn  Satzes  yon  den  Polyedern, 

Der  Satz,  dass  an  jedem  convcxen  Polyeder  =  fc-f-  2,  wo 
e,  «,  die  Anzahl  der  Ecken,  Seiten,  Kanten  bezeichnen,  gilt  offenbar 
auch  über  diese  Bedingung  hinaus,  bekanntlich  aber  nicht  für  jedes 
Polyeder.  Zur  Ausdehuuug  auf  alle  Polyeder  müssen  noch  andere 
Zahlen  in  Rechnung  kommen.  Die  Vervollständigung  ist  zwar  bereit  s 
durch  einige  Arbeiten  vollzogen  worden,  jedoch  nur  mit  Hülfe  von 
Begriffen,  die  erst  durch  eine  nicht  eben  leicht  vorzustellende  Con- 
struetiou  definirt  werden.  Im  folgenden  soll  hiugegcn  der  Satz  so 
ergänzt  werden,  dass  nur  Stücke,  die  uumittclbar  in  der  Figur  sicht- 
bar sind,  gezählt  zu  werden  brauchen. 

Wir  beginnen  mit  einem  Beweise  des  ursprünglichen  Euler'schen 
Satzes,  aus  dem  zugleich  die  Bedingung  seiner  Geltung  erhellt.  Dio 
Bedingung  ist,  dass  das  Polyeder  ein  ciufach  zusammenhangendes  Netz 
hat.  Dieses  Netz  könnte  man  stets  so  auf  eine  Kugelfläche  zeichnen, 
das  dieselbe  vollständig  und  überall  nur  einfach  bedeckt  wird.  Die 
Fälle  der  Möglichkeit  eines  solchen  Netzes  werden  aber  vielleicht  noch 
mehr  in  die  Augen  fallen,  wenn  wir  dazu  die  Pyramidenform  wühlen. 

Eine  beliebige  Ecke  A  des  Polyeders  habe  vi  Kanten,  deren  En- 
den durch  n  Kanten  verbunden  sind.  Man  zeichne  auf  einer  Ebene 
ein  convexes  «eck  als  Umfang  des  ebenen  Netzes  der  übrigen  Ober- 
fläche. Dessen  Seiten  repräsentiren  die  genannten  u  Kanten.  Nun 
füge  man  an  jede  von  diesen  nach  innen  zu  ein  Vieleck  von  soviel 
Seiten,  als  das  an  die  entsprechende  Kaute  stosseude  der  Oberfläche 
hat,  uud  lasse  sie  aneinander  grenzen,  wenn  es  dort  der  Fall  ist 
So  fahre  man,  immer  nach  innen  zu,  fort,  bis  alle  Vielecke  abge- 
zeichnet sind.  Die  Ecke  A  können  wir  uns  als  Spitze  einer  Pyramide 
denken,  deren  Grundfläche  die  beschriebene  Figur  ist. 

Im  Innern  des  ebenen  Netzes  liegen  e  —  n  —  1  Ecken.    Die  Summe 
der  Winkel  um  sie  herum  beträgt 

(c-u  —  1)4H 

Addirt  man  dazu  die  Summo  der  Polygonwinkel  des  Umfangs 

(»— 2)2R 

so  erhält  man  die  Summe  der  Polygonwinkcl  aller  Vielecke  des  ebe- 
nen Netzes 

=  (2c-  7i-  4)211 

Die  Anzahl  dieser  Vielecke  ist  * — m\  unter  ihnen  seien  *3  Dreiecke, 
#4  Vierecke  u.  s.  w.   Daun  ist  die  Summierer  Winkel 
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(2*s+4t4+6(rs+..0K  -  (2^-»-4)2R  (1) 
die  Summe  der  Anzahlen  ihrer  Seiten 

3*  +4*4+  5*a +...  —  »—  2m  —  » 
Dies  multiplieirt  mit  2U  giebt: 

(6*s+8#4-flO*5+...)H  =  (2*— 2m  — »)2H 
Hiervon  die  Grösse  (1)  subtrahirt: 

4(#,+i4+#6+...)K  =  (2*— 2e-2m+4)2B 

das  ist: 

4(#-m)R  -  (2*—  2e— 2m+4)2R 

woraus : 

,-f  Ä  =  i-f-2 

Folglieh  ist  der  Eulcrsehe  Satz  allein  durch  die  Möglichkeit  der  Con- 
struction  des  Netzes  bedingt 

Die  Coustruction  kann  nun  nie  ein  Hinderniss  finden,  wenn  die 
Vielecke  der  Oberfläche  sämmtlich  und  allein  durch  successives  An- 
grenzen unter  einander  zusammenhangen.  Es  giebt  aber  3  Fälle,  wo 
dies  nicht  stattfindet: 

1)  wenu  eine  Seite  durchbrochen  ist  ; 

2)  wenn  der  Körper  durchbohrt  ist; 

3)  wenn  im  Körper  leere  Räume  sind. 

Diese  Fälle  können  beliebig  vielfach  und  combinirt  eintreten. 

Ist  eine  Seite  durchbroeheu,  d.  h.  befindet  sich  innerhalb  des 
Vielecks  ein  nicht  zur  Oberfläche  gehöriges  Vieleck,  so  lässt  sich  das 
Netz  zwar  construireu,  aber  ein  Teil  desselben  liegt  ohuo  Zusammen- 
hang mit  dem  andern  Teile  innerhalb  eines  von  dessen  Vielecken. 
Fügt  man  dann  das  ausgeschnittene  Vieleck  zur  Oberfläche  hinzu,  so 
hat  man  2  vollständige  Polyeder.  Werden  deren  Zahlou  durch  1  und 
2  Striche  unterschieden,  so  ist 

«'+«'- *'+2  \  m 
c"+  ."=*"+  2       )  W 

also,  da  *'+**-  e;  *'+*"«*;  #'+*"-*+!  ist, 

Ebenso  kann  man  bei  mehreren  Durchbrechungen  von  Seiten  ver- 
fahren.  Ist  h  deren  Anzahl,  so  erhält  man: 
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' Miscdtlif. 


Befindet  sich  ein  leerer  Raum  im  Körper,  ein  Fall  wo  kein  Netz 
möglich  ist,  so  kann  man  diesen  hinsichtlich  der  Zählung  als  beson- 
deres Polyeder  rechnen,  und  erhält  wie  oben  die  Gl.  (2).  Nur  ist 
hier  *'-)-*"  =  folglich 

und,  wenn  g  leere  Räume  vorhanden  siud, 

Weniger  einfach  ist  die  Betrachtung  der  Durchbohrungen  oder 
Canälc  im  Körper,  wo  das  Netz  dadurch  uumöglich  wird,  dass  die 
Vielecke  in  mehrfachem  Zusammenhango  stehen.  Es  wird  aber  deut- 
lich sein,  dass,  wenn  ein  Caual  rorhanden  ist,  man  den  Körper  durch 
eine  ebene  oder  krumme  vollständig  umgrenzte  Fläche  so  schneiden 
kann,  dass  er  nicht  aus  einander  fällt.  Man  denke  einen  Faden  durch 
den  Canal  gezogen,  ausserhalb  zusammengebunden  und  den  Körper 
aus  leicht  durchschneidbarem  Stoff,  etwa  weichem  Tohn,  dann  den 
Faden  von  aussen  angezogen  bis  er  den  Körper  durchschnitten  hat. 
Daun  bleibt  derselbe  offenbar  ungeteilt. 

Die  Schnittfläche  möge  nun  durch  keine  Ecke  gehen.  Daun  ge- 
winnt das  Polyeder  durch  deu  Schnitt  ebensoviel  Kanten  als  Ecken, 
so  dass  sich  die  Vermehrungen  in  der  Formel  heben,  ausserdem  aber 
2  Seiten.  Demnach  ist  die  actucllc  Seiteuzahl  um  2  kleiner  als  beim 
Euler'schcn  Polyeder,  und  man  hat: 

c-\-8  «=»  k 

Existircn  mehrere  Canäle,  deren  Zahl  c  dadurch  detinirt  ist,  dass  man 
ohne  Zcrfallung  des  Körpers  e  umgrenzte  Schnitte  durch  ihn  führen 
kann,  so  würdo  unter  Umständen  eine  Schnittfläche,  die  einen  Canal 
beseitigt,  durch  Teilung  eiues  andern  Canals  deren  Zahl  wieder  ver- 
mehren. Es  ist  aber  klar,  dass  bei  der  Zählung  auf  dio  Lage  der 
Canäle  nichts  ankommt.  Man  kann  sie  so  geführt  denken,  dass  sie 
sich  nicht  verschlingen,  sondern  nach  einander  gelöst  werden  können. 
Daher  ist 

c-f  8  —  k  —  2c  +  2 

Was  die  Combinationen  der  Einflüsse  betrifft,  so  ist  offenbar  der 
Einfluss  der  leereu  Räume  von  allen  andern  unabhängig.  Es  ist  nur 
eine  Combination  eines  leeren  Raumes  mit  einem  Canal,  wenn  der 
leere  Raum  ringförmig  ist.  Der  Canal  ist  dann  voll,  seine  Umgebung 
leer,  und  solcher  vollen  Canäle  in  leeren  Räumen  kann  es  beliebig 
viele  geben. 

Existiren  Seitendurchbrechungen  zugleich  mit  Canäleu,  so  können 
ersterc  dio  Mündungen  der  letztem  sein.    Beseitigt  man  dann  einen 
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solchen  Canal  durch  einen  Schnitt,  so  geht  dieser  auch  immer  durch 
die  Seitcudurchbrcchung  uud  hebt  sie  auf,  so  dass  sie  ihreu  Eintiuss 
auf  die  Zählung  verliert. 

Die  vollständige,  alle  Fälle  umfassende  Formel  lautet  nun: 

^ -f-^  -         +    —  2c-f-2 

wo  h  die  Anzahl  der  Durchbrechungen  von  Seiten,  die  nicht  Mün- 
dungen von  Canülen  sind,  g  die  Anzahl  der  leeren  Räume,  c  die  An- 
zahl der  Canälc,  sowol  der  leeren  im  vollen  Körper  als  auch  der 
vollen  im  leeren  Räume  bezeichnet. 

Nun  können  noch  specicllc  Fälle  die  Zühluug  zweifelhaft  machen. 
Es  können  Kauten  oder  Seiten  ganz  oder  teilweise  sich  decken,  Ecken 
zusammen  fallen.  Hier  sind  die  Deckungen  durch  geringe  Verschie- 
bungen aufzuheben,  und  so  jede  Undeutlichkcit  zu  beseitigen. 

R.  Hoppe. 


5. 

Einige  Sätze  Ober  Reihen. 

Lehrsatz  1.  Die  Summe  der  3.  Potenzen  einer  Auzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  ist  durch  die 
Summe  der  Reihe  teilbar. 

Auflösung.   Die  gegebene  Reihe  sei: 

«,    «  +  </,    «  +  2</  ...  a-\-(n  —  \)d 

H 

so  ist  die  Summe  dieser  Reihe  bekanntlich  S  =  ^  [2«  +  («  — 

Die  Reihe  der  Kubcu  der  einzelnen  Glieder  der  gegebenen  Reihe  ist: 

«3,  (a  +  2d)3  ...  [«  +  («—  l)</p 

ihre  Summenreihe  also: 

«3  +  («  +  <03+(«  +  */)a+      +[«+(»— l)«0a 
führt  man  die  Kubirung  aus,  so  erhält  man: 

+  2.3«2tf+2*.3<irf2+2-V3 
+  3.3*5W+3f.3arf*+3V 

•  •  • 

•  •  i 

•  •  i 

+  («-!).  3<Af + («  —  1  )" .  :\cul*+  (n  - 1)3 .  <l* 
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1.  Vcrtica^reih©  =  h«3 

2.  „  -  3aHl  +  2+3+  ...  (»-!)]  = 

4.  «f>[l+8+27+  ...  (»-«*]  =  ggg|=l>? 

Die  Summe  von  n  aufeinander  folgenden  Kubikzahlen  einer  arith- 
metischen Reiho  ist  also  gleich 

«»,/,.{»- 1)           w(w-1)(2m-1)  „»(„-ps 
na  +  3  2  1" ,W  6  1"   4  

Dividirt  man  diese  Summe  durch  die  Summe  der  gegebenen  Reibe 

nämlich  durch  ^[2a+(n— so  erhält  mau  als  Quotient 

=  a2  +  ar/(;*— 1)H  ^  

Ist  in  der  gegebenen  Reiho  a  =  <7,  so  erhält  die  Summe  der 
Reihe  dio  Form 

»(»  +  D 

und  dio  Summe  der  Kuben  der  Reihe  erhält  die  Form 

12 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  rf  =  a=«l,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

»(«  +  !) 

2 

und  die  Summe  der  Reihe  der  Kuben 

12 


j"n(»+  DJ 


Demnach  ist  die  Summe  der  Kuben  der  von  1  aufeinander  folgenden 
Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  gleich  dem  Quadrate  der  Summe 
dieser  Reihe. 

Lehrsatz  2.  Die  Summe  der  5.  Potenzen  einer  Anzahl  auf- 
einander folgender  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  ist  durch  die 
Summe  der  Reihe  teilbar. 

Dio  gegebene  Reihe  sei  der  obigen  gleich ,  so  ist  die  Summen- 
reihe  der  5.  Potenzen  dieser  Reiho 
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a»  +  (a-{-<l):>  +  (a-\-2d):>+  ...  +  [a  +  (n  —  l)r/p  « 

*«5  +  5a  V  +  +  10a  V3 + hatl*  +  d5 

+  2 .  5a  *,/  +  2* . 10 .  «3</2  +  2* .  lOa^-f  2 1 .  »<td*  +  2* .  rf5 
+  3 .  5a*,/  +  3* .  10a3,/*  +  3M0aW+  3»  .o.o^4  +  35.  ^ 

.  .  • 

+  (*— 1)  .  5aV+(*-l)> . l(W+(»-l)3. 10«2</3  +  (»»-1)*.5^ 

+(/i-l)5.d5 

In  Verticalreiheu  addirt: 

1.  Yerticalreihe  =  na5 

2.  n         =  5„V[l  +  2+3+  ...  (*-l)]  = 

10n3Ä(n— l)(2n— 1) 
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=.  10a3</s[l+4-K>+...(u-l)*] 


4. 


=  10«*</3[l+8+27+  ...  («-1)3]  =  10«w[ — 2—  ^ 

5.  „  =  5o^[l  +  16  +  *l+...(»-l)*] 

5^4»(n—l)(2a— 3»— 1) 

30  ~ 

*.  n  «=tf*[l  +  32  +  243+...(»-l)Ä] 

Die  Summe  der  5.  Potenzen  von  n  Glieder  der  gegebenen  Keiho  ist 
also: 

+  ^(n_1)(2„_1)(3^3rt_1)+(/j^lgd=^ 


«, 


Der  Quotient  dieser  Summe  durch  die  Summe  ^[i2n-\-(n  —  l)d']  der 
gegebenen  Reihe  ist: 

a42«3(/(u-l)  +  a2d*(n-l)(7n— 2)      «</3(/*  l)2(4n+l) 

3  +  3 

r/Vn—1)  (2u*-2n— 1) 
i  il 


Ist  in  der  gegebenen  Reihe  a  =*  so  erhält  der  Quotient  die 
Form: 

r/yi» +  1)(2»*  +  2»— 1) 
6 
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Ist  a  =  il  =~  1,  so  ist  der  Quotient 

+  D  (2»,+2m  —  1) 

~~  6 

Dieser  letzte  Ausdruck  n(r-\-l)(2n*-\-2n  —  1)  ist  stets  durch  6 
teilbar,  es  kanu  u  jede  beliebige  gauze  Zahl  sein. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dadurch  zu  führen,  dass  mau  für  n  der 
Reihe  nach  setzt 

1,  n  —  3m 

2,  M=3m-f-l 

3,  M  —  3m +  2 

Lehrsatz  3.  In  jeder  arithmetischen  Reihe  lüsst  sich  die  Summe 
einer  Anzahl  von  Gliedern  derselben  durch  die  Differenz  der  aufein- 
ander folgenden  Glieder  der  Reihe  dividiren,  and  zwar 

1)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  (»)  der  gegebenen  Reihe  unge- 
rade ist  ,  so  ist  diese  Division  stets  ausführbar  und  ist  der  Quotient 
gleich  der  Anzahl  der  summirten  Glieder; 

2)  wenn  die  Anzahl  der  Glieder  gerade  ist,  so  ist  diese  Division 
ausführbar,  wenn  das  doppelte  Anfangsglied  der  Reihe  durch  die  Dif- 
ferenz derselben  teilbar  ist. 

Beweis  zu  1.    «ist  ungerade. 

Die  gegebene  Summenreihe  ist: 

a + (<i  +  <l)  +  (a  +  2d)  +  (a  +  %  l)  +  . . .  +  [a + (u  —  1 
Die  Differenz-Reihe  der  aufeinander  folgenden  Glieder  ist: 

a  -  (a  +  (l)  +  {a  +  2</)  _..._-[„  +  („-  2)rf]  +  [>+(*- 1  )tf] 
Oder  nach  positiven  und  negativen  Gliedern  geordnet: 
«+(a+2rf)+(a-H'0+..[«+(« -1)^ 

S,  -  ^[2n+(»-lV0-^[2a+(«-IM] 
St  =  J[2a+(«—  l)<i]   (Differenz  der  Reihe) 

Su  =  x[2a-f  (»—  (Summe  der  Reihe) 

St,  :  £,  =  » 

Beweis  zu  2.    n  ist  gerade. 

Die  Differenz-Reihe  hat  die  Form: 
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a+(a  +  2d)  +  (a  +  id)+...+[a+(n-2)d]-[(a+d)  +  (a  +  3d) 

+  ...0+ («-!)<*]] 

8S  =  ^[2a  +  («-2)rf]-|[2a  +  2r/+(n-2V] 
5i  =  —  y    (Differenz  der  Reihe) 
Sn  -  \  [2«+  («— (Summe  der  Reihe) 
fi^  s  St  =  -  »+1 

Ist     =  2,  so  ist  der  Quotient 

=  1  —  n  —  a 

Aufgabe  1.   Wie  gross  ist  die  Summe  der  Reihe 

a*-j-(a  +  d)2+(a+2d)*+(a+Zd)2  +  ...  [a  +  (»  —  l)d]2 

»    .        .     0        r  .  ,            ,x  ,  (n— 1)  (2»— l)r/*l 
Antwort.   5-»  oJ4-«i(n-l)+  — 

Setzt  man  a  —  1  =  rf,  so  erhält  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen. 

Setzt  man  a  =  0  und  d  =  2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  durch  2  teilbaren  Zahlen. 

Setzt  man  a  —  1  uud  rf=2,  so  erhält  man  die  Summe  der  Qua- 
drate der  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen. 

Aufgabe  2.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  ersten  x  Biquadrat- 
zahlen. 

Antwort.   Gleichung  der  Summonreihe: 

x(x+l)(2x  +  l)(3x*+ 3x—l) 
y~  30 

Aufgabe  3.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  5.  Potenzen  der  er- 
sen  x  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 


Antwort.   Gleichung  der  Summenreihe: 

[x(x  +  l)V  /2x*+2x  — 1\ 

9 = L — 2 — J  { — 3 — ; 
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Aufgabe  4.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  ii.  Potenzen  der 
ersten  x  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe. 

Antwort.    Gleichung  der  Summenreihe: 

Ax  -f 1)  (>2x  + 1 )  (.V1  -f-  tu-3  —  3*  + 1 ) 


42 

T Ii.  Sinram. 


6. 

Vierter  Pythagoräischcr  Lehrsatz. 

Zu  der  Arbeit  „Xoue  Ableitung  der  Pythagoreischen  Lehrsätze" 
im  61.  Teil  pag.  447.  erlaube  ich  mir  zu  de.i  angeführten  Siitzcn 
den  1.  dazu  gehörenden  Satz  hier  an/.uschliessen. 

&ABC:&CDB  -  Ali*:  HC* 
A<1  BCi  CsCDB  =  AC.  A  Ii :  I)C.  HC,  folglich 
AB*:  HC*  =  AC.  AB.DC.  BC  oder 
AB:BC  =  AC.DC 

d.  h.  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  vierte  Proportionale 
zu  der  Hypotenuse  und  den  beiden  Katheten  desselben. 

Hamburg  Juni  1878.  Tb.  Sinram. 


7. 

Eine  Kcihcncut  Wickelung. 

Mit  SH  sei  bezeichnet  die  Summe  der  Reihe 

»>»i  4>i  .>n  - 1  -  i       [(»  1 

«•  =  i"+H+Sl+«+-  =  i+  Ii  +',;  +  r.  +- 

Setzt  mau  in  der  liinomialreihc: 

«  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,       so  erbalt  man  die  Gleichungen: 
l"-1  =  1 


>y 
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^  -  {«  +  ("T1)'2  +  C^XX'h "  ! 


4„-i  i 

3!  °3! 


i{'+(7>+(VMVM"i>+-l 

^-5,|'+(T,>+ClV(lXV>+-l 


und  durch  Addition: 


sm  -  i+.s0+(71).1+('71)S2+(71>,+('71>s4+...  cd 


Weil 


so  erhalt  man  durch  Substitution  in  der  Formel  (I),  «  =  1,  2,  3,  4, 


■  •  • 


$  -  l  +    +     -  2« 

SA  =  1  +  »S0  +  3,S,  +  %%  +  S3  =  1 5« 

S5  ~  1+^+4^+6^+4^+^4  -  52«! 

^  -  1+^  +  5^  +  10^  +  10^+5^+^  =  203. 

Setzt  man  jetzt  die  auf  diese  Weise  recurrirend  bestimmten  Cocfti- 
cienteu  1,  2,  5,  15,  52,  203,  ...  als  bekannt  voraus,  so  lässt  sich 
Auwendung  machen  auf  folgende  Aufgabe. 

Man  soll  ^  nach  Potenzen  von  x  entwickeln. 
Setzt  mau  in  der  Exponeutialrcihc 

x1  ,     x*  . 

+  =  1  +  x  + 1.2+ 1.273  +  054  +  ' '  * 

an  die  Stelle  von  x  den  Wert  r*,  so  erhält  man: 

^ö  l+^  +  i/2  +  f  23  +  053+"- 

Weil 
1-1 

*  -  1  +  •  +  f.  2  +  1 .2  3  +  +  *  '  • 
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1.2  "  1.2  +  1.2  +  (1.2)*  +  (1.2)».  3  +  (1.2)*.3.4  +  ' 1 ' 
 1        Jx        3*.g»        33*3  3<.s*_ 

1.2.3  S  1.2.3  +  1.2.3+a.2)*3+(1.2:3)«+a"2.3)U  +  "' 

•  •  « 

•  •  • 

so  erhält  man  durch  Addition: 

,  rt  ,  2«    3*    4«        1**     r       23    3»    4'  ] 
T[I+2!+$!+4I+,,'Jl.2+L  +2!+3!+4!  +  '  *  *  J  1.2. 

+  [1  +  2!  +  3!  +  4!  +  ---]l2^4  +  -" 


3 


x*  a-3         _        a-4  a:5 


+  203er2^4^6+-- 


oder 


i*-«[l+H-2.|J  +  5.j^ 
Kutno,  den  19.  December  1877. 


G.  Dobiriski, 

Techniker  «1er  Warschau  Brorabergtr 
Eisenbahn. 


8. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Capillarität. 

Gebt  man  von  der  Annahme  aus,  dass  nicht  die  Oberflächen- 
spannung, sondern  die  Anziehung  des  Glases  das  Wasser  in  einem 
Haarröhrchen  hebt,  —  wie  das  etwa  geschehen  könnte,  werde  ich 
versuchen,  an  einer  audern  Stelle  darzulegen,  —  so  ergeben  sich 
merkwürdigerweise  einige  der  Fundamcutalsätze  aus  der  Lehre  von 
der  Capillarität  auf  die  aller  elementarste  Art. 

I.    Bezeichnet  man  nämlich  mit  r  den  Radius  des  Querschnittes 

eines  Haarröhrchens,  so  ist  der  Umfang  dieses  Querschnittes  gleich 

2 

2r»;  dieser  selbst  gleich  r2?r;  folglich  ihr  Verhältuiss  gleich  Das- 
selbe wird  offenbar  um  so  grösser,  je  mehr  r  abnimmt.  Am  Umfange 
wirkte  nun  —  unserer  Annahme  gemäss  —  die  Anziehuug  zwischen 
Glas  und  Wasser;  auf  die  von  ihm  umschlossene  Fläche  wirkt  die 
Schwere;  beide  im  geraden  Verhältnisse  zur  Grösse  des  Umfauges, 
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resp.  des  Querschnittes.    Demnach  werden  sich  die  beiden  Kräfte 

2 

wie  der  Umfaug  zum  Querschnitt  verhalten,  d  h.  wie  -•    Da  dieses 

Verhältniss  mit  der  Abnahme  von  r  wächst,  so  muss  die  Anziehung 
des  Glases  zum  Wasser  in  dem  Maasse  über  die  Schwere  das  Ucber- 
gewicht  gewinnen,  in  welchem  der  Radius  schwindet  Die  grössere 
Anziehung  zeigt  sich  aber  an  der  grosseren  Steighöhe.  Daraus  folgt, 
dass  in  zwei  Haarröhrchen  die  Steighöhen  sich  umgekehrt 
verhalten  müssen  wie  die  Radien;  in  Zeichen 


II.  Seien  AB  und  A'B'  zwei  in  Wasser  so  eingetauchte  Platten, 
dass  sie  einen  rechteckigen  Raum  umschliessen ;  sei  ferner  a  ihre 
Länge;  2r  ihr  Abstaud.  Das  Verhältuiss  der  Berührungslinic  zu  der 
von  ihr  eingerahmten  Fläche  ist 


"2ar  r 

Bei  einem  Haarröhrchen  mit  dem  Durchmesser  2r  ist  dieses  Verhält- 
niss gleich  --•    Wie  wir  nun  oben  gesehen  haben,  verhalten  sich  die 

T 

Steighöhen  wie  diese  Verhältnisszahleu.  Es  ergiebt  sich  daraus, 
dass  in  einem  Haarröhrchen  die  Steighöhe  doppelt  so 
gross  ist  als  zwischen  zwei  parallelen  Platten,  deren 
Entfernung  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Röhrchens  ist. 

III.  Unter  der  eingangs  aufgestellten  Voraussetzung  gelange  ich 
auf  dem  unten  verzeichneten  Wege  zu  dem  Schlüsse,  dass  in  dem 
dreieckigen  Räume,  der  von  drei  massiven  drehrunden  Glasstäbchen 
gebildet  wird,  das  Wasser  fast  zehnmal  so  hoch  steigen  müsse  als  in 
einem  Haarröhrchen,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Durchmesser 
der  Stäbchen  ist. 

Seien  die  um  D,  E,  F  beschriebenen  Kreise  die  Querschnitte  der 
drei  gleich  starken  Glasstäbchen.  Verbindet  mau  deren  Centren  und 
Berührungspunkte  durch  gerade  Linien,  so  entsteht  die  folgendo 
Figur.  Alle  vorkommenden  Dreiecke  sind  gleichseitige;  ihre  Seiten 
gleich  r  (resp.  2r).   Der  Flächeuiuhalt  eines  der  kleinem  Dreiecke  ist 


h  :  /*'  =  r':  r, 


oder 


hr  =  hV. 


1 


£ABC  =  Jr 


rV3  r*>/3 


2    ~  4 


Der  Kreisausschnitt 


r27C 

AH  CK  =  -T-  ; 


folglich  der  Kreisabschnitt 


All  CG 


r2*  r*y3  r»(2tt-3V3) 
6  ~~    4  12  " 
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Miscdlen. 


Die  Summe  der  drei  Kreisabschuitte 

r*(2jt— 3V3) 

AHCG+AKB+BJC  -  -  4  • 

Zieht  man  dieseu  Ausdruck  von  dem  für  deu  Inhalt  dos  Dreiecks 
ABC  ab,  so  bleibt  für  die  von  den  drei  Kreisbögen  //,  J,  K  begrenzte 
Fläche 

Fläche  (//JA')  -  ^ V  3-?0  (I) 

Ihr  Umfang  ist  gleich  m.  (II) 

Teilt  man  (II)  durch  (I),  so  erhält  man  für  das  Verhältuiss  des  Um- 
fanges  zur  Fläche  oder  —  nach  der  Voraussetzung  —  filr  das  Ver- 
hältuiss der  Anziehuug  des  Glases  zum  Gewicht  des  gehobeucu  Was- 

2ji 

sers  den  Wert   /ft  /Q  x-    (Wir  ersehen  hieraus,  dass  auch  in 

r(2  yd  —  n) 

diesem  Falle,  wo  das  Wasser  in  solchen  dreieckigen  Räumen  aufsteigt, 
die  Steighöhen  im  umgekehrten  Verhältnisse  wie  die  Radien  der  Glas- 
stäbchen zu  einander  stehen.) 

Der  Vergleich  der  Steighöhe  in  einer  Röhre  von  dem  Radius  r 
mit  der  Steighöhe  in  einem  derartigen  dreieckigen  Räume,  welcher 
von  Stabchen  von  dem  nämlichen  Radius  gebildet  wird,  führt  zu  der 
Proportion 

kiü.!.  2"  

h'h  -  r'r(2V3-*)' 

oder 

d.  h.  es  ist  die  Steighöhe  /<'  in  dem  £\  Räume 

wenn  h  dio  Steighöhe  in  dem  Röhrchen  bezeichnet. 

Zu  diesem  Endresultate  sind  wir  gelangt,  indem  wir  von  der 
Voraussetzung  ausgingen:  Das  Aufsteigen  der  Flüssigkeit  in  Haar- 
röhreu  erfolgt  einzig  durch  eine  Anziehung  zwischen  Wandung  und 
Flüssigkeit  und  nicht  durch  Oberflächenspannung.  Sollte  ein  Versuch 
das  gleiche  Ergebniss  liefern,  so  würde  damit  die  Wahrscheinlichkeit 
unserer  Annahme  erhöht  werden. 

Für  den  Fall,  dass  sich  diese  unsere  Vermutung  —  in  Bezog 
auf  die  alleinige  Wirksamkeit  der  Anziehung  zwischen  Glas  und 
Wasser  —  bestätigen  sollte,  hätte  diese  Theorie  vor  der  bisher  be- 
stehenden den  Vorteil  der  Einfachheit  voraus,  wie  besonders  das  Bei- 
spiel III.  zeigt.  Denn  um  das  entsprechende  Resultat  zu  erhalten, 
dem  man  die  Oberflächenspannung  als  das  hebende  Agens  zu  Grunde 
legte,  würde  eine  verhältuissmässig  weit  umständlichere  und  schwieri- 
gere Rechnung  erforderlich  sein.  A.  Rc inhold. 
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VII. 

Xouvello  D6tcrmination  analytiquo 

des 

Foyers  et  Directrices 

dans  les  sections  coniques  represontoes  par  leurs  equations  generales; 

precedee  dos 

Expressions  generales  des  divers  6  lernen  ts, 

quo  Ton  distinguo  dans  les  courbes  du  second  degro; 

et  suivic  de  la 

Dötermination  dos  coniquos  ä  centro 

par  leur  centro  et  los  extremites  do  deux  deini-diamotres 

conjugues. 

Par 

Georges  Dostor, 

Uocteur  es  sciences, 
Profcsseur  k  l'Univcreite  ej\tholique  de  Paris. 


Objet  du  Memoire. 

Nous  nous  proposons,  dans  cette  etude,  d'exposer  unc  methode 
aisee  et  rapide,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  deterraiuer,  par 
l'analyse,  les  foyers  et  les  directrices  des  courbes  du 
second  degre. 

Cette  methode  fournit  les  equations  aux  foyers  sous  leur 
forme  la  plus  generale.  Elle  fait  voir  de  suito  que  ccs  foyers,  d'uno 
part,  se  trouvent  sur  les  axes  do  la  conique,  et  que,  d'autro  part,  ils 
appartiennent  ä  deux  hyperboles  equilateres,  dout  eile  fournit  les 
equations. 

Nous  en  tirons  facilement  l'equation  aux  abscisses  des  foyers,  celle 
aux  ordonnees,  ainsi  que  l'equation  aux  directrices. 

Les  equations  aux  foyers,  simples  dans  leur  forme  et  avanta- 
genses  dans  les  applications ,  peuvent  aussi  se  trouver  par  un  autro 
procede. 

Teil  Lim.  8 
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Si  Ton  considere  le  foycr  cherchß,  x  =  a,  y=^ß,  comme  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  nul,  qui  est  doubUmeut  tangont  a  la  coniquo 
y>  *)  =  0,  il  suffira  d'exprimer  que  l'equatiou 

4/(«,     ?)/(*,  SS  z)  -  {rf'a+yf  >  +  zf'yY  =  0 

des  tangentes,  men6es  du  point  (a,  ß,  y)  ä  notre  conique,  represento 
un  cercle  de  rayon  nul. 

Mais  cc  procede  est  long  et  complique;  U  repose  sur  l'equatiou 
pr^cedentc  des  tangentes  issues  d'un  meme  poiut,  dont  le  developpe- 
ment  est  assez  laborieux  et  la  reduction  passablement  epineuse.  On 
pcut  consulter  ä  ce  sujet  la  Geometrie  aualytiquc  de  Ii.  Pain- 
vin,  ä  la  page  465  de  la  partie,  qui  concerne  les  Gourbes  du  se- 
cond  degrc. 

Notre  mätbode  (n°  92  et  suivants),  au  contraire,  est  simple  et 
directc;  eile  n'exigc  presquo  pas  de  calculs,  et  ne  suppose  connues 
quo  les  conditions  de  rationnabilite  de  la  raciuc  carree  d'un  polygone 
du  second  degr6,  i\  deux  ou  a  une  variable.  L'etablissenient  de  ces 
conditions  est  du  ressort  de  l'algebre  elementaire;  il  sc  fait  aussi, 
avec  facilitc,  au  moyen  do  la  tbeorie  des  centrcs,  en  Geometrie  ana- 
lytique  (n°  86). 

Avant  d'aborder  la  D6  termination  aualytiquc  des  foyers 
(n°  92  h  n°  120),  nous  avons  cru  necessaire  de  calculer  les  expres- 
sions  de  tous  les  eldraents  que  Ton  distingue  daus  les  courbes  du 
second  degrö,  lesquelles  sout  representees  par  leurs  equations  les 
plus  generales.  Nous  obtenons  ces  expressious  par  des  procedes  fort 
aises,  faciles  ä  saisir  et  simples  ä  appliquer,  d'un  usage  elementaire 
qui  se  trouvo  ä  la  portee  des  commencants.  Ce  calcul  est  justiiie 
par  l'utilite  qu'offre  la  connaissance  de  cos  expressions,  tout  formees, 
dans  l'etude  des  coniques,  qui  sont  representees  par  des  equations 
numeriques,  ainsi  que  par  l'avantagc  quo  trouve  leur  frequent  emploi 
dans  les  recherches  sur  les  courbes  du  second  degre. 

Les  memes  expressions,  calculees  d'avancc,  nous  seront  neces- 
sairos,  cn  partie  du  moins,  dans  la  determiuation  directe  des  foyers 
et  des  directrices ;  elles  nous  serviront  en  memo  temps  de  con- 
tröle  pour  les  resultats  fournis  par  cette  determiuation. 

Nous  les  avons  etablies  pour  le  cas  oü  les  axes  sont  rectangu- 
laires,  ainsi  que  pour  celui  oü  les  coordonnees  sont  obliques. 

Nous  terminons  ce  travail  par  la  reeberche  des  6quations,  qui 
represontent  les  coniques,  dont  deux  demi-diametres  conjugues,  issus 
d'une  origine  connue,  aboutissent  a  deux  points  donnes.    Nous  y 
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pnisons  une  nouvellc  metliode  propre  ä  faire  trouver  les  expressions 
geoerales  des  poiuts  et  droites  remarquables,  quo  Ton  rencontre  dans 
les  courbes  du  second  degre. 

II  n'est  peut-etre  pas  sans  utilite  de  presenter  au  lecteur,  pour 
le  guider  dans  l'etude,  uue  tablo  resumec  de  la  uaturo  et  de  l'ordro 
des  matieres  que  nous  traitons  dans  cet  ecrit;  il  so  fera  ainsi  uno 
idee  plus  nette  et  plus  completc  de  l'importance  relative  des  ques- 
tions  que  nous  soumettons  ii  son  appreciatiou. 

Le  texte  courant  se  rapporte  ä  des  axes  rectangulaires.  La  par- 
tie,  affectee  d'un  asterisque  *,  est  relative  aux  coordonnees  obliques; 
eile  peut  etre  neghgec  ä  une  premiere  lecturc. 
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Premiere  Partie. 

Ex  pro ss Ions  glnlrales  des  dirers  Clements, 
que  Ton  distin^ne  dans  les  courbes  dn  second  degrl. 

§  I.    Equations  generales  des  axes  dans  les  courbes  du  seoond  degre. 

1.  Equatiou  aux  axes  des  coniques  en  grenerul.  Lo  procede, 
qui  est  habituellcmeut  employe  pour  calcul  do  l'cqnation  aux  axes, 
est  assez  simple  et  d'un  usage  commode.  Nous  allons  l'exposor,  en 
supposant  a'abord  les  coordonnees  rc ctangulaires. 

Dans  les  courbes  du  second  degre,  qui  sont  representees  par 
l'equation  generale 

(1)  F{x,y)  =  Axi+2Bxfj  +  C^-\-2Dx+2Ey+F=0, 

Teqoation  du  diametre,  conjugue  ä  la  direcüon 

y  =  mar, 


est 

(2)  F'x  +  mF'y  =  0, 
ou 

Ax+Btj  +  D  +  m(Bx+Cy+E)=0. 

Le  coefficient  angulaire  m!  do  ce  diametro  est  par  suitc 

A  +Bm 
m  =~B+Öm' 

Le  diametre  (2)  sera  un  axe  de  la  courbo  (1),  si  Ton  a 

W+l  =0, 

ou 

m(A-\-Bm) 
-~B  +  C^-  +  1==0- 

On  en  tire  la  relation 

(3)  Bm2  +  {A  —  C)m  —  B  =  0, 

ä  laquclle  devra  satisfairo  lo  coefficient  angulaire  m  des  cordes  con- 
jnguees  au  diametre  (2) ,  pour  que  co  diametre  soit  un  axo  do  la 
conique  (1). 
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Eliminant  m  cntre  les  deux  £quations  (2)  et  (3),  on  obtient 

(I)  BF'iz  —  tA  —  ^F'tF'y  —  BF'^  =  0 

pour  l'equation  aux  axes  de  la  coniquo  (1), 

Par  l'inspcction  de  cette  6quation,  on  voit  que,  si  B  =  0,  les 
deux  axes  de  la  conique  (1)  sont,  pour  des  coordonnees  rectangu- 
läir(.i<J, 

F',  =  2(^+7))  =  0,    F'v  —  2(Cy  +  K)  —  0. 

Ces  axes  sont  donc  les  paralleles  aux  axes  de  coordonnees,  me- 
nees  par  la  point 

D  E 

8i  nous  r6solvons  l'6quation  (I)  par  rapport  ä  trx,  nous  ob- 
tiendrons 

m"  A-C±V4B*+(A-Q* 

(II)  *  x  —  2£  * 

pour  les  6quations  Separees  des  deux  axes. 

En  rSsolvant  la  meme  Squation  (I)  par  rapport  ä  F'y,  on  trouvera 

pour  les  memes  6quatious. 

Si  nous  posous,  pour  abreger, 

Y4JP  +  (A  —  C)*  =  i?, 

les  öquations  des  axes  pourront  s'ecrirc 

2BF'X  —  (A  —  C±  R)F'y    ou    2Z*F'y  -  (C—A  ±  R)F'X. 

Dans  les  equations  (II)  et  (HI),  les  signes  superieurs,  qui  af- 
fectent  les  radicaux,  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes  inferieurs. 

2.  Exemple  I.  Trouvcr  les  equations  des  axes  de  la 
conique 

5x*+4xy  +  2y*  —  hx-2y  —  19  =0. 

Nous  avons 

A  =  5,    B  =  2,    C  =  2, 

d'ou  nous  tirons 

yl-C'=3,   Vi^+M— 6')1  —  6; 

t  comme 

F'*  =  lOr+4^-5,    F',,  =  4a:+4y-2, 

nous  trouvous 
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I0x+^y-b  *J*(4*+4y-2), 

ou 

2x  —  4y-l  =  0,    2x  +  jr— 1  =  0 
pour  les  equations  des  dcux  axes. 

Exemple  II.   Determincr  les  axes  de  la  coniquo 

3s2+12a^  —  2y2— Ax+2y—  1  =  0. 

Puisque 

.4  =  3,    B  «  6,    C  =  —  2 

il  vient  

yl— C'=  5,    1/42**4-^1—  6')*  -  13; 

et,  commo 

=  2(3*+ 6* -2),   J%  =  2(6*-2y+l), 

nous  aurons,  pour  les  deux  axes,  les  equations 

12*  - 1%+7  =  0,    21* +14^-4  =  0. 

*  3.  Lorsquo  les  axes  de  coordonnces  sont  obliques, 
lc  diametre  (2)  sera  perpendiculaire  ä  la  direction  des  cordes  con- 
jnguees,  si  Ton  a 

l-f-iwH'+fa+w'Jcosö  =  0, 

ou 

1-f-  wcosfl 
W  m+COSÖ  ' 

L'cquation,  qui  doune  les  coefficients  angulaires  des  axes,  sera  donc 

l-f-meosö  A-\-Bm 
»+  cos  6  ~~  B-\~  Cm 

ou  encorc 

B-\-Cm  A-\-Bm 
w-f-cos  6  ~~  1  +  mCOSÖ 

F'x 

Si  Ton  remplacc  in  par  sa  valeur  — -=r  tireo  de  (2),  on  obtien- 

dra,  pour  l'equatiou  aux  axes,  daus  lo  cas  de  coordonnces 
o  bliquos, 

BF'y—  CF'X  AF'„-~BFfx 

—  F'r+CQSOF'y  ™  F\  —  COSÖjFV 

ou  bien 

(IV)    (B—  C'cosö)F'2x  —  (A—  C)F'xF'y— (B  —  Acos6)F,i}f  —  0. 

Rcsolvant  cette  equation  suecessivement  par  rapport  a  F'x  et  ä 
F'y,  on  obtieudra,  pour  les  equations  distinetes  des  deux  axes 
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OU 

(VI)  F  y=  2(B-^CO80)  F* 
II  n'est  pas  inutilo  de  signaler  l'identite 

(VII)  (A  —  C)2 + 4(5 — A  cos  0)  (5  -  Ccos  0) 
«  4(Zf2-;!C)8in20  +  (;l--2Z*cos0+C)2, 

qui,  pour  des  coordonnecs  rectangulaires,  sc  reduit  ä 

(VIII)  4ß*+(A-C)2  =  MB*-AC)  +  (A  +  C)*. 
On  peut  poscr 

V U  —  C)2 + 4(/i  —  4  cos  0)  {B  —  Ccos  (9)  sa 
l'equation  des  axes  sera  alors 

2(2*- Ccos  0)F'X  =  U-*»C±JB,)JP#9k 

OU 

2(ä-~j1cos6)F'j  -  (C—  A±#)F'9. 

*  4.   Exeniple  L   Calculor  les  6quations  des  axes  pour 
la  courbe 

x2  —  3^+^-5* +  5^+3  =  0. 

Nous  avons 

A  —  1,   B  =  —  l   c=  1, 
ce  qui  reduit  lo  radical  de  (V)  ä 

3  +  2cos  0, 

et,  parsuito,  le  facteur  de  F'v  ä  ±1.  Puisque 

F'x  =  2s  — Zy— 5,   2*%  =  —  3#+2#+5, 
les  6quations  des  deux  axes  seront 

2*-3y-5  = +  (_3x  +  2i/+5) 

ou 

x — y — 2  =  0,    #+#  =  0; 
elles  sont  independantes  de  Tangle  des  axes. 

Exemple  II.   D6terminer  les  axes  de  la  conique 
10*2+6*y  +  5#2  —  28x+%  — 10  =  0, 
sachant  que  cos0  = 
Puisque 

B—  Ccos0  =  O,   A—C*=  5,   B  —  4cos0  =  —  3, 

# 

\ 
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l'eqnation  aux  axes  (IV)  sc  reduit  a 

—  hF'tF'y  +  ZF'iy  -  0, 

ce  qui  fournit,  pour  les  deux  axes,  los  equations 
ou 

3x+5y  — 14  =  0,   x-2  =  0. 

5.  Eqaation  generale  des  coniques  ä  centre.  L'equation  aux 
axes  affecte  une  forme  beaucoup  plus  simple  et  se  determine  plus 
rapidement,  lorsquo  la  conique  est  donnee  d'un  centre  unique  et 
qu'elle  se  trouve  rapportee  ä  ce  centre,  comme  origino  des  coor- 
donnees. 

Supposons  que,  dans  l'equation  (1),  l'invariant  B*  —  AC  soit  dif- 
ferent  de  zero.  Cette  equation  representera  une  coniquo  a  centre, 
et  les  coordonnees  a  et  b  du  centre  seront  fournies  par  le  Systeme 
des  deux  ßquations  lineaires 

(4)  <lF'x~Aa  +  Bb+D=>0, 

\  \Ffv  =  Ba+Cb-\-E  =  0, 

qui  donnent 

™  CD —  BE  AE  —  BD 

m  rt=  B*-AC'    *~  B*-AC' 

pour  les  coordonnees  du  centre. 

Si  Ton  rapporte  la  courbo  (1)  a  son  centre,  son  öquation  se 
reduira  ä 

(5)  /(*,  V)  =  Ax* + 2Bxy  +  Cy *  +  H  =  0, 
oü  Ton  a 

//=  Da+Eb+F, 

ou  bien 

(6)  Da+Eb+F—B=*0. 

On  peut  donncr  a  l'cxpression  de  //  une  forme  independanto  des 
coordonnees  a  et  b  du  centre. 

En  effet  les  trois  6quations  (4)  et  (6)  sont  du  premier  degrö  par 
rapport  aux  deux  coordonnees  a  et  b  du  centre-,  elles  sont  näcessai- 
rement  compatiblcs ;  par  suite,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  determinant 
soit  nul.  On  obtient  ainsi,  entre  H  et  les  coefficients  de  l'equation 
(5),  la  relation 

AB  D 
B    C       E  =0, 
D    E  F—H 
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qui  peut  s'Scrire 


et  donne 


ABB 
B  C  E 
D    E  F 


A  B  0 
B  C  0 
D    E  H 


=  0, 


H 


A  B 
B  C 


ABB 
B  C  E 
B    E  F 


Lc  second  membre  de  cctte  ßgalite  u'ost  autre  quo  le  discrimi- 
Dant  de  l'äquation  du  second  degr6  (1)  remlue  homogene.  Eu  de- 
signant  ce  discriminant,  suivant  l'usage,  par  ou  trouve,  pour  la 
valeur  de  H,  l'expression 


(X)  //=- 


 AE*+  CB*  +  FB*  —  2BDE — A  CF 

B*  —  AC^  B*  —  AC 


6.  Equation  generale  des  coniques  ä  centre,  qui  ont  leur  centre 
an  point  x  —  a,  y  =  b.   Nous  avons,  eutre  «  et  l>,  lc  deux  relations 

2Aa  +  2Bl>  +  2B  —  0, 
2Ba  +  2Cb  +  2E  =  0, 

qui,  6tant  multipli6es  respectivement  par  x  et  y,  puis  ajoutees,  douuent 

2(Ax  +  By)a + 2{Bx  +  Cy)b  +  2Bx+2Ey  =  0. 

Mais  T6quation  (1)  de  la  coniquo  peut  se  mettro  sous  la  forme 

(Ax  +  By)x  +  (Bx+  Cy)y  +  2Bx  -f  2Ey  +  F  =  0. 

En  retranchant  1'egalite  pr6c6dcnte,  on  obtient 

(XI)  (Ax+By) (x  -  2a)  +  (Bx  +  Cy)  (y  —  2b)-{-F=>0 

pour  l'6quation  g6ncralo  des  coniques,  qui  ont  leur  centre  au  point 

Cctto  Equation  nc  contient  plus  quo  trois  parametrcs  arbitraires 

AB  C 
F*    F   Ct  F 

7.  Forme  plus  simple  de  l'lquatlon  aux  axes,  lorsque  la 
conlque  est  rapporte*e  ft  son  eentre.  Soient  x  et  y  los  coordonnees 
d'un  sommet  quelconque  de  la  coniquc  (5),  qui  sc  trouve  rapportee 
ä  son  centre. 

Le  coefficient  angulaire  de  Taxe,  qui  passe  par  ce  sommet 
y),  est 
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y 


» 


(!) 

X 

tandisque  celui  de  la  taugeute  au  mcme  sommet  est 

(8)  m'  O*. 

f  » 

Comme  aux  sommets  de  la  courbo  (5),  et  ä  ces  sommets  sculs,  la 
tangente  est  perpcndiculaire  au  diametre,  qui  aboutit  au  poiut  de 
contact,  les  coefficients  angulaires  m  et  m  devront  satisfairo  ä  l'ega- 
lite  de  condition 

1-f  mm'  —Q, 

qui  existe  pour  deux  droites  perpondiculaires  entre  clles,  lorsquo  les 
axes  de  coordonnees  sont  rectangulaires. 

On  trouve  ainsi  que  les  deux  coefficients  augulaircs  (7)  et  (8) 
sont  lie*  entre  eux  par  l'egalitü 

i  _  *£!*  _  o 

<rf'  U> 

qui  fournit  l'equation  aux  axes 

(XII)  fjz~fX 

*  y 

Ainsi,  Pour  des  coordonnees  rectangulaires,  lorsquo 
l'origine  est  au  centre  de  la  conique,  les  coordonnöes  de 
tout  sommet  sont  proportionnellos  aux  derivees  du  pre- 
mier  membre  de  l'equation  de  la  conique,  prises  respoc- 
tivement  par  rapport  a  ces  coordonnees. 

Puisqu'  on  a 

f'x  =  2(Ax  +  By),  f'lf  =  2(Bx  +  Cy), 

l'equation  (XII)  revient  ä, 

(xm)  -  Bx+Cy. 

x  y 

On  en  conclut  que 

(Bx  +  Cy)x  —  (Ax+By)y  —  0, 

OU 

(XIV)  Bx2—  (A—C)xy  —  By*  =  0 

est  l'equation  aux  axes  de  la  conique,  lorsque  la  courbe 
est  rapporteo  ä  son  centre. 

Cette  equation  peut  se  tirer  de  l'equation  (I),  qui  se  rapporto  * 
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une  originc  quelconquc,  en  y  remplacant  lcs  derivees  par  les  variables 
elles-memcs. 

L'6quation  (XIV),  etaut  resoluc  succcssivcmcnt  par  rapport  ä  x 
et  ä  y,  fournit  lcs  Cquations  separees  des  deux  axes,  qui  sout 

,YV,  *  _  A-C±VIlF+(A-tT  _  A-C±R 

1AVJ  y~  2B  -       2B  ' 

ou 


-YyT\         V      C-A±V4ß*±(A-tr  C-A±R 
(XVI)       -  =  -2-  -  2F 

Exemple.   Trouvor  lcs  cquations  des  axes  de  l'cllipsc 

2**—  2xy  +  y*  —  1  -  0. 

En  ayant  recours  ä  la  formule  (XVI),  on  trouve  que  ces  cquations 
sont 

1  +  V5 

*  8.  Si  les  axes  des  coordoun6cs  sont  obliques,  les 
coefficients  angulaircs 

m  =  -»    m  —  —  ~y 
*  f  y 

de  Taxe  de  la  coniquo  (5),  qui  aboutit  au  sommet  (a-,  y),  et  de  la 
tangente  ä  cc  soramet  devront  satisfaire  ä  la  condition  de  perpen- 
dicularitö 

1  -f-  mm'-\-  (m  +  m)  COS  6  =  0, 

qui  peut  sc  mettre  sous  la  forme 

j  1 


—  m 


1+mcosÖ  "  "  m  +  cO8  0 

Remplacant  m  et  m  par  lcs  valcurs  ci-dessus,  on  trouve  que 
rtquation  aux  axes  sera,  dans  co  cas, 

f'  f' 

(XVII)  x      =  /; 

v  z  +  yCO80      y  +  arcosÖ" 

Si  Ton  substitue  a  /'*  et  / \  leurs  expressions 

2(/l*  +  Zty)    et  2(Bx-\-Cy), 

röquatiou  prßcedente  prendra  la  forme 

Ax+By  Bx+Cy 


(XVIII) 


a-  +  yCOS0  '  "  y-\-xC0$6' 
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et  pourra  s'ecrire 

(XIX)      (B —  A  cos  6)x*  —  (A  —  C)xy —  (B —  Ccos  B)y%  -  0. 

II  est  ä  remarquer  quo  les  quantites 

x-\-yco%6,  y~{-xC08d 

sont  les  projectious  orthogonales  du  demi-axe,  qui  abontit  au  sommet 
(x,  y),  sur  les  deux  axes  de  coordonnees.  L'Squation  (XVII)  prouve 
doiic  que 

Les  projectious  orthogonales  d'un  axo  de  laconique, 
sur  les  deux  axes  du  coordonnees,  sont  proportionnelles 
aux  de>ivecs  de  l'6quation  de  la  courbe,  prises  respec- 
tiveraent  par  rapport  aux  coordonnces  de  l'unc  dos  ex- 
tremitäs  de  cet  axe. 

L'equation  (XIX),  etaut  resolue  sucecssivement  par  rapport  a  x 
et  ä  y,  donno 

^      x      A—C±YTÄ—Cy  +  4(B—Acos6)(B—Cco86) 
{XA)     y~  2{B-Acosd) 

ou 

rxxn    y  _  C—A±Y(A-C)*+t(B—Acosd)(B-Ccos8) 
}    x  2(B—C  cos  0) 

pour  les  equations  s6parees  des  deux  axes. 

Exemple.  Detcrmincr  les  equations  des  axes  de  l'hy- 
perbole 

3xy  +  y*+l  =>0, 

sachant  que  les  axes  de  coordonnces  forment  entre  eux 
un  angle  de  60°. 

Nous  avons 

cosö  —  cos 60°  =  i,   A=C=>  1,   B=>  —  $, 
ce  qui  donne 

A  —  C  =  0,    B-Acos6  =  B  —  Ccosfl  =  —  2, 

d'oü  R'  =  4.   L'equation  aux  axes  (XX)  doviendra  ainsi 

-  =  Tl 
y 

te  qui  fourait,  pour  les  deux  axes,  les  equations  separees 

x-\-y  =  0,   z  —  y°=0. 
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9.  Autre  Methode,  pour  dltermincr  l'equation  aux  axes  des 
coniques  ä  centre.  Le  proccd6t  quo  bous  venons  d'employer,  pour 
determiner  les  axcs  des  coniques  rapportees  ä  leur  centre,  peut  aussi 
servir  a  trouver  les  axes  des  coniques  rapportees  ä  une  origine 
quelconquc. 

Soient  x  et  y  les  coordonnees  d'un  sommet  quclconque  de  la 
conique  (1),  a  et  b  les  coordoun6cs  du  centre  de  cette  conique. 

Le  coefficient  angulaire  de  Taxe,  qui  passe  par  le  sommet  (x,  y), 

CBt 

y-b 

v\  =  . 

x  —  a 

tandisque  celui  de  la  tangente  au  memo  sommet  est 

Si  les  coordonnees  sont  rectangulaires,  ces  coefficients  dovront 
satisfaire  ä  la  condition  mm'+l  =  0,  co  qui  fournit  l'äquation  aux 
axcs 

(9)  (y—b)F'x  —  (x  —  a)Ffy  =0. 

On  peut  donner  ä  cette  cquation  une  forme  independante  des 
coordonnees  a  et  b  du  centre.  En  effet,  nous  avons  les  deux  System  es 
d'egalitts 

2Ax  +  2By+2D  =  F'x,    2Bx  +  2Cy  +  2E  =  F'y, 
2Aa  +  2Bb  +  2D  =  0,       2Ba  +  2Cb  +  2E  =  0. 

Prenant  la  differenco  entro  les  egalites,  qui  so  correspondent  verti- 
calement,  nous  obtenons  le  Systeme  des  deux  ßquations 

2A(x-a)  +  2B(y-b)  =  F'Xi 
2B(x  —  a)  -f-  2C(y  —  b)  =  F'y. 

On  en  tire,  pour  x—a  et  y  —  6,  les  valcurs 

BF'v  —  CF'x  BF'X  —  AF'„ 

(10)  *-aÄ  2(B*-AQ>     y~b-  2{B*-AQ' 

qui,  etant  Substitutes  dans  l'öquation  (9),  la  transforment  dans  la 
suivante 

BF'*Z  —  AF'xF'y  —  BF'*„  +  CF'xF'y  =  0, 

ou  dans 

BF'2X  —(A  —  C)F'X  F'y — BF'2V  =  0, 
qui  n'est  autre  quo  Tequation  (T)  du  n°  1. 

*  10.   Si  les  axos  de  coordonnees  sont  obliques,  les 
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coefficients  angulaires  m  et  m'  devront  satisfaire  a  la  relation  de 
couditioa  l+mm'+ (»»+»»')  cos  ö  =  0,  ce  qui  fournit  l'äquation 

1     ty-b)F'x     (y-h  F'x\ 

ou 

(y  -  b)  (F'x  —  cos  6F'y )  —  (s  -  a)  (F'„  -  cos  6F'S)  —  0. 

Eu  substituant  ä  y—    et  x— a  leurs  valeurs  (10),  on  obtient  l'tqua- 
tion  aux  axes 

(BFx—AF\)(FfK-cose)Ffy—(BF'y—CF'x)(F'v  —  cosd)F,v  -  0, 
qui  n'est  autre  quo  l'lquation  (IV) 

(B  -  Ccos  6)F'*X  —  (A  —  C)F*z  F'y  —  (B —  A  cos  6)Ffiy  =  0 
du  n°  3. 

§  II.    Grandeur  des  axes  dans  les  coniques  a  centre. 

11.    Longrueur  des  axes  des  coniques  ä  centre.  Admettons 
d'abord  que  les  axes  de  coordonnßes  soient  rectangulaires. 

Considerons  la  conique  (5)  du  n°  5,  ou 

(1)  «*,  V)  =  Ax*  +  2Bxy+Cy*+  H  -  0, 

qui  se  trouve  rapportöe  ä  son  centre.  Si  x  et  y  dSsignent  les  coor- 
donnees  d'un  sommet  quclconque  et  R  le  demi-axe,  qui  abontit  ä  co 
sommet,  nous  avons 

x*+y*  =  R*. 

Nous  avons  trouve  au  n°  7  (forraule  XIII),  que  x  et  y  sont  H6s 
entro  cux  par  la  relation 

Ax  +  By  Bx+Cy 
x  y 

Multiplions  les  deux  termes  de  la  premiere  fraction  par  x,  ceux  de 
la  seconde  par  y,  et  ajoutons,  terme  ä  termc,  les  deux  fractions  r6- 
sultants;  il  nous  viendra 

Ax-\~By  ^  Bx+Cy  =  Ax*+2Bxy+  Cy* 
x  y  x*+y* 

Mais,  le  sommet  (ar,  y)  appartenant  a  la  conique  (1),  le  numerateur 
de  la  troisiemo  fraction  est  egal  a  — H\  d'ailleurs  son  dßnominateur 
est  6gal  a  7?2.   Nous  avons  donc  les  deux  Squations 

Cy  H 
 W 
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qui  nous  fournisscnt  les  dcux  rolations  fundamentales 

(AR2  +  H)x+BR2y  =  0, 


{ 


BR2x  +  (CR2+H)y  =  0 


entre  les  coordonn6cs  x  et  y  d'un  sommet  et  le  demi-axo 
üf ,  qui  aboutit  a  cc  sommet. 

Ces  deux  equations  sont  du  premier  degrö  en  x  et  elles  sont 
d'aillcurs  homogenes.  Puisqu'elles  sont  compatibles,  leur  determiuaut 
est  nul;  co  qui  fournit  Tegalitc 


AR2  +  H  BR2 
DR2  CR2+H 


=  (AR2+  II)  (CR2 +11)  —  B2Rl  =  0. 


Nous  obtenons  ainsi  l'equation  des  axos 
(II)  (B2— AC)R*  —  (A  +  C)IIR2  —  II2  —  0, 

d'ou  nous  tirons  les  carres 


/tttv  m     H  A+C±Y±B*  +  (A-C)* 

(III)  R  =2  JP^ÄC 

des  demi-axes  do  notre  conique  (1). 

12.    Bignes  qui  se  correspondent  daus  les  expressions  de  -  et  R2. 

x 

Chacuno  des  deux  equations  (I)  represente  Taxe  qui  contieut  R\  on 
pourrait  reraplacer,  dans  l'uno  ou  l'autrc  de  ces  öquations,  R2  par 
ses  valeurs  (III),  pour  avoir  les  equatious  des  deux  axes  de  la  co- 
nique (1),  equations  quo  nous  avons  deja  trouvecs  au  n°  7. 

Nous  proposons  do  determiner  lc  signe  dont  il  faut  affecter  le 
radical  daus  (III)  pour  avoir  l'equation  (XV)  ou  l'equation  (XVI) 
du  n°  7. 

D'abord  nous  pouvons  determiner  le  coefficiont  augulaire  -  de 

Taxe  qui  contieut  /?,  en  tirant  du  Systeme  des  deux  equations  (I)  une 
nouvclle  6quation,  dans  laquelle  le  multiplicateur  de  y  est  debarrasse 
du  facteur  R2. 

Pour  cela,  multiplions  la  promiere  des  Equations  (I)  par  C,  la 
secondo  par  B  et  retrauchons  le  premier  produit  obtenu  du  second. 
Nous  trouvons  ainsi  l'equation 

(IV)  BHy  +  (B2—  AC)R2x  —  CHx  =  0. 
Ou  aurait  de  memo 

(V)  BHx+  (B2  —  AC)R2y — AHy  =  0. 
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Cela  fait,  l'6quation  (IV)  ci-dessus  nous  doune 

y  —(IP—AQW+CH, 
x~~  Bll  ; 

mais  nous  avous  aussi,  par  Tequation  (XVI)  du  u°  7, 

y  __  C—A± Ylß*  +  \A  — -C)* 
x~  2B 

E  galant  ces  dcux  exprcssious,  on  obtient  riquation 

—  (B* — AC)R*-\-  CH  __  C—A  ±  Y±ßs+(A—  Cj* 
Bll  2B 

ou 

i[u\  donnc  pour  Ä8  la  valcur 


//  a  +  c+-VVb*+(a-c)* 

2  Bt  —4tAC 

Ainsi,  dans  les  e  x  pressions  de  -  et  R* ,  qui  correspon- 

deut  ä  an  memo  axe,  lc  radical  Y±ß*^-(A-—  C)*  ou  R  doit 
toujours  etre  pris  avec  des  signes  coutraires. 

■ 

13.    Exemple  I.   Les  carres  des  demi-axes  de  la  conique 

5x*+  4^+2^  —  9  -  0 

sont   

9  ro+2±Vir2*-\-{b  —  2)»     ?  7 ±5 
2"  2*-5.2  =2'   6  ' 

ou 

Exemple  II.  Calculcr  la  lougueur  des  axes  de  l'hyper- 
bole 

3x*+ 12^-2^ +  294  -  0. 

Nous  avons  ici 

ß*—AC  =  42,   V4£*+ {Ä^- V)*  -  13,    //  =  -  294. 

Lea  carres  des  demi-axes  sout  ainsi 

m     t  -  1±13  7(1±13) 

de  sorte  que 

s»  =  !£±M  -  49,  m  =  7(1;13>  =  -42. 

Teil  Lim.  9 
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*  14.    Grandeur  des  axes  pour  des  eoordonnces  obliques.  Los 

coordounees  x  et  y  du  sommet,  auquel  aboutit  lc  demi-axe  /£,  sont 
Hees  eutro  elles,  daus  ce  cas,  par  la  relation  (XVIII)  du  n°  8,  qui  est 

Ax+By  _  Bx+Cy 
x  +  yCO80  ~~  y-ftfcosö' 

Multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  ar,  ccux  du 
secoud  par  y,  puis  ajoutons  termo  ä  terrae;  il  uous  vieut 

Ax  +  By  _  Bx+Cy  _  ^  +  2#*y  +  Cty2  __  7/ 
ic-|-ycos0  —  y+xeosö      «*  +  y*+2arycosÖ  "  tt* 

Nous  eu  tirous  les  deux  equatious 

{    }  \    (BR2+Hcos6)x+  (Cll*+n)y  =  0, 

dont  le  determinaut  est  forcemeut  nul. 

La  grandeur  des  demi-axes  est  donc  fouruie  par  l'equation 

(BR*+HcosO)*  —  (AR*  +  H)(CJt*+H)  =  0, 
qui  revient  ä 

(VII)  (B*-AC)lt*-(A-2Bcose  +  C)HR2—  i/*sin*0  =  0, 
et  donnc  (n°  3) 

(VIII)  

m_H  A  —  2B  cos  B+  C  ±  YMB  —  A  cos  fl)  (B—  Ccos  fl)  +  (A  —  C)* 
R  —2  *  2/*— 46* 

pour  les  carres  des  deux  demi-axes  de  la  coniquo. 

La  sommo  des  carres  des  inverses  des  demi-axes  est  egale  a 

_  A—  2Bcos6+C 
~~  i/siu*0 

pour  des  coordonnees  obliques,  et 

_A  +  C 
H 

pour  des  coordonnees  retangulaircs. 

Exemple.  Calculer,  pour  0=60°,  la  grandeur  des  axes 
de  Thyperbole 

x*-3xy+y2+3  -  0. 

Puisque  cos  6  =  i,  il  vient 

^1— 2Z*cosö+6'  — 
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ou  a  (Tailleurs 

A  —  C'=0,    B  —  AzosB  =  B—  6'cosfl  =  —  2, 

cc  qui  donne  SK'  =  4;  et  cominc 

B*—AC  —  f ,    //  «-  3, 

on  trouvo  quo 

ps      3  *±4     3  14±1G      3(7 ±8) 
Oo  eu  tire  les  valeurs 

R'*  =  ?i7-±*  =  9,    tf*  =  fc-8>  -  -  |. 

15.  Methode  du  cercle  bltangent,  ponr  lc  calcul  de  la  grran- 
deur  des  axes.  Cettc  methode  est  simple  et  elegante;  eile  est  fre- 
quemment  omployee  et  meritc  d'etrc  signalee. 

Coupons  la  couique  (1)  par  un  cercle  concentrique 

(2)  X*  +  y*-.Ri  =0. 

L'equation 

(3)  (A+kW+ZBty+iC+kW+ff—XJP  =  0, 

oh  k  est  unc  constantc  arbitrato,  representera  toutes  les  coniques, 
qui  passent  par  les  points  d'iutersectiou  des  deux  courbes  (1)  et  (2). 

Si  uous  disposous  de  rindeterminee  A,  de  mattiere  ä  rendro 
l'equatiou  (3)  homogene,  ce  qui  revient  a  poser 

11=111*  =  0, 

ou  ä  prendre 
Tequatiou 

(4)  (^+|i)»,+  2Ätj,  +  (c+§)|f,  =  0> 

qui  eu  resultera  pour  (3),  representera  le  Systeme  des  deux  sßeantes 
communes  aux  deux  courbes  coucentriques  (1)  et  (2),  qui  passeut 
par  leur  centre  commun. 

Ces  deux  secantes  (4)  so  reduiront  evidemnient  a  uno  seule,  et, 
par  suite,  le  cercle  (2;  scra  bitangent  a  la  couique  (1),  si  le  premier 
membre  de  l'equatiou  (4)  devient  uu  carrc,  en  d'autres  termes,  si 
l'ou  a 

=  o. 

Dans  ce  cas  la  secautc  double  sera  perpendiculaire  aux  tangentes 
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mences  par  ses  extremites.  Cette  secantc  double  scra  douc  uu  axe 
de  la  conique  (1),  et  la  valeur  de  V?,  fournic  par  l'equatiou  prece- 
dente,  exprimera  la  grandeur  de  la  moitie  de  cet  axe. 

Nous  retrouvons  aiusi  la  memo  equation 

B*Ä* — (AIP + H)  (CR*+ H)  =  0 

quo  celle  (II),  qui  a  ete  fournie  par  la  methode  du  n°  11. 

*  16.  Si  les  axes  de  coordonnees  sont  iuclines  entre  eux  d'un 
angle  0,  l'equation  du  cercle  concentrique  a  la  conique  (1)  sera 

(5)  *2-fy2+2*ycos<9  — tf3  =  0, 

et  les  courbes  du  secoud  degre,  qui  passent  par  les  poiuts  d'inter- 
section  de  la  conique  (1)  et  du  cercle  (5),  serout  reprösentees  par 
l'equation  generale 

(^  +  i)a;*+2(i?  +  Acosö)^+(6'+A)ys  +  //-^  =  o. 

TJ 

En  rendant  cette  equation  homogene  par  la  valeur  k  = 
requation  resultautc 

repreaentera  le  Systeme  des  deux  secantes  communes  ä  la  conique  (1) 
et  au  cercle  (5),  qui  passent  par  leur  ceutre  commun. 

Ces  deux  secantes  communes  sc  reduiront  ä  un  axe  commun,  si 
le  premier  membre  de  cette  derniere  Equation  est  un  carr6,  c'cst-ä- 
dire,  si  Ton  a 

(i?/e2+i/cosÖ)2-(yli22+i/)(C722+//)  =  0. 

On  retrouve  ainsi  l'equation  (VII)  du  n°  14. 


§  III.    Sommets  des  coniques  ä  centre. 

17.  Carr£s  et  Rectangle  des  coordonnees  d*un  sommet  en  va- 
leur du  detnl-axe,  qui  aboutit  a  ce  summet.  Soient  x  et  y  les  coor- 
donnees du  sommet,  qui  termine  le  demi-axe  R.  Lorsque  les  axes 
de  coordonnees  sont  rectangulaires,  ces  trois  quantitös  x,  y  et  R  sont 
Hees  entre  elles  (n°  11)  par  les  relations 


BR*x  +  (CR*+H)y  =  0, 
BR*y  +  (AR*-\-H)x  =  0 


ainsi  que  par  Tegalite 
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Lcs  relatious  (1)  nous  donnent 

cn2+ir 


Bit* 

(2) 

BW 


Mais,  si  l'on  multiplie  los  relatious  (1)  respectivement  par  x  et  y, 
et  quo  l*on  ajoute  les  produits,  on  aura  aussi  Tegalite 

BR*(x*+r)  +IU+  C)/<2+2//]xy  =  0, 

d'oü  on  tirc,  cn  so  rappelant  que  x2  +  y2  =  Ä2, 

BJl*  

(3>  Xy  ~~  ~~  (J+  6')/*2  +  2  // 

Multiplions  par  ce  produit  chacuu  des  rapports  (2);  il  nous  vient 

(C722+//)7*2 

(4) 


{A  +  C)R*+2H 

Lcs  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se  simplitier. 
En  effet,  si  nous  multiplions  par  //  les  deux  termes  de  chacunc 
(Teiles,  le  deuominatcur  common  deviendra 

(A+C)HRi+2H*. 
Mais  l'equation  (II)  des  axes  (n°  11)  fournit  la  valeur 

(A+C)HS*+2H*  -  2(B*-AC)Ri-(A  +  C)HRi 

^  R*[2(B*—AC)B*—  (A+  C)H] j 

et,  si  uous  posons 

(I)  Vu**+(A-C)*  =  9t, 
l'equation  resoluo  (III)  des  axes  (u°  11)  nous  donne 

2(B*-  AC)R*~  (A+  C)H  =  ±  9t. 

Nous  trouvons  ainsi  que  les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  plus  simplo 

CR*±H 
AH2  4-// 

(II)  <  y* 


■ — ■  i 
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18.  Coordonnees  dos  sommets.  L'equation  resolue  (III)  des  axes 
(n°  11)  nous  donne 

7/  A  +  C  +  W 

R  -  2   ~B*-AC  ' 

Si  uous  substituous  ccs  valeurs  dans  les  expressions  precedeutes  (II), 
celle8-ci  deviennent 

AS  H   2B*-\-A(A—C) 

(III)    {   r—  *2{B»^AC)±  2{B*-AC)'  ^//q^^Tcji' 

_     — BH      .         H  B(A+C)  

*'J  ~  H&-ÄC)  ±  2{ß*-AC)  V4/y--f  C)* 

De  ces  trois  formulcs  on  tire  les  egalites 

,     2  _  U-2«-fC)//  ,        7/9t  (A  +  C)1*H 

{*-\->J)      "  2(7.>  _ACy    X  2(ä5»_^C)  +  ^C)9T 

yl  ■    2(j5«— jc)  ~  -  2(#--.it')  ~  (/i*— iic)»' 

qui  donnent  les  valeurs  de  x-f-#  et  de  x  —  y,  par  suito  cellcs  de  x 
et  de  y. 

Dans  les  formules  (III),  les  signes  supericurs  sc  correspondent, 
ainsi  quo  les  sigues  iufericurs. 

19.  Eqnation  anx  absclsses  et  Eqnation  aux  ordonntfes  des  qnatre 
sommets.  Soient  ±r\  ±yf  et  ±y"  les  coordonnees  des  quatro 
sommets.   Pnisque  (n°  18) 

67/         .         //  2B*+C(C—A) 

*  2  «=  Ö7772~  7^  +  o7  „•»         .  >7C  c«  » 


I 


2(#2  — ^1C)  ^  2(5*— AC)  '  dt 

CH  H  2B*+C(C—A) 


2(B*-AC)      2{B--AC)'  9t 
nous  aurons  d'abord,  cn  ajoutant, 


X'2-L.T"2  £0.   ; 


puis,  en  multipliant, 


Le  facteur  entre  eroebets  revieut  j\ 
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C*[i&+{A  -  C)2]  -  -  (2B*  +  C--^1C)2  =  -  4Z*2(Z*2  -  J C)  \ 
par  suitc,  il  vient 

H*  B*  _ 

*  V'2  -  -  ßtZTÄC '  Ui*  +  (ii  -  Ö2' 

nous  cn  coneluons  quc  a*'2  et  ac"2  sont  lcs  deux  valcurs  quo  Toquation 

(IV)  (B*  -AC)x<-  CHz*  -  4^+(fl^i  =  0 

fournit  pour  x2 

Cette  6quation  donne  les  abscisses  des  quatre  sominets. 

On  verrait  de  meine  quo  les  ordonnecs  des  quatre  sommets 
s'obtiennent  par  l'equation 

{Y)  (jji-  ^CV  -  AH?  -  ISTflÄ  -  C)2  =  °' 

*  20.  Carres  et  reetangle  des  coordonnfes  d'an  somniet  en  va- 
lenr  da  demi-axe,  qul  abontit  a  cc  sommet  (coordonnees  obliques). 
Les  relations  entre  r,  y  et  R  sont  ici  (n°  14) 

(AIl*+10x+(W+H™se)>j  -  0, 
(C7?2+/%  +  (ZW  +  //cos0).r  =  0, 

*2+*2 +  2^080— tf2  -  0. 

Klles  donneut 

x*  —  xy  y* 


II  ~  BR*+  7/ cos  0      AR*  +  H 

 g»+y»+  2syCO80   /f/?2  

— : 2*0080  +  C')/*2+ 2//sin20  ~  (yl-2/icos0+C')//7^2+2//2siu20, 

Or,  cn  vertu  de  l'equation  (VII)  du  n°  14,  nous  avons 

(A  —  2Z/cos0+  C)HR2+  2//2sin20 
=s  2(Z*2—  XC)Ä*—  (^1-  2#cos0+C)//rt2; 

par  consequent  la  derniere  fraction  so  r6duit  a 

1 


#2 

2(B*  —  AC)ir  —  (A—2B  cos0  +  Q 


H 

ou  cn  ayant  egard  a  l'equation  resolue  (VIII)  du  n°  14,  et  en  posant 
(VI)  VMB-  Acos6)(B^Cms6)  +  {A  -  C)2  =  9t', 

notre  fraction  devient  simplement 
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1 

HF' 

Nos  egalites  fournissent  ainsi  les  cxpressions 

■  • 

(VII)  )   .  _  A«2+tf 


_        -(/^2+//CQS  Ö) 


rc8oluo2Jviin°0Id0,in^S,  ^  80mmet8  (Axcs  obli(lucs)'  L^Quation 
resolue  (VIII)  des  axes  (n°  14)  nons  donne 

R*=*~  #  cos  fl  -f  C  ±g* 

VaIeU,S  daDS  ICS  CX*r~8  (VII);  eiles 

(VIII) 

«i  _  -     C//_  .   1_L       _  2ii(^-Cco8Ö)+CtC-^) 


47/ 


De  ces  trois  formales  ou  peut  tirer  les  valeurs  de  (*4-v)*  et 
et  par  suite  collos  de  x  et  y.  ™ 

nnM*  2p  E«uati™  ■«  abseisscs  des  quatre  sommets  (axes  obli- 
ques).    Commc  ci-dessm  (n*  im  ,  wacs  ouu 

tions  (VIII),  Joe  CT  '  ra       la  1>ren,i"°  dGS  ^"a- 


,2  >,2  „  _  gg 


*'V«  =  _  7-  //~  .   Ccosfl)* 

*  —  4(^~^cosö)(^~c;c^6H^(Tl^^ 
Ou  cn  couclut  que 

(IX)  (B*—AC)z*—  CHx*  (B—Ctosß)*H* 

HB-Acosd)  {B —  c¥osö)  +  M-C)*  =  ° 
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I 

I  faurwt  les  abscisses  des  quatre  sommet*  dt*  la  conique,  dans  1c  cas 
F<rt  les  axes  de  coordonnees  comprennent  entre  cux  an  angle  6. 

On  trouverait  de  menie  qne 

O)  (B*-AC )„« -AH? ^iW-  6*S  ~  ° 

est  l'equation  aux  ordonnees  des  quatre  sommets  dans  le  cas  d'axes 
obliques. 


§  IV.    Foyers  des  coniques  ä  centre. 

23.  Carre"  de  la  demi-distance  foeale.  Les  coniques  a  centre 
ont  deux  systemes  de  doubles  foyers:  deux  foyers  reels,  qui  sont 
sitaes  sur  le  grand  axe  ou  Taxe  transversc  de  la  courbc,  suivant  quo 
celle-ci  est  une  cllipse  ou  une  hyperbolo-,  et  deux  foyers  toujours 
uaaginaires,  qui  correspondent  a  l'autre  axe  de  la  conique. 

A  ces  deux  sj*stemes  de  foyers  r6poudcut  deux  distances  foeale*, 
dont  la  secoude  est  toujours  imaginairc;  ainsi  que  deux  systemes  de 
doubles  directrices,  dont  les  deux  dernieres  sont  au^si  constammeat 
iaaginaires. 

Considerons  la  coniquo 

(1)  /(*,  y)  =  Ax*+  2Bxy+  Cy*  +  H  ~  0, 

qui  est  rapportee  a  son  centre.  Les  deux  demi-axes  K  et  fC  s/^t 
dotnees  par  les  formules  (n°  11) 


2/T*      A  +  C+  YlB*  +{A-C  >  * 
H   ^  ß*-AC 

2/T»  =  A  +  C-  y  j II^+Ta^c )» 

H  ~  &—AC 
torsque  les  axes  de  coordonnees  sont  rectangulaire*. 
Si  donc  2c  represente  la  distance  foeale,  on  aura 

ci  =  ± 

Par  consequent  les  carres  des  deux  demi-disUnces  foeale*  leroirt 

(I)  c*  =  ±  BiZTÄC  

*  24.  Si  les  axes  de  coordonnees  sont  obliques,  on  trouv«rl1» 
par  la  formale  (VIII)  du  n°  14,  que 
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2      uä  V^ß—  "Ä  cos«)  ( B~—C  cös  6)  +  (~A  —  C)» 

25.  Coordonue>s  des  foycrs.  Designous,  cn  göneral,  par  «,  ß 
les  coordonuecs  du  foyer  situe  sur  le  demi-axe  R  et  par  y  cclles 
du  sommet  auqucl  aboutit  cc  denii-axe.  Nous  avous  cvidcmment  les 
proportious 

a      ß  c 

x      y       R ' 

quclque  soit  Tanglo  des  axes  de  coordonuecs.    On  eu  couclut  quo 

(2)  a2  =  ÄJJ,    0-  =  "P  =  J{7' 

Daus  Tcxprcssion  do  «2,  mettous,  ä  la  place  de  c2  sa  valeur 

±  pg   tirce  de  (I),  et,  ä  la  place  de  a-2,  sa  valeur  (II)  du  n°  17; 

il  nous  viendra 


«2 


//      /      //  \ 
—  B*~  AC\C+  RV 


Mais  requation  (II)  des  axes  (n°  11),  pouvant  s'ecrire 
47/ 2  211 

-Ri  +2^1+6')^  _4(iy2-,1C')  =  0, 

donnc 


o/r  

Ri  =  ~  (A  +  C)  ±  YiB*+  (A-  C')^, 


et,  par  suite, 


2  // 

26' +  &  =  C—A±  Y4H*  +  (Ä  -  C)2. 
Ou  a  donc  eu  geueral,  pour  des  axes  rectangulaircs 

(Hi)    ^  ß2  -  ^j^^^ 


B*-At'' 

26.  Equation  aux  absclsses  des  foyers.  Soient  ±  a  et  «"  les 
abseisses  de  uos  quatre  foyers.   Nous  avons 

«'*  =-  2^  ac)  tc  -  Ä + v**+(A-cn  • 
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d'oü  nous  tirons 

tt2«"2  «=  — 

°  "  (^-vlC)2 

Nous  cn  coneluons  quo  l'equation  aux  abscisses  des  loyers,  et, 
par  suite,  cello  aux  ordounees  sont  respoctivoment 

(IV)  < 

(  (B*-AC)ß*  +  (C-A)Hß*-n2~Ä^  =  0. 

*  27.  Coordonntfes  des  foyers  pour  des  axes  obliques.  Les 
equations  (2)  nous  donnent 

i?2«2      ,      ]l*ß*  Jt*ctß 

remplacons  c2  par  sa  valcur  (II)  du  n°  24,  valcur  que  Tou  peut  niettre 
sous  la  forme 

en  tenant  compte  de  la  notation  (VII)  du  n°  14;  nous  aurons 

*  -~    ± im    '  v  ~     ±/m       *y~  ±im 

Mettons  ces  expressions  dans  dans  les  formules  (VIII)  du  n°  21,  nous 
obtiendrons  des  egalites,  des  quelles  nous  tirons  les  valeurs 


(3) 


—H    /    .  /fcosfl\ 


Mais  1'equation  (VII)  du  n°  14,  etant  mise  sous  la  forme 


sin20 ~  +  (A  —  2B cos  6  +  C)  ^  —  (B2  -  A V)  =  0, 
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pnis  resoluo  par  rapport  a  nous  donnc,  cn  faisant  usagc  de  Tabrc- 
viation  du  n°  20, 

//  A  —  2Bcosß+C  , 

Substituons  cettc  valcur  dans  les  expressions  (3),  uous  aurons 
eniin,  pour  les  coordonnces  des  foyers,  les  formales 


2  H 

er  —  


B*— AC 


A  —  C+  2{B  —  C'cos  ß)  cos  $       9? ' 


2sin*0  —  2siu*fl]' 

(V)  l  ß*  H       \C—A  +  2(B  —  Acosß)cosO       JR'  ] 

\P  AC  T  28in*ö  ±2sm^J' 

fl      — //   pz*  -  u -f o  cos  a  y 

oü  il  nc  faut  pas  oublier  quo 


W=  Y<i{B  —  Aco8ß)(B  —  Ccosfl)-\-{A-  Cf 
=  yi(Ü*  — ACjsüi*Ö  +  (A  —  2/icos  0  +  Cp. 

*  28.  Eqaation  aux  abscisses  des  foyers  (Coordonnces  obliques). 
Par  la  premiero  des  trois  formulcs  (V),  ou  trouve  facilemeut,  eu 
separant  les  sigues  de  ±9*',  quo 

.    „.          II       C—A  +  2(B—Ccos6)cosß 
«-  +  ni  =  B*—AC  sin>0  ~  ' 

'2  "2  —       ~H  _    (B~  CC0S  ß)i7/ 

ft  «    —  B*  —  AC  {Bt  —  AOsm'ß' 

Nous  en  concluous  quo 

(VI>  *  - 

/ 1»  CcosßY* II 

(B2— AC)8\n*ßa4— [C-A+2(B—  Ccosö)cos^]//a--- — jJ^ZZac  °' 

est  Tequatiou  aux  abscisses  des  foyers,  pour  des  nxes  obliques 

L'equation  des  coordonnecs  des  quatre  foyers  est  de 
memo 

(VII) 

( &-A  <7)sin*004— [\4-  6'+2(rt-.4cos0)cosö]  Hß^~B-^^^~^0, 

71 

Si,  dans  ces  equations,  on  fait  6  =  5-,  ou  retrouve  cclles  (IV), 
ut  a  des  axes  de  coordonnces  rectangulaircs. 
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§  V.    Diametres  conjugue*  egwx  de  I' 

pf  AivmntntM  <U  l'hvrvriinl* 

29.  Grandenr  des  diametres  conjuru^s  eraox  de  IVIlipse. 
Soit  G  la  longueur  de  Tan  de  ces  demi-diametres.  Puisque 

ia  forraulc  (II)  du  n°  11  nous  donnc  immediatemeot 

30.  Equations  des  diametres  eonjusrues  eraux  de  rellipse. 

Soient  x  et  y  les  coordonnees  de  Textrc-mite  de  (r,  et  »*  lc  coefficient 
angulaires  de  la  droite  OG,  O  etant  le  centre  de  Tellipse 

(1)  Axs  +  2Bxy  +  Cy*+  H  =  0. 

Nous  avons 

y  =  mx,  x*-\-y-  = 

et,  par  suitc 

x*      y2       xy  xi-{-yi  G* 


1       m*      ■       1-fwi*  l+m* 

d'oa  nous  tirons 


Mettons  ces  valeurs  dans  1'equation  (1)  de  l'eHipse;  celle-ci  devient 

(CG*+  H)m2  +  2BGim  +  AG*+  H  =  0, 
ou,  en  remplacant  G2  par  sa  valeur  (I), 

(2.Ba+  C*  —  ^  C)m*  +  2(^1  +  <?)^"» + 2  J3» +.4*  —  yl  C  =  0. 

Nous  en  concluons  quo  1'equation 
(U)    (2B2+A2-AC)x2+2(A  +  C)Bxy  +  (2B2+C2-AC)y2  -  0 
est  celle  des  deux  diametres  conjuguös  egaux  de  Tellipso. 

Lcs  equations  separes  de  ces  diametres  egaux  sont 

0     -  (A  -f  C)B  ±V~(ÄC—  B*)  gg^g^gg] 
1    '      y  2B*-i-A**~AC 
ou 

y  _  -  (A  +  C)  B  T VT^^^TE^M-  (A  -  Cf\ 
U>'       x  2B*-\-L'2  —  AC 
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31.  Angle  des  diametres  conjugutfes  de  Tellipse.  Rcprescntons 
cet  angle  par  V.  Lo  Parallelogramme  construit  sur  cos  diametres 
«•taut  egal  rcctangle  des  axes,  nous  avons 

ou  (n°  11) 

IT 

Q*  sin  7=  -T=r=:-..T^. 

llemplacant  6'-  par  sa  valeur  (I),  il  vient 

.   ir  2VAC—JP 

(V)  «nr- 

Lc  cosinus  du  memo  angle  est 

(Vi)  cosr=  , 

d'oü  on  deduit,  pour  la  tangente, 

—  2VaC  -  B* 


(VII)  taugl'= 


V<Ui*  +  {A  —  O'' 


*  32.  Grandeur  des  diametres  eonjuguees  £gaux  de  Tellipse 
pour  des  coordountfes  obliques.    L'equatiou  (VII)  du  u°  14  donne 

par  consequent,  ou  a,  pour  des  axes  obliques, 

.     U—  22^o.os0-{-C,)// 
(VIII)  W-ac)  

*  33.  Equations  des  diametres  conjuguees  (gmx  de  Tellipse 
pour  des  axes  obliques.  Si  uous  couservous  ks  uotations  du  u°  30, 
nous  aurons 


x*      y2   xy      x2 -+-  y2  +  2.ry  COS  ß  


G2 


1       in2  ~~  m  ™  l+w*a+2f»COS0  l-f»»5,+2»C08Ö 
et,  par  suitc 

 g»  2  g^m»  

g*m  

xy  ~~  l  +  wi*  +  2mcos0 

Mettons  ces  valours  daus  l'equatiou  (1)  de  Tellipse;  ccllc-ci  de- 
-  vient 
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(CG*+  H)m*+2(BGi+  Hcos6)m  +  (AG*+JI)  -  0. 

Si  nous  remplacous  Ql  par  sa  valeur  (VIII)  et  m  par  ■  nous 
trouvons  que  l'equatiou  des  diainetres  coujuguees  egaux  est 

(IX)  [4(4  —  Q  +  21J(B  —  A  cos  0)>* 

+2[4(*—  Ccos^)+6^-vlcos6>H-[^^'-^)+2ö(^-C'cosÖ)V==0. 

Los  equations  separeea  de  ces  diainetres  egaux  soiit  donne 

x  _  A(Ccos8  —  7i)  +  <7(vlcos0  — B) 
A(A  —  Q+ißiJJ  —  yl  cos  6) 

Vac—b*  ViiB— ACOB  H)  (/*—  CcOSÖ)+(4  —  O* 


(X) 


(XI) 


—  i t  (.4  —  Q  +  2  #(   —  A  cos  0) 

y  _  ^(C'cosfl  —  B)  +  6'M  cos  0  —  i/) 
*  ~    C{C—  A)  +  2Z/(/i  —  C'cös  Ö)"" 

4"  C\C—  A)  +  2B(B—  C'cosö) 


*  34.  Angle  des  diainetres  eongrue"es  egaux  de  Tellipse  pour  des 
coordonntfes  obliques.  En  vertu  de  Tequation  (VII)  du  n°  14,  on  a 

iAC—B*% 
par  suite  il  vient,  cn  egard  ä  (VIII), 

.  v 

ou 

,Y,  „    2 ^mT^Tb*  .  sin  0 

(X)  wnr=T^2/ycl>s0+c< 

pour  le  Sinus  de  l'angle  cherchc. 

Le  cosinns  du  memo  angle  est  douc 

m\      ,nc  v   -Vmü-^os  h)  (B^c^se)+[Ä-  c)* 

K   ]        C0S V  *  ~~A^2B^6+C"      ~  ' 

On  en  deduit,  pour  la  taugcnte, 

(XII)       taug  r=  -2sin«YAC=B* 


VMB  —  Acos6){B—  Ccos  6)  +  (A  —  C)* 

35.  Eqnation  aux  asymptotes  do  Fliyperbole.  II  nous  reste  ä 
determiner  l'equation,  qui  fournit  les  deux  asymptotes  de  l'hyperbolc 
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(2)  Ax*+2ßxy  +  Cy*+2Dx+2Ey  +  F~  0. 

Cette  equation  rcpreseusaut  une  hyperbole,  la  caracteristiqnc 
B%  —  AC  est  positive,  et  le  radical  Yß*— AC  est  rcel. 

Supposons  que  Ies  carres  des  variables  uc  manqucut  pas  tous  les 
deux  dans  l'equatiou  (2),  et  adraettons  que  lc  coefficient  C  de  y*  6oit 
differcnt  de  zero. 

Resolvons  l'equation  (2)  par  rapport  ä  y;  nous  obtenous  l'ex- 
pression 

ß x  I  E  1 

(3)  y  =  ±—  ±  AQg*+  tyBE—  CD)*+  JE»—  CF\ 


C    -  C 

ou 


ßx  +  E  ,  7? 
y  ~  CT  ±  Cl 

en  rcpresentant  le  radical  par  R. 


Dans  rexpression  (3),  reudons  la  quantite  sous  le  radical  un 
carre  parfait,  en  y  remplacant  la  partie  constantc  E*  —  CF  par 
(BE—CD)* 

Yß*—AC  ' 

Si,  dans  le  rösultat,  uous  representons  par  y'  Tordoun^e  qui 
correspond  ä  l'abscisse  x,  nous  aurons  l^quation 

ou 

y         c  * x  er 

oü  nous  d^signons  par  P  le  binöme  affectß  du  double  sigue  ±. 

L'equation  (4)  repräsente  evidemmeut  deux  droites. 

La  difference  entre  les  coordonnees  de  ces  droites  et  cello  de 
la  courbe  (3)  sera,  pour  uno  meme  abscisse  x, 

y>-y  =  ±UP-R)  =  ±± 


Mais  ou  a 

i?»  =  [(B*-AQx*  +  2(BE-CD)x  +  ^Z^Sf] 
—  AC)x*+2(BE—  CD)x  +  E*  -  CF], 

ou 
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qui  est  unc  quantite  coiistante,  que  Ton  pourra  dösigner  par  K.  II 
nous  viendra  donc 

y  _£  

s^-    BE  —  CD   — ' 

xYb*— AC+  — —g+Y{B*— AC)x*+2(BE—  CD)x+E*—  CF 

ou,  cn  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  ar, 


x 


K 

x 


Si  nous  faisons  croitre  x  jusqu'  a  l'infini,  ä  la  limite  lo  numera- 
tour  s'annullc  pendaut  quo  le  denominatcur  prend  la  valeur  fiuio 

2r>7/*  —  AC. 

Donc  les  dcux  droites  (4)  rcncontront  l'hypcrbolc  (2) 
ä  l'infini. 

Nous  avons  obtenu  l'equation  des  deux  droites  (4),  en  remplacant, 
dans  l'equation  (2)  de  l'hypcrbolc,  la  quantite 

{HE— CD)* 
&-CF  par  m_A(!< 

Nous  pouvons  donc  former  l'equation  do  l'cnsemblc  des  deux 
droites  (4)  au  moyen  de  l'equation  (2)  de  l'hyperbole,  cn  substituaut, 
dans  cellc-ci,  la  quantite 

ßi-AC      a  ' 


ou  encorc 

Hfl     (BE — CD)1 


au  termc  constant  F. 


V         B*  —  AC 
Mais  nous  avoiis 

E*     (HE —  CD)2  _  EHB*  —  AC)  —  (BE—  CD)* 
C  ~~    1P  —  ÄC  C(B*~AC) 

AE*+CD*  —  2BDE 
=  JP—AC 

uautite,  qui,  en  vertu  de  la  relation  (X)  du  n°  5,  est  egale  a  F—H. 
HU  Lim  10 
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L'ensemble  des  deux  droites  (4)  est  donc  represente  par  l'equa- 
tion  du  secolid  degre 

(XIII)  Ax*+ 21hi/  +  CV  -{~2Dx-\-2Ey  +  F-  H  =  0. 

L'inspcction  de  cette  equation  fait  voir  que  les  deux  droites, 
qu'ellcs  representcut,  passent  par  le  centre  de  l'hyperbole  (2);  d'ail- 
leurs  ces  droites  rencontrciit  la  eourbe  ä  l'intini;  donc  clles  sont  les 
asymptotes  de  l'hypcrbolc  (2). 

On  conclut  de  lä  lc  theoreme  suivaut: 

L'equation  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  se  <16duit 
de  l'equation  do  la  courbe,  cn  rctranchaüt  du  premier 
membre  de  cette  equation  lo  termc  constant  que  fournit 
la  translation  de  l'originc  au  centre  de  l'hyperbole. 

Si  a  et  b  sont  les  coordounees  du  centre  de  l'hyperbole  (2),  on 

aura 

//=  Da-\-Eb-\-F, 

d'oü  on  tiro 

F—H  =  —  {Da  +  Xb). 
L'equation  aux  asymptotes  do  l'hyperbole  (2)  sera  donc  aussi 

(XIV)  Ax*+ 2Bxy+  ty+  D(2x  —  a)  +  E{2y—b). 

36.  Exemple  I.  Les  coordonnecs  du  centre  de  l'hyperbole 

3*2+4*y+3,2-3.r  — 2y  +  21  =  0 

etant 

a  =  i,   b  =  0, 
l'equation  aux  asymptotes  sera 

Zx*  +  4*y+y*—  Zx-2y  +  J  =  0; 
et  ces  deux  droites  seront  repr^sent^es  par  les  equatious 

y~-2x  +  l±(x-\), 

qui  reviennent  ä 

2x+2y  —  1  =0,    Gz  —  2y  -3  =  0. 

37.  Exemple  II.  L'hyperbole 

5*s  +  4^-2j--4y+l  =0, 
ayont  pour  centre  lc  point 

a  =  1,   b  =  —  2, 
a  pour  asymptotes  les  deux  droites 
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5s*+ ixy  —  2x  —  <iy  —  3  =  0, 

c'est-ä-dire  lcs  deux  lignos 

x  — 1=0,   5x  +  4^+3  =  0. 

37.  Si  lcs  carres  des  variables  manquent  dans  Tequation  de 
Phyperbolc,  celle-ci  affectera  la  forme 

(5)  Bxy  +  Dx  +  Ey  +  G  =  0, 

et  donnera,  cn  resolvant  successivement  par  rapport  k  x  et  ä  y, 

y 

_  +  _ 

1  X 

Faisant  y  =  oc  dans  la  valeur  de  x,  et  x  =  cx>  dans  cello  de  y, 
on  obtieut  les  equations 

Bx+E  *=>(),    By  +  D  =  0 

de  deux  droites,  qui  rencontrent  la  courbe  (5)  ä  l'infini. 

L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  represente  par  l'equation 

DF  ■ 

(XV)  Bxy+Dx+Ey+  ^  -  0, 

qui  est  cclle  d'uue  conique  conccntriquc  avec  l'hypcrbolo  (5). 

Celle  conique  est  donc  cellc  des  asymtotes  de  notre  courbe. 

Commc  la  translation  de  l'origine  au  centro  de  l'hypcrbole  re- 
dnit  son  equation  a 

Bxy+G-^  =  0, 

on  voit  quo  l'equation  aux  asymptotes  sc  forme  encore  d'apres  la 
regle  6noncee  ci-dessus. 

II  est  utile  de  faire  remanqner  que,  ßi  lc  carre  de  l'une 
des  variables  manque  dans  l'.cquation  de  l'hypcrbole, 

l'unc  des   *otes  est  parallele  a  Taxe,  <| n i  corre- 

spond  a 
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38.   Exeinple  I.  Les  coordonnees  du  ccntre  de  l'hypcrbole 

x2  —  2xy— 2x+4y  —  1  =  0 

sollt 

s  =  2,   y  =  1; 
par  suite  l'equation  aux  asymptotes  sera 

x2  —  2ay  —  2x  +  4y  =  0 ; 

eile  peut  s'ecrirc 

(*-2)<*-2y)  =  0, 
et  sc  dßcoinpose  par  suite  daus  les  deux  equations 

Ä_2  =  0,    x~2y  =  0 
qui  representent  separement  les  asymptotes. 

Exemple  II.  Dans  l'hypcrbole 

2xy  —  lOx  —  Qy  +  17  =  0, 
lc  ccntre  est  au  point 

a  =  3,    /,  =  5. 
L'equation  aux  asymptotes  sera  douc 

2xi/— lOx— fy+30  =  0 

ou 

— 5z— 3^+15  =  0; 

eile  se  decompose  dans  les  deux  equations 

x— 3  =  0,    y  —  5  =  0, 

qui  representent  les  deux  asymptotes;  celles-ei  sont  paralleles  anx 
axes  de  coordonnees. 


§  VI.   Axe,  Sommet  et  Tangente  au  sommet  de  la  parabole. 

39.   Equation  de  Taxe  de  la  parabole 

(1)  /(*,  y)  =  Ax2+2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+F  =  0. 

Puisqu'on  a  B2  —  AC=*  0,  il  vient  B  =  y^lC'*),  de  sortc  rjue 
l'equation  do  la  courbe  peut  s'ecrire 

(2)  /(ar,  y)  =  (x  Y  A  +  y  Y  C)*+2Dx+2Ey+F  =  0. 


*)  Si  lo  coefficient  B  du  double  rcctangle  etait  nrgatif,  on  nurnit 
Z?  —  —  \/AC—  \/AX  —  %fCy  et  il  faudrait  ehflnger  lc  signe  de  \/C  dans 
tout  ce  qui  va  suivre. 
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2Dx  +  2Ey+F=(j 


est  l'cquation  de  la  tangente  menec  par  Tcxtreraitc  de  ce  diametrv. 

Soient  a  et  h  les  coordonnees  du  sommet  de  la  parabole  (2)  ; 
transportous  l'origine  des  coordonnees  en  cc  point,  en  posant 


Supposous  que  les  axes  de  coordoumes  soient  rectangulaires ; 
Vaxe  et  la  tangente  meiiec  par  lo  sommet,  passant  tuus  les  deux  par 
la  nouveUe  origiue,  seront  les  deux  droites 

Aout  la  secoude  est  pcrpcndiculairc  ä  la  premierc. 

L  equation  do  la  parabole  sera  donc,  dans  ce  cas,  de  la  forme 

(*)  (x'YA+!/yc)*+2p(xyc-!,yA)  =  o. 

S\  nous  identifious  les  deux  equations  (3)  et  (4),  nous  obteuons 
los  trois  relations 


qu\  serviront  d'abord  a  determincr  />,  puis  ä  calculer  les  deux  coor 
donnees  a  et  b  du  sommet. 

Les  deux  premieres  de  ces  egalites  (5)  reviennent  ä 


1'tquation  (2)  deviendra 

(3)         {*'  ya  +yYcr+/r«+y7H/K  *)  =  o. 


f'a  =  2pYC,  f\~- 


2p VA,  f(a,b)~0, 


que  Ton  peut  encore  ecrire,  puisque  B  =  y  AC\ 


(ayA+byC)VA  ^-(D-pYC'h 

(a^A +b  y  c>y  c  =  -       y  a). 


Divisaut  merabre  h  membre,  on  obtieut  l'equation 


y.i  n—pyc 


yC,I=  /•'-{-;>>'  A* 
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do  laquello  on  tiro  pour  p  la  valeur 

z>yc—  E-]/A 

0)  P=       A+C  ' 

Mettons  cetto  valeur  dans  les  deux  equations  (6),  elles  deviennent 
identiques  et  prennent  la  forme 

DVA4-EYC 
aVA  +  byC+-  y  A+c  =0. 

Lc  sommet  («,  b)  se  trouve  donc  sur  la  droite 

,     ,      ,Ä  ,  D^A  +  Eyc  _ 

(ü)  *v^+yyc+-^^Cf-L-==0; 

et,  comme  cettc  ligne  est  parallele  ä  Taxe,  requation  (II)  est  elle- 
meme  cette  de  Taxe  do  la  parabolc  (2). 

40.  Regle  pratique  pour  dftcrniiner  Faxe  de  la  parabolc  Mul- 

tiplions  requation  (II)  successivement  par  y A  et  yc,  puis  rem- 
placons  yAC  par  Ji  \  nous  voyons  quo  Taxe  de  la  parabolo  (1)  est 
aussi  repr6sentee  par  Tuno  ou  l'autre  des  deux  Equations 

.  AD  +  BE  Ä 
A*+By+  -0, 

(II') 

Faisons  disparaitre  le  denominateur  dans  la  premiero  des  equa- 
tions (II') ;  eile  dovient 

A*x-\-  ABy  -\-ACx-\-  BCy  -f-  AD     BE  =  0, 

et  peut  s'ßcriro,  en  remplac,ant  AC  par  Bs, 

A(Ax+By+D)+B(Bx  +  Cy  +  E)  -  0, 

ou  encore 

Puisque  J5  =  y  4C,  cette  equation  rovient  a 

(UI)  V4A+V<?/v-o. 

Ainsi  requation  do  l'axc  de  la  parabolc  s'obtient, 
on  multipliant  par  -y/A  et  yc  les  deriveos  rospoctives, 
par  rapport  ä  x  et  yy  du  proinier  merabre  de  l'6quation 
de  la  courbe,  et  en  egalant  a  zero  la  somrae  des  pro- 
i.ts  obtenus. 
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41.  L'equatiou  de  Taxe  de  Ia  parabole  peut  aussi  sc  deduirc  de 
l'equation  generale  (I)  du  n°  1,  qui  fournit  les  deux  axes  des  coniques 
quelconques,  pour  des  coordonnecs  rectangiilaircs. 

En  effet  puisque,  daus  lc  cas  de  la  parabole,  on  a  B*  AC,  les 
equations  (II)  du  memo  numero  deviennent 

A-C±(A  +  C) 

ou 

Fx~YcI  "  ct  *x      ylF * 

La  premiere  de  ccs  deux  equations  rc  reduit  ä 

V  C(Ax  +  ?jy  AC+D)  —  Y  A(xY  AC+Cy+JÜ)  =  0, 

ou  ä 

xyC'(A  —  A)  —  yy  A{C—  c)  +  Dyc—  eya  =  o. 
Ccttc  equatiou,  pouvant  s'öcrire 

(xY  c-  ,jY  a)  xo+ ny  c—  syA  =  o, 

represente  an  axe  situe  a  Tinfini. 
La  seconde  dquation 

n'est  autre  que  ccllo  de  Taxe  (III)  a  distance  tiuie ,  puisque  F(x,  y) 
represente  au  n°  1  la  meine  fonetion  que  f(z,y)  au  n°  39. 

42.  Autre  methode  pour  trouver  faxe  de  Ia  parabole,  L'axe 
de  la  parabolo  (2),  etant  parallele  a  la  droito 

*V  A  +  tfYC=0, 
est  represente  par  unc  öquation  de  la  forme 

(7)  *yM+*yc+A  =  0, 

oü  la  eonstantc  X  est  a  determiner. 

Pour  trouver  la  valeur  de  ccttc  constante  A,  remarquous  quo 
l'equation  (2)  de  la  parabole  peut  s'ecriro 

(x  Y  A  +  y  Y  C+  X)*  +  2(D  —  Xy  A)x  +  2(E—  X  Y  C)y+F—  X2  =  0. 
Sous  ccttc  forme,  on  voit  que  la  droitc 

(8)  j—W*  -^/jH2(M  Y  Qy  -f  F—  V  =  0 
est  u  **n  sommet. 
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Si  lcs  axes  de  coordonnecs  sont  rectangulaires,  lcs  cocfficicnts 

m  7c'    m  =  ~  E-Tyc 

des  deux  droites  perpendiculaircs  (7)  et  (8)  devront  satisfaire  ä  la 
condition 

mm'+l  =  0. 
On  a  ainsi  unc  equation  cn  l 

qui  donno 

(IV)  A  -  --^  

Mettant  cette  valeur  dans  (7),  on  retrouve  l'equation  (II)  de 
Taxe  de  la  parabole. 

43.  Equation  de  la  tangente  an  sommet.  Elle  s'obtient,  en  rem- 
placant  dans  (8)  X  par  sa  valeur  (IV). 

Or,  en  vertu  de  (IV),  nous  avons  evidemmeut 

Ayt         A+C     =~        Ä+c  * 

par  suite  P6quation  de  la  tangente  au  sommet  sera 
(V) 

xVC-yYA  +  -  (j  +  nF___         (DYA  +  EYQ* 

y     yy      2(/>y  c —  e  y  a)  2(A+c)(nyc-EyA)-Q' 

Nous  pouvons  transformer  cette  equation,  en  y  faisaut  disparaitre 
les  radicaux. 

Pour  cela,  multiplions  d'abord  le  premier  membre  par  Y  c,  P1"8 
les  termes  des  deux  fractions  resultantes  aussi  par  y C\  TSquation 
deviendra,  par  suite  de  YAC= 

v    )  J^2{CD-BE)      2(A+C)(Cn  —  BE)—*}m 

On  verrait  de  meine  quo  cette  6quation  revient  ä 

(A  +  QAF  (AD+BE)* 


(V")      Bx-Ay  + 


2{BD —  AE)      2(-4  +  C)  (BD—AE) 


ds3  foyerw  ff  4a 


rintersoctioa  «ir?  Tiz*  *e  he  hx  ilzj^üt-  li 
droites.    Noa*  pr  . .    _i  äs  frsaZi  a*  •  ts 

±£> —  ä  i  J.  -  —  r  ^  —  *  i     i  — 
Ein  les  i€«6i?i32  tot  tlts^,-  i  -  ss  ^  3 

\  -L  't  - — 1,1 

O) 


'         2l\     -Ii  - 


M   Ä.X*    l»3B^ ui>  -Off   *  J«C   bt   "i-r'ir  7 


(VI) 

I 


>  = 


*"l  *  ■  i  —  i  Z 


ct.       a         [Hnj;uriiiii  jt«r  murale 

:   27      _  '  :  ~  '  - 

'  '      rj  —  j  &       -  1 .  ~  - 

y  /  —  Ut  Ct.* 

:  1 

A£" — 2  7.'=  \  ti.i  ■         !*i  ' 
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45.    Equation  de  la  parabole  (2)  rapporUn»  a  sou  so  mm  et. 

L'equation  cbcrcbee  est  cello  (4)  du  n°  39,  oü  il  nous  suftira  de 
remplacer  ;>  par  sa  valeur  (I). 

Nous  trouvons  ainsi 

(VII)  (A  +  C)(xyA+!/YCy  +  2{DyC~EYA)(xyC-!/y'A)  =  0 

pour  l'equation  de  la  parabole  (2),  rapportee  au  sommet  de  cette 
parabole. 

En  multipliant  sucecssivement  par  A  et  C,  on  peut  aussi  donuer 
ä  cette  6quation  les  deux  formes  suivantes 

(VII')  (A  +  C)  (Ax  +  BV)*  +  2{BD  -AE)  (Bx  -  Ay)  =  0, 
(VII")     (A+C)(Bx+Cy)*  +  2(CD-BE)(Cx-By)  =  0. 

*  46.  Equation  de  Taxe  de  la  parabole  pour  des  coordonnee* 
obliques.  Mettons  l'cquation  de  notre  parabole  (2)  sous  la  forme 

(xYA  +  yYC+k')*+2(D  —  \'YA)x  +  2{E-k'yC)  +  F-k'*  =  O. 

Si  8  est  l'angle  des  axes  de  coordonnees,  la  perpendicularite  de 


et  de  la  tangento  au  sommet 

(12)  2(D- X'yA)x  +  2{E- l'y  C)y+  F —  A'2  =  0 

exige  que  Ton  ait 


y A(D-k'y A)  +  y  C(E—k'y  C) 

-[yA{E-k'VC)+  V  C(D-k'VA)]co$6  =  0. 

On  en  tire 


D  VA  +  EVC—(DVC+  E  VA)  cos  ß 
A+C—2Bcos6 

D(VA-cosOVC)-{- E(VC-  cos  (9  VA) 
A+C—2BzosQ 

VA(D~E  eosfl)4-  VC(  E—Dcosti) 
A  +  C—2Bco&e 


l'axc 
(11) 


xyA+yyc+k'  =  o 


l+mw'+^/t  +  m^cosÖ  —  0, 


ou 


Substituant  cette  valeur  dans  (11),  on  obtient 


-  0 
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pour  I'eqnation  de  Taxe,  dans  le  cas  de  coordonnecs 
obliques. 

*  47.  Regle  pratlque  pour  ecrlre  1'equation  de  Taxe  de  la  para- 
bole,  pour  des  coordonnees  obliques.  Multiplions  l'equation  (IX)  par 
le  denorainateur  A  +  C— 2  cos  dVAC,  mis  sous  la  forme 

VA  ( VA  —  cos  6  VC)  +  V  C(VC—  cos  6  VA) ; 

eile  devient 

Ax(  VA  —  cosdVC)-\-x  VA C(VC—  cos 6  VA) 
+  y VAC(VA  —  cos0VC)+  Cy  {VC—  cosö VA) 
+      D  {VA—  cos0VC)+     K  {VC—cos6VA)=Q, 

ou,  en  mettant  en  evidence  los  factcurs 

VA  —  cosOVC  et   VC—  cosß VA, 
(VA  —  cos6VC)(Ax+By+D)  +  (VC-cosdVA)(Bx-\-Cy  +  K)  =  ü. 

Cetto  equation  revient  ä 
(IX')         iVA-cos6VC)f'x+{VC-coseVA)f',j  =  0, 
et  prouve  que 

L'equation  de  Taxe  de  la  parabolo,  pour  des  eoor- 
donnees obliques,  s'obtiont,  en  multipliant  les  deri- 
vees,  par  rapport  ä  x  et  y,  du  premicr  m  e  m  b  r  o  d  e  l'e  q  u  a  - 
tion  de  la  courbe,  respecti v ement  par  VA  —  cosdVC  et 
VC — cosö  VA,  et  en  e galant  a  zero  lasoramodesproduits 
obtenus. 

*  48.  Equation  de  la  tangente  au  somntet,  pour  des  eoordonnees 
obliques.  Dans  1'equation  (12)  de  cette  tangente,  mettons,  a  la  place 
de  X'  sa  valeur  (VIII);  les  coefficients  de  1'equation  deviennent 

n  —  Va/ a  -  WC-EVA){VC—cx>* 6  VA) 
KVA~  A  +  C—2Bcos6  ' 

r-i<wr  WL-ÜVC)(VA-vmevC) 
4  vi,-  A+C-2Bcosd  ' 

L'equation  de  la  tangente  au  sommet  sera  donc,  pour  des  eoor- 
donnees obliques, 

(X)       (VC-cosevA)x-(VA-cos6VC),j+  {A^^^E 

_  [n VA + E V C—  ( D V C+  KVAHos 0]  _ 
2{A  +  C-2Bcosd){DVC-EV~Aj~~  ~  0m 
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Afin  de  debarrasser  cette  equation  des  radicaux,  multiplions  le 
premier  membre  par  VC\  multiplions  cnsuite  les  deux  teriacs  des 
deux  fractious  resultautes  aussi  par  VC\  l'equation  deviendra 

(X')         (C-B  cos  6)x  -  (B  -  c cos  6)9  +  U+^^S^CF 

1*%°— B  CQ8  $) + D(B — Ccosfl)]3  _ 
~  2(A+  C—2B  cos  6)  ( CD  —  BE)   ™  °' 

On  trouverait  de  memo  quo  requation  (X)  peut  eueore  se  mettre 
sous  la  forme 

(X")         (B-A  cos  0)x  —  (A  —  B  cos  6)y  +  ^^bD-Te^ 

[E(B— Aco»ß)+D(A~  /Jcosfl)]* 

+  C-  2ii  cos  0)(BD  —  AE)    =  °* 

*  49.    Coordouuees  du  sonimct,  pour  des  axes  obliques.  Lc 

sommet  («,  l>)  est  rintersection  de  Taxe  (11)  avec  la  parabolo  (2), 
ou  l'iutersectiou  des  deux  droites 

xVA  +  yVC+k'  =  ö, 
2Dx+2Ky  +  F+k'*  =  0. 

Cos  deux  equations  du  premier  degre,  ctaut  resolucs  par  rap])ort 
a  x  et     uous  fouruissent  les  valcurs  (9)  ou 

(13)  .  , 

/  FVA  +  k'(l'VA—2D) 

\    y  ~~     2{DVC—EVA)  ' 

Dans  l'exprcssion  iVC-£,  rcraplacons  A'  par  sa  valeurs  (VIII), 
nous  aurons 

«r        (EVA  —  DV  C)  ( VA  -  cos  6  VC) 
VC-E-—  A+C-2Bco*6 

On  trouverait  de  memo  quo 

(D  VC—  E  VA)  (VC—  eosfl  VA) 


WA-D 


A+C—  2B  cos 0 


Substituant  ccs  expressious,  ainsi  que  ccllc  de  k',  dans  les  va- 
leurs de  x  et  on  obtieut,  pour  les  coordonnces  «  et  b  du  sommet 
les  valeurs 
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(XI) 

 FVC  E^D  VA  +  E  V  C—  (DV  C+E  VA)  cos  ß] 

a       2(EVA  —  DVC)         2(A+C—2licos6)(E~VA  —  DVC) 

_  \.DVÄ  +  EVC—{DVC+E VA) cos O^iVA—  cos fl VC) 

2U+C— 'S/icosö)3»' 

^  =   _FVA  ti[DVA+  EVC  —  (DVC+EVA)cos0] 

'  ~  2(DVC—EVA)  2(A  +  C—'2UcQBÖ)(l)VC--EVÄ) 

Ii)  VA  +  EVC—  (DV<-\-  E  VA)  cos  0]  (y^-jM^Vjj) 

2M+r  — 27/cos0)* 

Daus  ces  valcurs  faisons  disparaitre  les  radicaux;  cllcs  devionuent 

 />F       _  +      —  M  ^  +  BD)  cos  6»] 

'J    2U/-;  -  HD)     2(A + c  -  2/j  cos 0)  (AE — 

_  [i4/?+fl£  —  (^/;+ cos  0]  (A  —  n cos fl) 
2A(A  +  C  —  2/icosö)- 

/AF   /J[C/;+  />'/)  —  (CD+  /iE)  cos  0] 

=  2(CD  —  HE)  ~~  2(^+C—  2B  cos  Ö)  (CD  ~JJE) 

_  [c/;+/iD— (r/)+  /;/«;) cos 0]  (r—  // cos 0) 

2C(A+C-2ßco*$j*  '  ' 

Si  lc  sommet  de  la  parabolc  (2)  est  pris  pour  oiiglno  des  coordon- 
n6es,  reqaation  de  la  courbo  preudra  evidemment  la  forme 

(U)  (xVA+yVC)*+2P\(VC-cosevA)x-(VA-cos6VC)y]==<). 

Mais,  si  Toriginc  est  transportco  au  sommet  («,  b),  requatiou  (2) 
devieudra  aussi 

(xVA+vVC)*  +  x/'a  +  yf\  =  0, 

attendu  que  Ton  a  /(a,  b)  =  0. 

Identifiant  ces  deux  equations,  on  obtient  les  egalit6s 

Sa  -  2//(VC-cos0V^), 
/'ö  =  2//(cos0  VC —  VA), 

qui  peuvent  s'e'crire 

—  p'(VC-cobQVA), 
Ba  +  Cb  +  E  =  p'(cosdVC—  VA), 

oa  bien 

(aVA  +  t,VC)VA  ^  —  D  +  p'iVC  —  conOVA), 
(aVA  +  bVC)VC  ^  —  E  +  ;/(cos «VC—  V 
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Divisant  ces  deux  egalites  racmbrc  ä  membrc,  on  obticnt  l'equa- 

tion 

VC  ~  —  E+pf(cosd  VC  —  VA)' 

qui  so  reduit  ä 

—  E  VA  +  p'(B  cos6  —  A)^  —  DVC  +  p'(C  —  B  cos0), 

ou  ä 

DVC—EVA  =  p'(A  +  C  —  2#cosÖ) 

et  donne 

(XII)  p  -A  +  C-2Jicose- 

Si  Ton  substituc  ccttc  valeur  dans  l'cquation  (14),  on  trouvc  que 
la  translation  de  Torigino  au  sonimet  de  la  parabolo  (2)  cbauge  sou 
equatiou  dans  la  suivante 

(XIII)  (A  +  C  —  2/icos  6)  (xVA  +  y  VC? 

-  2(  E  V  A  —  D  V  C )  [( V  C  —  cos  0  VA)x  -  ( V  A  -  cos  0  V  C  )y] . 

Nous  pouvons  faire  disparaitre  les  radicaux  de  cette  equation, 
en  multipliant  les  deux  membres  soit  par  A%  soit  par  C.  Cette 
equation  proud  alors  les  deux  nouvcllcs  formes 

(XIII')  (A  +  C  -  2B  cos  0)  (Ax  +  ByY 

—  2(AE  —  BD)  [(B  —  A  cos  B)x  -  (A  —  B  cos  %], 

(XIII")  (A  +  C-2B cos  6)  (Bx  +  C»s 

=  2(BE  —  CD)  [(C  —  B  cos  6)x  —  ( B  —  C  cos  Ö)y]. 


§  VII.   Parametre,  Foyer  et  Direetrice  de  la  parabole. 

51.   Yaleur  du  parametre  de  la  parabole 

(1)  fix,  y)  —  A£  +  2Bxy  +  Cy*  4-  2Dx  +  2Ey  +  F  -  0. 

Si  Torigine  des  coordonnees  est  transporteo  au  sommet  de  la 
parabole,  sou  equation  (1)  sc  reduira  a  (n°  45) 

(2)  (A  +  C)  (arV^  +  yV^)2  +  2(D VC  -  £  V^)  («VC  -  y VA)  =  0, 
en  supposaut  les  coordonnees  rectangulaires. 

Representons  par  /'  lo  parametre  de  la  parabole,  et  designons 
par  Y  et  X  les  distances  respectives  d'un  point  quclconquc  (x,  y)  do 
la  courbe  (2)  a  Taxo 

(3)  zVA  +  yVC  =  0, 
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et  a.  Ja  tangente  an  sommct 
(4)  xVC-t,VA=*0. 
Xous  avons  evidemmeut 

Y*  -  2PX; 

et,  commc 

xVA  +  yVC 

Va+c  ' 

x  =  xVC— y  VA 
'  Va+c  9 

il  vient  aussi 

(x  va  +p  vc)2  -  zrYÄ  +  C(x  Vr.-y  VA), 

pour  Tt-quation  de  la  parabolc. 

Cette  äquation  devant  etre  identique  avec  (2),  on  a  1'egalite 

<Toü  Ton  tire 

pour  l'oxprcssion  du  parametre. 

Puisque  A  et  C  sont  neecssairement  positifs,  lc  parametre  /'  aura 
le  signe  de  la  difference  EVA  —  DVC 

Si  iious  multipüons  les  deux  termes  de  la  fraction  (I)  successi- 
vement  par  VA  et  VC,  ou  trouvera  quo  lo  parametre  Paffccte  aussi 
les  deux  formes  suivantes: 

AE  —  BD 

(T)  />=  «-0O 


*  52.    Valeur  du  parametre  pour  des  coordonnees  obliques« 

Lorsque  les  axes  de  coordonnees  sont  obliques,  la  translation  de 
l'origine  au  sommet  ebauge  l'equation  (1)  de  la  parabole  en  (n°  50) 

(5)  (A+C- 2cosö  VAC)(xVA+xVC)2 

=  2(£Vi4  —  DVC)[( VC-  cosÖV>4)x  -  (VA— cosö  VC)y] 
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La  distance  du  point  (#,  y)  ä  Taxe 

xVÄ+yVC=0 

sera 


Y  = 


— » 


ccllc  du  memo  point  ä  la  tangeute  au  sommet  sera 

x  =  (VC—cost)VA)x  —  {VA-  cos  6  V  Oy 
VA  +  C—2cosOVAC 

Mettaut  ces  valeurs  dans  l'egalitö  Y2  —         on  obtient  aussi 

(*W+y  VC)2  =  -j-^  VA  +  C—  2COS  6  VACX 

X  [(VC— cosövM)*  —  {VA— coseVCyy] 

pour  l'equation  de  la  parabolc  (5). 

Identifiant  cettc  equatiou  avec  (3),  ou  trouvo,  pour  Tcxprcssion 
du  parametre  cu  cas  d'axes  obliques,  les  valeurs 

±EVA—  ny  C )  sin*0 
P  "  [A+  C—  2C08Ö vÄCjl ' 

m      p=s  (AE-BD)s^ß 


(II")     P  = 


(A  +  C—2B cos 0)y  i4-  +  ^—  245  cos  0 

 (JBE--  CD)s\u*8  

(A  +  C — 2  cos  0)V  F+S  *  —  2£(7cosö 


53.  Coordonnees  du  foyer.  Rcpreseutous  par  «  et  v  les  coor- 
donnees du  foyer,  rapporte  au  sommet  de  la  parabole;  par  «  et  ß 
les  coordonnees  du  meme  point,  rapporte  ä  l'ancienno  origino. 

Le  foyer  etant  situe  sur  Taxe  de  la  parabolc  (2),  les  coordonnees 
7*  et  v  satisfont  £t  l'equation 

xVA  +  yVC=Q, 

qui  represcute  cet  axe,  lorsque  Torigine  est  au  sommet  de  la  courbe. 
Nous  avons,  par  suite. 

uVA+vVC  =  0, 

d'oü  uous  tirons 

u 

VC  VA' 

II  vient  ainsi 

w2  W2_J_^  gl 

C=  A  =  A+C  ~  4(A+Cy 
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jtffendti  quo  la  distance  du  foyer  au  sommet  est  6gaIo  au  demi-para- 
m£tre  5-. 

On  en  deduit 

2YA+C*   V  2VI+C' 

Mcttant  ä  la  place  de  P  sa  valeur  (I),  on  obticnt 

=  {EVA—  DVC)VC  BE—CD 
m  (*  +  -2(A+Cf 

—  (D^C—KVA)VA  _  BD  — AK 
v  ~       2{A+ C)*        ~~  2(A+ 

pour  les  coordonnees  du  foyer,  rapporte  au  sommet  de  la 
parabole. 

Puisque  a  et  b  sout  les  coordonnees  du  sommet,  par  rapport  ä 
rancienuc  origine,  nous  avons 

a  =»  u-\-a,    ß  =  v-\-b. 

Substituous  ä  u  et  »  les  valeurs  precedeutes  (III),  et,  a  la  place 
de  a  et  * ,  mcttons  leurs  expressions  (VI)  du  n°  44;  nous  aurons, 
pour  les  coordonnees  du  foyer,  les  valeurs 

(  FVC  _5      _  (I)VA+EVC)E 

]  a  —  2(EVA— DVC)     2(A+  C)    '  2{A+C){EVÄ~DVC)' 

)  /V^4  7-:  (DVA+EVQD  . 

I  "  ~"2(/>VC-AVi4)     2(^  +  C)  2U+C)(/>VC-AVi4), 

aux  quelles  on  pcut  eucore  donner  la  fonnc  suivante 


(IV) 


ft  =  2{AE—BD)     2A(B+  C)' 

flF—  Z)7v)        CE  +  BD  . 
"  ~~  WCD^BE)  ~~2C(A+Cy 


Nous  rctrouvorons  ccs  coodounees  plus  lain,  au  n°  118,  par  une 
methode  dirccte. 

*  54.    Coordonnees  du  foyer,  ponr  des  axes  obliques«  I/Sgalite" 

trouv£e  preccdemment 

U  V 

VC  =  —~V~A 

nous  donne 

Teü  LXHI.  1 1 
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u*       v*  2uvC0Sd  u2-\-V"-\-2uv  COS  ß 

C A     ^2cos0  ViC  =  ^4 -f  <?~  2cosbv'ÄC 

 P*  (LV-4  —  DVC^sin4« 

"  4U+C-2Äcosö)  ~  4U+C— 2ÄCOS0)4  ' 

On  cn  tire 


(V) 


(EVA—DVC)  V Csin*0        (fl7?—  C/>)  sin*fl 
M  ™     2U+  C— 2£cos0)''     ~~  2(4  +  C— 2ÄCOSÖ)-' 

(/n/<7-  EVA)  VA  siu*fl  (BD-AE)  sin20_ 

2(A+  C—  2ÄCOS  6>)*         2U  +  C—2BcosH)* 


y  = 


pour  lcs  coordonnees  du  foycr,  rapporte  au  sommct  de 
la  parabolc. 

Si  nous  augmentons  ces  coordonnees  de  celles  (XT)  du  n°  49, 
qui  determinent  lo  sommet,  nous  aurons 

(VI) 

_         FVC  D—K  cos  6  

"  ~~  2(EVA-DVC)  ~~  2(A+C—  2Bcos6) 

2(ii+  V—  2Äcosö)        ~     X  EVA  -  DVC 

0  FVA  E  —  DcosB 

P  — 


2(D  V  C—  E  VA)     2(A  +  C—  2£  cosö) 

D(VA  —  cos  OVC)  -f-  E(V C —  cos  ÖVA)  D  

2{A-\-  C-2Äcos0)  "      X  DVC—  EVA 

pour  les  coordonnees  du  foyer,  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

Si,  dans  ces  expressions,  on  fait  disparaitre  les  radicaux,  elles 
prendront  lcs  formes  suivantes: 


a  = 


(VI') 


ß 


 BF    D  —  EcosQ  

2{ÄE—BD)  '  '  2{A-{-  C—2BcosO) 

D(A—CcosO)  +  E(B—  A cosfl)  JB  

2U+C-2ÄCOS0)  X  (AE—  BD)  * 

 BF   K  —  Dcosß 

2( CD  —  BE)  ~  2(A+C—  2Äcos  0) 

B  cos  6) +  D(B  —  Ccosß)   D  _ 

2U  +       2ÄCÖ8  0)  X  — 


55.  Equation  de  la  droite  perpendiculaire  t\  Faxe,  nienle  par  le 
foyer.  Cetto  droite  est  parallele  a  la  tangente  au  sommet  (V)  du 
nü  43,  et  passe  par  le  poiut  («,  jS);  eile  est,  par  suitc,  representee 
■■  '•Sjiation 
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xVC—yVA  —  aVC+ßVA  -  0. 
Or  les  oxpressions  (IV)  donnent 

*iSß=fit/A  U+QF  (EVA-DVC)*-(D%/A+DVC)* 

pVA~~2{EVA-DVC)~t  2{A+~C)(EVA—BVC) 

ou 

aVC-ßl/A-    2{EVA-DVC)  +  A+C 
LVquation  de  iiotrc  droito  est  donc 
iXJU  1>*-AF+E*--CF     EVA- D  VC 

*  Si  los  coordonnees  etaieut  obliques,  l'equation  de  cette  droito 
Sfrait 

(VIII)   {VC —  C0S6VA)x-(VA  -  cosov  ey - ^Y^T 

_  r(A  +  (;~  2ß  cos  ^  ~ (/>*  +     — 2/>/vcos<9) 

~~  2(EVA  —  DVC)  =  °* 

T>6.  Coordonnees  du  pied  de  la  direetrice.  Uepresentons  par 
d  et  ß'  cea  coordonnees.    Nous  avons  evidemment 

<*'  =  a — «,    ß' =  b —  t\ 

Remplacons  a  et  i  par  leurs  valeurs  (VI)  du  n°  44,  «  et  v  par 
lcurs  valeurs  (III)  du  n°  r>3,  nous  trouverons  quo 


(IX) 


B{ Iß  —  A F+  g  —  CF)     AD  +  BE 
*  ~~    *2{A+C){BD—AE)         {A  +  C)*' 

,  _  B{B2  —  AF+  E2  —  CF)      CE  +  BD 


2{A+C)  {BE  —  CD)         {A+  C)* 

*  Si  les  axes  sont  obliques,  on  trouvera  de  Ia  memo  maniere  quo 

(X) 

,  BF  P  —  TScosfl   {CD  —  BE)$m*ß 

0  ~  i>{AE  —  BD)~~  2{A+C  — 2B  cosS)^  {A+C— (2Bco86~y 

f>(A-Bcos  6) +  E{B  —  vlcosfl)   E  __ 

~~  A  +  C—  2B  cos  0  X  AE  —  BD% 

 BF  E—  Dcosß   (AE  —  B  D)sin*fl 

*  2(CD  —  //ÄÖ  ~~  2(-4  +  C  —  2B  cos  6)     (>1  -f-  C  —  2B  cos  ö)a 

JK(C—  //cosft)  +  /X^—  C'cosfl)  />  _ 

~~  ,4  +  6'-  2£cos  0     ~      X  C7>  —  ^/«;* 

11* 
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'.ü.    Equation  de  la  direetiiee.    La  directrice  est  parallele  a  la 

tanzotiio  au  *».>nnnvt.  en  nurne  temps  «ja*  eile  passe  par  le  poiut  (a\ 
«on  equation  est  dune 

rV  C— y%  A    -  a'\  C-ß'Y  A. 

Mettons  ä  la  place  de  a  et  i'  leurs  valeurs  (IX),  ou  trouve 

B*—AF+E*—CF 

pour  lYquation  de  la  directrice.  pour  des  coordonnees  reetangulaires. 

Si  Ton  fait  disparaitre  les  radicaux,  on  verra  que  cettc  equation 
peut  encore  affecter  les  deux  formes  suhantes. 

nrtri  r      n  B(lP-AF+&-CF). 

ß(D*  —  AF+  /.--CT) 

(XIII)  Bx  -  AU  -  2(CD~BE)  

*  Si  los  axes  des  coordonnees  etaient  obliques,  on  trouverait, 
par  la  memo  methode,  quo  Fequation  de  la  directrice  serait 

(XIV)  (VC  -  cos  6  VA)x —  (V'-l  —  cosö  VC)y 

F(A  +  C  —  2B  cos  ft)  —  (  /)*  +  E*  —  2  DE  COS  0) 

%(DVC—EVA)  ~ 

Cette  equation  peut  encore  sc  mettre  sous  les  deux  formes  sui- 
vautes 

(XV)  (B  —  A  cos  B)x  —  (A  —  B  cos  B)p 

,  BF(A+  C-  2/icos ß)  —  Ii( D*  +  E*  —  2DEcos  0)  _ 

2{CD  —  BE)  — " 

(XVI)  (C—  Bcos6)x-(B  —  C'cos% 

,  /*/■(  vt  +  C—  27i  cos  g)  —  VJ(/J2+  £*  —  2  DE  cos  6) 

2(IW  —  ÄE) 


8  VIII.    Paraboles  assujetties  ä  des  conditions  donnees. 

Nous  uous  proposons  de  determiner  les  principales  conditions 
nnnlytiques,  auxquellcs  doivent  satisfairc  los  coeftieients  de  Toquation 
generalo  de  la  parabolc,  pour  quo  l'originc  et  los  axes  de  coordon- 
nees aiont  dos  positions  donnces  par  rapport  a  la  courbc. 

Nous  supposcrous  les  coordonnees  reetangulaires,  et  nous  repre- 
senterons  la  parabolo  par  l'equatiou  generale 
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de*   /oyrrx  rt  <hs  ttinctrins  dnns  les  sfctions  COHiqUt*, 

(1)  (xVA+v  V&)*+2Dx+2Kp+F~0. 

79.  I/oriirlne  est  sitnee  sur  Taxe  de  la  parabolc.  Pour  que 
l'axc  de  la  parabolc  passe  par  Torigine  des  eoordounees ,  son  equa- 
tion  (II)  du  n°  30  devra  elre  de  la  forme  mr-\-uy  =  0,  ee  qui  exige 
i|oe  Ton  ait 

(I)  DVA+EVC>~Q, 
ou  bien 

—  «  £L  j 

VC        iA  1 
oü  A  represente  unc  indetenninee  queleonque. 
Ou  eu  tire 

1)  =  A  VC,    £  =  —  A  VA, 
co  qui  cbange  notre  equatton  (1)  daus  la  suivante 

(jr  VA+yV  X')  +  2A(*  V  C—  y  \  'A)  +  F~  U. 

Ou  eu  eonelut  que  l'equation 

(I')  (mx  +  7^)-J+2A(^—  my-\  p)  -  0 

represente  toutes  les  paraboles,  dout  Taxe  passe  par 
l'origino  des  eoordounees. 

80.  L*oriirtnc  appartient  ft  la  tan&rentc  sommet.  Dans  ec  eas, 
le  terme  eonstaut  de  l'equation  (V)  du  n°  13  est  uul,  ee  qui  donne 

m\  (»VA+KVQ* 

w  *  =     (ÄTcj*  ' 

Reruplacons  par  cetto  valeur  daus  l'equation  (1);  celle-ci 
(levient 


( 


...  .  DVA+KVty  ,     1)VC—KVA/  ,„ 

*VA+yVC+-    AXn       +3  — 7i  X7.—  WC-yVA)  ■  0. 


.<1  +  6T  yl+C 

II  s'ensuit  que  l'equation 

W)  (1Ma.-|.ny+p)t-)_2A(/ijr—  my)  =  0 

represente  toutes  les  paraboles,  dont  la  tauge ntc  au 
sommet  passe  par  Torigine  des  coor  donne  es. 

81.    L'oritrinc  des  coordonnees  est  au  sommet  de  la  parabole. 

LTorigiuc  sc  trouvaut  a  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  tangente  au  som- 
met, les  deux  couditions  (I)  et  (II)  devront  etre  natislaitcs  cn  meine 
temps.    Ou  a  douc  simultauement 
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1(5(5  Dostor:  Nouvelle  dftermination  analytiqut 

(III)  DVA+EVC^  0,  F=0, 
cc  qui  transforme  l'equation  (1)  en 

{xVA  +  yVCy+^c{xVC-yVA)  =  0. 

On  voit  ainsi  que  l'equation 

(III')  (mx+ny)*  +  n{nx  —  my)  =  0 

represente  toutos  lcs  paraboles,  qui  ont  leur  sommct 
ä  l'originc  des  coordonnees. 

82.  I/origine  se  trouve  sur  la  droite,  menee  par  le  foyer  per- 
pendiculairenient  a  l'axe,  L'equation  de  cette  droite  (VIII),  n°  55, 
qui  passe  par  l'originc,  doit  avoir  son  tcrmc  constant  nal;  on  trouve 
ainsi  l'egalite  de  condition 

(IV)  (A  +  Q2F  =  (I)2—E2)(A—C)+tnEVÄC 

=  (A  +  C)  ( D2 + E*)  —  2(J5  VA  -DVC)  » 

83.  L'oripine  est  au  foyer  de  la  parabole«  Puisquc  l'originc  se 
trouve  sur  Taxe,  on  a  d'abord  (n°  79) 

DVA+EVC=  0, 

ou 

AD+BE  =  CE+13D  =  0. 

En  introduisant  cette  condition  et  ccllc  de  «  =  0,  ß  =  0  daus 
lcs  valcurs  (IV)  du  n°  53,  on  obtieut  eu  outrc  l'egalit6  BF—DE=0. 

Ainsi  Porigine  sera  au  foyer  de  la  parabolo  (1),  si  Ton  a  en 
memo  temps 

(V)  D  VA  +  E  VC  =  0,    BF—  DE  =  0. 
Cos  relations  de  condition  nous  donneut 

—  —  —  1 
VC         VA"  ' 

d'ofi  nous  tirons 

n  =  xvt\   E  =  -XVA, 

et  par  suite 

BF+k*VAC  =  Q,    ou    F=  —  A2. 
L'equation  (1)  de  la  parabole  dcvient  dans  ce  cas 

(xVA+y  VC)*  +  2k(xVC-yVA-       =  0. 
On  en  conclut  que  l'equation 
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represente  toutes  lcs  paraboles,  (,ui  sont  rapportees  X  leur  foyer. 
comnie  originc  des  coordonnees. 

Si.  I/oi-i^ine  est  situee  sur  la  directrice.  La  dircctrico  (XI) 
n°  57,  passaut  par  I'origine,  on  a 

/>*  — —  0, 
d'oü  on  tire,  pour  Ia  condition  demandeo 

L'equation  generale  des  paraboles,  dont  la  direc- 
trice passe  par  i'origine,  est 

(VI')  n!/)*-(m*+n2)[aC2x-a)  +  ß(2x--ß)-]  =  0. 

85.  I/orisine  est  au  pied  de  la  directrice.  L'origino  etant 
situe  a  la  fois  sur  Taxe  et  la  directrice,  on  a  la  double  condition 

(VII)  /;  VA  +  /•;  VC  =  0,    (A  +  C)F  =  D*+I<* 

qni  donnc 

7)*^CF,   E*  —  AF.  . 

L'equation  generale  des  paraboles,  qui  sontrappor- 
tees  au  pied  de  leur  directrice,  est 

(VIF)  [mx  +  ny)*+  2p(m*  +  »*)  (nx  -  my  +  f  )  -  0. 


Deuxieme  Partie. 

Determination  analytiqne  des  foyers  dans 
les  sections  coniques. 

§  I.   Conditio«  pour  qu'  une  fonetion  homogene  du  second  degre, 

ä  trois  variables,  soit  un  carre. 

86.  La  methodo  suivante,  qni  fouruit  les  equations  aux  foyers, 
repose  sur  la  naturc  des  conditious  analytiques,  aux  quellcs  est  assu- 
jetti  un  polynömc  homogene  du  second  degre,  ä  trois  variables,  pour 
'lu'il  soit  un  carre,  ä  un  facteur  coustant  pres. 
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Nous  allons  dcterminer  ccs  conditions  au  nioyeu  de  la  theorie 
des  centres  des  courbes  du  seeond  degre. 

87.  Supposons  que  lc  polynöme 

p  mm  ax*+  Zbxy + et/  +  2d  xz  -f  2e  yz  -f  /z», 

que  nous  pouvons  aussi  designer  par  f(x,y,s),  soit  uu  carre,  ä  un 
facteur  constant  pres. 

Dans  ce  cas,  l'equation 

(1)  y,  •)  =  0 

representera  evidemment  deux  droites  paralleles,  qui  se  confondent. 

II  s'ensuit  que  chaquo  poiut  de  la  conique  (1)  est  un  centre  de 
la  ligne;  par  consequent  les  coordonuees  de  Tun  quelconque  des  poiuts 
de  cette  conique  verifient  les  deux  equations 

=  0,  fw  =  0. 

Mais  l'equation  (1),  dont  le  premier  membre  est  homogene,  peut  aussi 
se  mettre  sous  la  forme 

commelos  coordonuees  de  chacun  des  poiuts  de  la  ligne  anuulent/'« 
et       ces  coordonuees  reduiront  aussi  ä  zero  la  derive  /',. 

Les  trois  equations 

(2)  /'x  =  0,     f'»-0,    A  =  0, 

so  trouvant  satisfaites  par  les  coordonuees  de  tous  les  points  des 
deux  droites  coufoudues  represeutcrout  precisemeut  chaeune 

de  ces  droites. 

II  est  d'aillcurs  evident  que,  si  les  trois  equations  (2)  sont  veri- 
fics  simultanöment  par  toutes  les  valcurs  de  a*,  y,  «,  qui  satisfont  a 
l'equation  (1),  cette  equation  representera  une  conique  dont  chaque 
point  est  un  centre,  et,  par  suite,  representera  deux  droites  confon- 
dues.  Donc 

Pour  qu'  un  polynöme  homogene  du  second  degr6,  a 
trois  variables,  soit  un  carre,  a  un  facteur  constant 
pres,  il  faut  et  il  suffit  quo  ce  polynöme  soit  egal  au 
produit  d'unc  constante  par  le  carre  de  Pune  quelcon- 
que de  ses  derivees. 

88.  Ces  conditions  peuvent  s'exprimer  par  certaines  relations 
analytiques,  auxqucllcs  devront  satisfaire  les  coefticients  des  divers 
termes  du  polynöme.  Ces  relations  sont  simples  et  s'obtiennent  de 
la  maniere  suivante. 

Premler  cas.  Lo  polynöme  P  est  complet,  en  d'autres 
termes,  les  six  coefficients  a,  b>  c,  d,  e,  f  sont  tous  differeuts  de  zero. 
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Puisquc  les  trois  equations  (2)  ou 

(  \f'x  =  ax+by+dz  =  0, 
(3)  <  \f%  —  te+w+m  -0, 

'  Wz  =  dx  +  ey-\-fz  =  0 

representcnt  la  meine  droite,  leurs  coeflicients  sont  proportionnels. 
Ou  obticut  aiusi  les  egalites  de  rapports 

«      b      d       b       c  e 
~d  ~  c  =  f  '     <l  =  c*~~f% 

qui  cc  reduiscut  aux  trois  relations  de  condition 

bd  =  «c,    bc  —  tv/,    bf  =  de. 

On  a  daDs  ce  cas 

Second  cas.  Lc  carre  de  l'uuo  des  variables  mauquc 
dans  le  polynome.  Si,  par  cxemple,  le  cocfticient  a  du  carre  de 
la  variable  x  est  nul,  il  faudra,  pour  quc  les  trois  equations  (3)  puis- 
scnt  reprcsenter  la  memo  droite,  quc  les  trnncs  eu  x  disparaisseut 
aussi  des  dcux  dernieres  de  ces  equations ,  ou  quc  l'ou  ait  cn  outrc 
b  =  0,  d  =  0. 

La  preuiierc  des  equations  (3)  representera  alors  uue  droite 
quclconquo,  pendaut  quo  les  dcux  autres  sc  reduiront  ä 

cy-\-ez  =  0, 
vj+ß  —  0; 

collcs-ci,  pour  reprcsenter  la  memo  droite,  exigent  quo  Ton  ait 

=  "  •      OU      C-  =  Cf. 

e  f 

Ainsi,  lorsquc  lo  polynomo  /'  est  prive  du  carre  do 
l'unc  dos  variables,  il  faut,pour  qu'il  soit  un  carre  quo 
les  dcux  autres  termes,  qui  conti ennent  cette  variable, 
in anquent  aussi  dans  le  polynome. 

Trolsienie  cas.  L'un  des  trois  rcctanglcs  des  variables 
mauquc  dans  1  e   polynome,    Admettons,  par  exemple,  quc  ce 

soit  le  rectanglc  xy,  de  sortc  qu'  ou  a  b  =  0. 


'  (3)  se  reduiront  aux  suivantcs 
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ax +0  +dz  —  0, 
0-\-cy-\-rz  =  0, 
ilx-\-cy-\-fz  ™  0. 

Pour  quo  cellcs-ci  represontent  la  memo  droite,  il  faudra,  en  ontro 
quo  Ton  ait  c  =  0,  e  =  0.  La  sccondc  equation  sera  alors  indetcr- 
minee,  et  los  dcux  autres  dcvicndront 

ax-\-<h  —  0, 
dx+fa  =  0. 

Elles  reprösentcront  la  memo  droite,  si  Ton  a 

ou  r^-o/. 

Donc,  si  lc  polyuömc  P  mau  quo  do  Tun  des  trois  rec- 
tanglcs,  pour  qu'il  soit  un  carre,  il  faut  quo  l'unc  des 
deux  variables,  qui  cutrent  daus  ce  rectaugle.  mauque 
totalemcut  daus  lc  polyuöme. 

89.  En  n'Mimr,  pour  qtT  uu  polyuöme  homogene  du 
second  degre,  ä  trois  variables,  soit  nu  carre  exaet,  h 
un  facteur  coustant  pres,  il  faut  et  il  suffit 

1°  quo,  si  le  polyuöme  est  complct,  lc  eoefficient  du 
carre  do  chaque  variable  soit  la  qua  trimme  propoftion- 
ucllo  au  demi-coef fiqient  du  rectaugle  qui  ne  coutieut 
pas  cette  variable,  et  aux  dcmi-cocfficieuts  des  deux 
autres  variables. 

2°  quo,  si  le  polyuöme  est  iucomplet,  l'unc  des  va- 
riables man  quo  totalemcut  daus  lc  polyuöme,  et  que, 
dans  les  trois  termes  rectauts,  le  dcmi-cocfficicut  du 
rectaugle  soit  moyeu  proportionnel  entre  les  coeffici- 
cuts  des  deux  autres  termes. 

90.  Si  lc  polynömc  P  est  une  fonetiou  du  second  degre  do»  deux 
variables  x  et  y,  ou  fera  z  =  1  dans  tout  ce  qui  precede;  les  cou- 
ditions  d'un  carre  exaet  scront  eueore  exprimees  par  les  meines  rc- 
lations  que  ci-dessus. 

1°.   Supposons  quo  lc  premier  membre  de  requatiou 

ax*-\-2bxy-\-cy*-{-2<U  +  2<'y  +  f  0 

soit  un  carre  exaet,  a  uu  facteur  coustant  pres. 

Cette  equatiou  represcutera  deux  droites  coufondues,  et  ses  coef- 
ticients  verificront  les  trois  egalit£s  de  couditiou  (u°  88) 
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(I)  bd  =  ae,    be  =  cd^    bf  =  de. 

Chacuuo  des  droitcs  coufondues  scra  exprimee  par  l'uno  qucl- 
conquo  des  trois  equations 

Sax  +  h+d  —  0, 

et  Ton  aura 

(II)  26  a-y + cy* + 2rte +%+/ 

=)(<k+ey+/)*. 

2°.   Si  le  prcmicr  mcmbre  de  cbacuue  des  trois  equations 

ax2+2bxy  +  cy2  =  0, 
ax2-\-2dx  -f-  /"  =  0, 
c/  +  2cx  +/•=  0 

est  un  carre,  ä  uu  facteur  constant  pres,  les  relatious  de  couditiou 

(III)  b2  —  ac,   d2—af,   c2  —  cf 

scroiit  respectivement  satisfaites,  et  Ton  aura  les  identites 

ax2-\-2bxy-\-cy2  =  -  (ax-\-by)2  =  ~{bx-}-cy)2y 
az*+2dx+f-  \(ax  +  d)2  =  j(dx+/)\ 

cy2  +  2cx  +  f  =  \{cy  +  e)2  =  j  («+/)". 

91.  Les  polynumcs  du  second  degre,  ä  cinq,  quatre  ou  deux 
termes,  tels  quo 

ax2  +  2bxy  +  cy2+  2dx  -f-  2ey, 
ax2+cy2-\-2dx  +  2ey  + /,  etc.; 

ax*  +  cy*  +  2dx+f, 
ax2-\-2bxy-\~cy2-{~2dxi  etc.j 

ax2-\-cy2,  ax~-\-2bsy, 
ftxt-^-Zdx,    ax--\-J,  etc. 
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nc  sauraient  jamais  etre  lcs  produits  d'un  carre  exaet  par  un  facteur 
coustant. 

§  II.    Equations  generales  aux  foyers  des  sections  coniques. 

02.  Cousiderons  un«  conique  quelcouquc,  qui  suit  rcpreaentec 
par  l'equatiou  la  plus  generale 

Trausportons  l'origine  cu  uu  poiut  qiu'lcouquo  («,  ß)  de  son  plan, 
cn  faisant 

*  =  *'+«,  y-y'-\-ß; 
l'equatiou  (1)  deviendra 

(2)  Ax'*+  22te'y'+  Cy'*  +  s'f'«-\-if'ft  +  a*,  ß)  -  0, 

et  la  distauce  d  d'uu  point  quelcunque  M(s\  //)  de  la  courbc  a  la 
nouvelle  origiue  sera,  pour  des  axes  rectangulaires, 

Si  la  nouvelle  originc  est  un  foyer  de  la  coniquo  (l),la  distauce 
<5  sera  unc  fonetion  rationnclle  et  lineairc  des  eooruonnecs  x'  et  y 
du  point  M;  daus  ee  cas  1'cxpressicu  est  un  carre  exaet  a 

uu  facteur  coustant  pres. 

Or,  cu  vertu  de  l'equatiou  (2),  nous  avons  identiquement 

(3)  A(x^+i/'*)=(^+^^+2^'y+(C'+^)y-+^/'«-f v'f'tf-fi«,  ßh 
oü  l  est  unc  constautc  iudetenninec. 

Pour  quo  1c  second  membre  soit  un  carre  cn  x'  et  y\  ä  un 
facteur  coustant  pres,  il  faut  et  il  suftit  quo  les  trois  relations,  ana- 
logucs  aux  cgalites  (I)  du  n°  9U 

hd  =  ae,    he  —  cd,    hf  —  dt; 

soient  identiqueiuent  satisfaites. 

Nous  trouvons  aiusi,  entre  lcs  coordonuecs  «,  ß  du  foyer  et  la 
constautc  A,  lcs  trois  relations 

(5)  4£f/(cr,  n  =  fmffi 

Si  nous  eliminons  la  constante  A  eutre  les  deux  premieivs  (4) 
de  ccs  cgalites,  nous  obtenous  la  relation 


Digitized  by  Google 


des  foyers  et  des  dirextrices  dans  les  sections  coniqnes. 


173 


(6)  Bf'J-{A—C)f'a.ffß-Bf'ii  =  0, 

a  laquelle  devront  satisfairo  les  coordouuees  a  et  jS  du  foyer  de  la 
conique  (1). 

Si,  dans  cette  deruiere  egalite  (6),  nous  reniplarons  le  produit 
f'af'ß  par  son  equivalcut  4Ä/(a, /?),  quo  fournit  l'equation  (5),  nous 
aurons  unc  nouvello  rclation 

f'a2-HA-CV(a,  ß)-f'f  =  0 

cntre  les  coordonnees  du  foyer  (o,  ß). 

Nous  en  concluons  que  les  foyers  de  la  conique  (1)  sout  les 
points  d'iuterscction  de  deux  quelconques  des  trois  ligues  du  secoud 
degre 

(I)  J  m\*,y)  -fxf*  =  % 

\  /V  -  MA  -  C)/(x,  y)  -  f  V  =  0  *). 

93.  Les  foyers  des  eourbes  du  sccond  degre  sout 
situ  es  sur  les  axcs  de  ccs  eourbes. 

Car  la  prciuicrc 

(II)  JT/V  -(A-LYtf'y- Bf1!,2  =  0 

des  trois  relatious  precedentes  est  precisemeut  (n°  1)  l'equation  aux 
axes  de  la  couique  (1). 

94.  Coniqoes  focales.  Les  deux  autres  equations 

(III)  ABf{x,y)-f'xf'H  =  0, 

(IV)  f>xt-HA- €Hf<Üä—ff  =  0 

representent  deux  eourbes  du  sccond  degre,  qui  passent  cbacune  par 
les  foyers  de  la  conique  donuec  (1). 


*)  Ccttc  nidthode  a  rto  iudiquee,  d'unc  manierc  tres  succintc,  par  M.  E. 
G. ,  nncien  <51bvc  du  lycdc  de  Heims,  dnns  les  Nouvolles  Annales  de 
Mathdmatiqucs;  2«  seric,  tome  XVII,  1878,  pnge  36.  L'autcur  ctablit, 
comrac  conditions  de  rutionnnlnlitc*  de  la  racine  carrec  d'un  polynumc  du  se- 
cond  degre*  u  deux  variables,  les  rclntions 

d2  =  af,    e*  =  cf,    de  =  hf. 
En  partant  de  la,  il  obtient  les  equations 

4ÄA«,  ß)=f'af'ß,    i(A-C)f(a,ß)  =/V-/y, 
j nur  t»n«*  des  foyers,  saus  rien  picju^er  ni  de  la  nnturc,  ni  du  rölo  de  cci 
«'arretent  ses  calculs  et  son  artiele. 
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Nous  donnerous  ä  ces  courbes  le  110m  de  coniques  focales. 

La  uature  et  la  position  des  deux  coniques  focales  sc  determi- 
nent  aisement,  si  Ton  a  sohl  de  devcloppcr  leurs  equatious. 

95.    Identites  ä  l'usage  da  d^veloppenient  des  cquations  focales. 

Nous  nous  proposous  de  calculer  le  carre  de  chaeuue  des  deriv6es 
de  la  fonetiou,  qui  forme  le  premier  merabre  de  requation  de  notre 
couique  donnee  (1),  aiusi  quo  le  produit  de  ces  deux  dßrivees. 

1°.   Carre  des  derivees.   Puisqu'  on  a 


il  vient,  cn  elevant  au  carre\ 

fV  =  ^AW  +  ZABxy  +  ZADx  +  BY+ZBDxy  +  n*). 
Mais  ou  a 

4A/(x,y)  -  4(A2x*+2ABxy+ACy*  +  2ADx+2AEy+AF). 
Retranchant  la  secondc  identitß  do  la  promierc,  ou  obtient 

-4A/(xiV)  -  4[(B*-AC)y*  +  2(BD-AE)y  +  n* -AF\ 
d'oü  on  tire 

(V)  /',«  =  4Af(x,  y)  +  4[(B*-AQy*  +  2(BD-AE)y  +  D*-AF]. 

On  verrait  de  memo  quo 

(VI)  f'y*  =  ACf(x, y)  +  4[(B2 -AC)x*  +  2(BE- CD)x+  E*—CF\ 

2°.   Produit  des  derivecs.   On  a 

f'x  =  2(Ax  +  By+  D),  /'„  =  2(Bx  +  Cy  +  £), 
d'oü  on  tire,  en  multipliant, 

f'xf'y  -  4[ABx*+(B*-+AC)xy+BCy*+(BD+AE)x 

+  {BE+CD)y  +  DE}. 

Mais  on  a  aussi 

4Bf{x,y)  -  4[ABs*-\-2B*xy+BCy*  +  2BDx-\-2BEy-\-BF]. 

II  vient  par  suitc,  en  retrauchant, 

f'xf'y  —  4Bf{x,  y)  = 
—  4[(Z?2 — A C)xy +(BD-  AE)x +{BE-  CD)y  +  BF—  DE]. 


f'x  =  2(Ax+By  +  D), 
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(VII)  /',/*  =  W(*>  y) 

—  4[(fi-—  AC)xy  +  {BD—AE)x+{BE—  CD)y-\-BF—  DE], 

96.  Cas  oü  la  coniqnc  (1)  est  one  parabole.  On  a  alors 
B-  —  AC  —  0,  cc  qui  reduit  les  trois  idcntites  precedcntcs  ä 

1  /V  -  4C^,y)+42(Ä/r:-C'/)^  +  7;2-6^]; 

(IX)  fzf'H  =  \Bf{x,y)  —  4l(BD  —  AE)x-\-(BE —  CD)y-\-BF —  DE\ 

07.  Focalo  asymptotiqiie  aux  directions  coordonnees,  La  prc- 
miero  coniquo  focalc  est  representeo  par  l'equatiou  (III).  Ccttc  cqua- 
tion,  en  vertu  de  1'identite  (VII),  sc  reduit  a 

(X)  (B2 — AC)xy-\-{BD —  AE)x-\-  (BE-  CD)y+BF—  DE  =  0. 

Cellc-ei  representc  unc  hyperbole  coucentrique  (n°  5)  a  la  coni- 
<juc  douuec  (1),  et  ses  asymptotes  sont  paralleles  aux  axes  de  coor- 
donnees. 

Nous  lui  donnerons  1c  nom  de  focalc  asymptotique  aux 
directions  coordonnees. 

Si  Ton  rapportc  la  conique  donnee  (1)  et  cettc  hyperbole  (X)  ä 
leur  centre  commuu,  suppose  unique  et  a  distance  fiuic,  leurs  6qua- 
tions  deviendrout 

Ax*+  2Bxy+  Cy2  +  H  =  0, 

(XI)  (B2 — AC)xy-\-BH  =  0, 

oü  H  est  egal  au  discrimiuant  negatif  de  la  conique  donnee  (l),  divise 
par  B-—AC. 

Les  demi-axes  de  ccttc  hyperbole  sont  fournis  (n°  11)  par 
l'equatioii 

(B-  —  AC)W  —  4B2U2  =  0-, 
par  suite  l'hypcrbole  est  cquilaterc. 

98.  Focalc  ä  axes  paralleles  aux  coordonnees.  L'cquation  (IV) 
representc  la  seconde  conique  focalc ;  comme  on  peut  Te"  crire 

/'*»-  Uf(x,  y)  =  f V~  *Cf(*,  yh 
on  voit,  par  les  idcntites  (V)  et  (VI),  qu'ellc  affecte  la  forme  simplo 

^-AW—'f)  \  '2(BD  CD)x  -1{BD-AE)y  \  E^—CF—DHAF^O. 
'•"e-ci  rcpivscnlo  une  hyperbole,  qui  a  meme  centre  quo  la 
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conique  dounee  (1),  et  dont  les  axes  sont  paralleles  aux  axes  de 
donnees. 

Nous  lui  donncrons  le  nom  de  focale  a  axes  paralleles 
aux  coordonnees. 

Si  Ton  rapporte  cette  focale  a  sou  ccutrc,  son  equation  deviendra 

(XIII)  (B*—AC)(x*-y*)  +  (A—  C)//  =  0. 

Les  demi-axcs  de  cette  hyperbole  sont  donnees  par  l'equation 

(B*  —  AC)ltl  —  (A  -  Os//a  =  0. 

Cette  hyperbole  focale,  comme  la  precedentc,  est  donc  6qui- 
latcre. 

99.  Si  le  rectanglc  des  variables  manquc  dans  l'equatiou  (1)  de 
la  conique  donnee,  ou  aura  B  =  0,  et  la  premiere  hyperbole  focale 
(III)  so  reduit  ä  ses  asymptotes,  ou  au  Systeme  des  deux  axes  de  la 
courbc  (1),  qui  lui-memc  est  represent6  par  l'equation 

f'z  .  f'if  0, 

ou  par  les  deux  droites 

/"'*  =  o,  A-o. 

Dans  cc  cas,  les  axes  de  notre  conique  (1)  sout  paralleles  aux 
axes  de  coordonnees. 

II  faut  alors  faire  usagc  de  la  seconde  focale,  dont  l'equation 
(XII)  sc  reduit  ä 

A C(x*  —  y2)  +  2 CDx  —  2A Ey +D*—AF—  E-  +  CF  -  0, 

ou  ä 

C(Ax*+2Dx+F)  +  D*  -  A(Cv*+2Ex+F)+&. 

100.  Si,  au  coutrairc,  les  carres  des  deux  variables  manquent 
dans  l'equation  (1)  de  la  conique  dounee,  on  aura  A  =  C'=  0,  et  la 
seconde  conique  focale  (IV)  se  reduira  au  Systeme  des  deux  axes  de 
la  courbc  (1),  qui  lui-meme  est  reprösentß  par  l'equation 

/'.'-/',' =  o, 

ou  par  les  deux  droites 

/'.+/', -o,  /',-/'»  -a 

Dans  cc  cas  les  axes  de  notre  conique  (1)  sont  paralleles  aux 
bissectrices  des  angles  corapris  entre  les  axes  de  coordonnees. 

101.  En  resnme,  les  foyers  des  coniques  so  dötermi- 
^l^nt,  en  general,  par  l'intersection  de  deux  droites  (II), 
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qui  sont  les  axes  de  la  courbo,  avec  l'une  ou  l'autro  des  deux 
hyperboles  equilateres  (III)  ot  (IV),  quc  nous  avons  appelecs 
couiqaes  focalcs. 

La  preroiere  (III)  de  ccs  hyperboles  a  ses  asymptotes  paralleles 
aux  axes  de  coordonnecs;  daus  la  secondo  (IV),  ce  sout  les  axes  de 
figurc,  qui  sont  paralleles  aux  axes  de  coordonnecs. 

Dans  les  eas  particuliers ,  l'unc  ou  l'autre  do  ces  deux  courbes 
focales  se  confond  avec  les  axes  meines  de  la  conique  dounße ;  il  faut 
alors  avoir  recours  a  Tautrc  hyperbolc  focale. 

*  102.    Determination  des  foyers  ponr  des  coordonnves  obliques. 

La  distance  6  d'un  point  queleonque  M{x\y')  de  la  couiquo  (2)  au 
foyor  («,  ß)y  qui  cn  est  l'origiue,  est,  daus  cc  cas 

ö  «=  Vx'2+/*+2xV'cosÖ. 

On  a  douc  identiquemeut,  au  lieu  de  (3),  l'egalite  suivanto 

A(x'2+^'2  +  2u:Vcosö) 
I      -  (4+        +2(B+ X cos Ö)*V  +(C+  Ih't+x'f'a+y'  f'ß+A«, ». 

Pour  quo  le  second  menibre  soit  un  carrc,  a  uu  facteur  constant 
yres,  il  faut  et  il  suftit  quc  l'on  ait  (u°  90) 

/  (Ä+AcosÖ)/'«  -  (A+X)fßi 
I      (7)  (Ä+Ac08Ö)/> - <C+A)/'«? 

!  (  4(Ä  +  Acos0)/-(«,jS)  -/'•/> 

Les  deux  premieres  de  ces  rclations  donnent  pour  A  les  valeurs 

Bf'g—Afß 
f'p-COSH/'a 

x==a  Bf'ß  —  Cf'g 
f'a—COsOf'ß* 

qui,  etant  egalees,  fournissent  Tequation 

(Bf'a  -Af'ß)  (/'«  -  COS  ß/'ß)  -  (Bf'ß  -  Cf'a)  {f'fi  -  COS  $f'm)  =  0, 
OU 

(8)     (B —  Ccos  0)/'«2  -  (il  -  C]f'af'ß  —(B  —  A  cos  0)/ V2  =  0 

Afin  d'avoir  une  autre  relatiou,  indepeudante  de  A,  entre  a  et  ß, 
qui  soit  symetrique  par  rapport  ä  a  et  ß  et  les  derivecs,  multiplions 
en  croix  les  deux  premieres  des  relatious  (7)  par  la  troisieme;  nous 
obtenons,  apres  reduetions,  les  egalites 

Teil  LXUl.  12 

Digitized  by  Google 


178  Dostor:  NouveUe  dttermination  annlytique 

qui,  par  l'elimination  de  A,  nous  fournissent  une  deuxieme  relation 

(9)  /V-  UA  -  C)J  («,  ß)  —ff  =  0. 

Au  moyeu  des  egalites  (8)  et  (9),  on  peut  obtenir  deux  autres 
relations  entre  a  et  ß. 

Dans  Tequatiou  (8)  rcmplacons  f'ß*  par  sa  valeur 

f'a*-MA-C)J(a,ß) 

tirec  de  (9);  cettc  equation  devient,  apres  division  par  A  —  C, 

(10)  cos0/V+4(£  —  A  cos  e)/(a,ß)-ffaffß  =  0. 

On  trouverait  de  menie,  eu  eliminant  f'a*  entre  (8)  et  (9) 

(11)  cosöi/V2  +  4(Ä-  Ccos6)/(a,  ß)  —  f'af'n  =  0. 

Nous  voyons  ainsi,  d'apres  les  relations  (8),  (9),  (10)  et  (11),  quo 
les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  les  points  d'intersection  des  deux 
premieres  lignes  du  second  degre,  entre  clles,  ou  avec  cbacune  des 
deux  autres 

(B-  Ccose)f'x*-(A-C)f,xf,{,-(B-Acos6)f*  =  0, 
/'x2-4(.l-  0/(r,  y)-/V  =  0, 

COS  6/  V +MB—A  cos  6)/  (*,  y) — f  V'*  =  0, 

cosö/*'-  +  4(5-  CcO80)/(r,  y)  -/'*/'»  -  0. 

*  103.  La  premiero  de  ccs  equatious  est  celle  des  axes  de  uotro 
conique  (u°  3),  lorsquo  les  coordonnecs  sont  obliques.  On  trouve 
donc  encorc  ici  que  les  foyers  des  courbes  du  secoud  degre 
sont  situes  sur  les  axes  de  ces  courbes. 

*  104.  La  secoude  des  equations  (XIV)  est  celle  de  Thyperbole 
equilaterc  (IV),  qui  a  memo  centre  que  notro  conique,  et  dont  les 
axes  sont  paralleles  aux  axes  de  coordounees.  Elle  affecte  la  memo 
forme  quo  dans  1c  cas,  oü  les  axes  sont  rectangulaires. 

*  105.  Les  deux  dernieres  des  equations  (XIV)  representent 
deux  hyperboles,  dont  les  asymptotes  sont  paralleles  aux  axes  de 
coordounees,  et  qui  ont  memo  centre  quo  la  conique  dounce  (1). 

Si  Von  rapportc  ces  courbes  focales  &  leur  centre,  leurs  equations 
devienneut 

(B2— AC)xy  +  (B— A  cos  0)  11=  0, 

(B^-A  C)xy  +  (B  — Ccos  6)11=  0.  ^ 
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Lorsque  les  coordounees  sont  rectaugulaires,  ccs  deux  byperboleB 
so  confondent  avec  l'hyperbole  focale  (III). 

106.  Equations  des  dlrectrlces.  Lorsqu'  on  connait  les  coor- 
donnees  d'ua  foyer  («,  ß)  de  la  conique  (1) ,  on  peut  trouvcr  im- 
mediatement  l'equatiou  de  la  directriee  correspondanto. 

Car,  si  er  et  ß  sont  les  coordonnees  d'un  foyer,  le  second  membre 
de  l'identite  (3)  sera,  d'apres  la  formule  (II)  du  nn  90,  6gal  a 

par  consequent  l'equation  do  la  directriee  est 

*f'a+y'f'ß+2f{«,ß)=0, 
ou,  par  le  retour  a  Taucienue  origine, 

(x-a)f'a  +  (y-ß)f'ß  +  2f(a,ß)  =  0. 

Commc  on  a 

2/K  ß)  =  ctf'a  +  ßf'ß+^nct  +  Eß  +  F), 

l'equation  de  notre  directriee  se  reduit  ä 
(XV)  xr'a+y/'ß  +  2(Da+Eß  +  F)  =  0. 

On  retrouve  aiusi  la  polaire  du  foyer  (<*,  ß). 

§  III.    Equations  aux  foyers  des  coniques  ä  equation  reduite. 

107.  Premier  cas.  L 'equation  de  la  conique  ne  con- 
tient  pas  le  rectangle  des  variables. 

Cette  equation  est 

(1)  /(*,y)  =  Ax*+Ci,i+2Dx  +  2E!,+  F  =  0, 

et  devient 

Ax'9-+  o/t  +  xra+y'f'ß+A«,  »  -  0 

par  le  transfert  de  l'origiuc  au  foyer  (er,  ß). 

Nous  avons  donc 

K*n+V'*)  -  (A  +  Vx'z  +  iC+W  +  z'f'a+yrß+aa,  ß). 

Le  second  membre  nc  peut  etro  un  carre,  quo  si  Ton  a  en  meme 
temps  (n°  89) 

2)  A  +  k  =  0,  /'„--=0,  /y  =  4(C+1)/K/J); 
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(3)  C+A  =  0,  />-(>,   f'a*  =  MA  +  X)f(a,ß). 

Cbassant  rhidetermiueo  k  de  chacuu  des  systemes  (2)  et  (3),  on 
trouve  que  les  foyers  de  la  coniquc'(l)  soiit.  les  iiiterseetions 

de  l'axo  /"*  =  0  avec  la  courbe  /  V  +  4(,i  —  Qf (a-,  y)  =  0, 

et  Celles 

de  l'axe  f\  =  0  avec  la  courbe  f'z*+i(C—A)f(T,  y)  =  0. 
Or,  pour  B  =  0,  l'ecuation  (II)  des  axes  (n°  93)  sc  reduit  k 

la  premiero  conique  foeale  (III  du  n°  94)  sc  coufoud  avec  ces  axes, 
tandis  que  Tequatiou  (IV)  de  la  secoude  foeale  (u°  94)  couserve  la 
memo  forme 

rx2_4(/l_O/-^y)~/V  =  0. 

Les  foyers  de  la  couique  (1)  sont  donc  determinees  par  le  Sy- 
steme des  deux  equatious 

(  /W',  =  o 

W'x2~4U-C)/(^y)-/V  =  0 

Co  cas  particulier  rentre  ainsi  daus  le  cas  general,  si  l'ou  a  soin 
d'adjoindrc,  a  Tequatiou  des  axes,  cello  de  la  couique  foeale,  qui  reste 
distiuete  des  axes. 

108.  Sccond  cns.  Le  carre  de  Tune  des  deux  variab  1  es 
raanque  dans  1'equation  de  la  couique. 

Si  le  termc  en  y*  nc  sc  trouve  pas  dans  1'equation,  celle-ci  af- 
fecte  la  forme 

/(*,y)  =  Ax*+ 2Bxy+2Dx  +  2Ey  +  F=0, 
quo  la  translation  de  Torigine  au  foyer  («,  ß)  transforme  en 
Az'*+2Bx'yf+xya  +  >,r  ß)  =  o. 

Nous  avons  par  suite 
A(^+y2)  =  (A  +  X)xfs  +  2Bx'y'+  Xy'^x'/' a  +  y'f^+ f(ay  ß)- 

Pour  que  le  sccond  membre  soit  un  carrö,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  (n°  90) 

Bf'ß  = 
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4*/(a,  ß)  =  f'af'p. 

Ccs  cquations  sont  analogucs  a  ccllcs  (4)  et  (5)  du  cas  g6neral 
(u°  92);  par  consequcnt  lcs  foycrs  sont  los  poiuts  d'intcrscction  des 
axes 

avec  la  coiiiquc  foeale 

4Bf(x,y)-f'xf'!f  =  0 
Nous  rentrons  ainsi  de  nouveau  dans  lo  cas  gcneral. 

109.  Trolsiemc  cas,  L'equation  do  la  conique  manquo 
des  carr6s  des  variables. 

Cette  conique  est  representee  par  l'equation 

f(x,y)  =  2Bxy  +  2Dx+2Ey  +  F  =  0. 

En  transportant  l'origine  au  foyer  («,  ß),  ou  la  chauge  en 

2Bx'y'+xf'a  +  y'f'ß+f{«,ß)  -  0, 

de  sorto  que  Ton  a 

Le  secoud  membre  sera  uu  carre,  a  uu  facteur  constant  pres,  si 
Ton  a  simultanement 

Bf'a  =  If'ß, 
Bf'ß  =  V«i 

ce  qui  fournit,  pour  lcs  equations  aux  foycrs,  lo  Systeme 

/V-/V  =  o, 

4Ä/V,y)-/'X/'J/  =  C). 

Nous  nous  trouvons  encore  ramene  au  cas  gcneral,  oü  il  suffira 
de  poser  A  =  0,  C  =  0. 

110.  Qnatricme  cas.  Lc  carre  d'uuc  variablo  et  lc  rect- 
augle  des  deux  variables  manqueut  dans  l'equation  de 
la  conique. 

L'equation  de  ccllc-ci  est,  par  exemple 

Cys-\-2Dx+2Ey  +  F  =  0. 

En  transportant  l'origine  au  foyer  (w,  ß),  on  la  transformc  en 


182  Dostor;   Nouvelle  tUtermination  analytique 

Nous  avons,  par  consequont, 

Le  second  membrc  scra  un  carr6,  ä  un  factcur  constant  pres, 
si  Ton  a 

A  =  0,  /'«-Q,  /V  =  4(C+A)/(a,/5)=0, 

ou 

(4)  C+A  -  0,  /V  =  0,  /V  =  4A/(«,  0). 

Or  l'indeterminee  X  ne  saurait  etrc  nulle;  par  suitc  les  condi- 
tions  (4)  sont  seules  adraissibles. 

Les  foyers  sont  donc  determinös  par  les  dcux  cquations 

A  =  0,  A  +  4C/fey)  =0. 

Ces  deux  equations  rentrent  cncore  dans  cclles  (II)  du  n°  93  et 
(IV)  du  n°  94,  qui  appartiennent  au  cas  general. 

111.  H  y  aura^f  ^ncorc  a  cousidcrer  lc  cas  oü  les  termes  da 
premier  dcgrö  manqiunt  dans  Tequation  de  la  conique,  et  celui  oü 
la  caractSristiquc  B* — AC  est  egale  ä  zero.  Nous  les  traiterons, 
avcc  developpcments,  dans  les  deux  paragraphes  suivants. 

On  y  verra  qu'ils  sont  aussi  compris  dans  lc  cas  general,  de 
sorte  que  les  trois  cquations  (I)  du  n°  92  suffisent  toujours  pour 
trouver  les  foyers  des  courbes  du  second  degre,  quelle  que  soit  la 
nature  des  equations,  qui  representent  ces  courbes. 

§  IV.    Determination  des  foyers  et  des  directrices 
dans  les  coniques  ä  centre. 

112.  Les  cquations  aux  foyers  (I)  du  n°  92,  que  nous  avons 
trouvees  pour  des  coniques  rapportees  a  unc  origine  quelcouquc, 
prennent  uue  forme  bien  plus  simple,  lorsque  la  courbe  du  second 
degr6  est  douee  d'un  centre  unique  et  quelle  est  rapportec  ä  ce 
centre  comme  origine  des  coordonnees. 

Supposons  que 

(1)  f{*,  y)  =  Ax* + 2Bxy  +  Cy*  +//=() 

soit  l'equation  de  la  conique  douuee. 

Les  coordonnees  de  chaque  poiut  (s,  y)  d'uu  axe  etant  propor- 
tionnelles  aux  derivees  de  la  fonetion  /(r,  y) ,  prises  par  rapport  a 
ces  coordonnees,  on  a 

/'x  =  4r,  A  =  4y, 
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cg  qui  transformc  l'equation  aux  axcs  (II)  du  n°  93  daus  la  suivanto 

(2)  Bx*-(A  —  C)*y-  By*  «  0. 
Ensuitc,  puisquc 

Vte  iO -*/'«+*/'* +211; 

reqaation  (III),  n°  94,  de  la  premierc  conique  focale  pourra  s  ceriro 
2ß//',  +  2ßy/'y  +  4ß//-/'*/'*  -  0, 

Ott 

(/'*  -  2By)  {2Bx  -/',)  +  4ßVy  +  4ß//  -  0 ; 

et,  comrac 

f'x  —  2By  =  2Ax,    2Bx  -/'„  =  -  2<7y, 
cette  equation  so  reduira  a 

(3)  (ß2-^C)^+ß//=0. 

Pour  avoir  l'equation  de  la  secondo  conique  focale,  nous  n'avous 
qn'a  eliminer  lc  rectangle  xy  entre  les  deux  equations  (2)  et  (3). 
Cette  eyuation  est  donc 

(4)  (Jp_  AC)(*-~    +        C)ff—  0. 

Nous  voyons  ainsi,  par  (2),  (3)  et  (4),  quo 

/         Bx*-(A  —  C)ry—By*  -  0, 
(I)  |  ( ß*  —  AC  )xy  +  Bll  -  0, 

sont  les  6quations  aux  foyers  des  coniques  ä  centre,  qui  sont  rap- 
portees  ä  leur  centre  comme  originc  des  coordonnecs. 

113.  Coordonnees  de«  foyers,  L'equation  aux  axcs  (2)  sc  de- 
compose  dans  les  equations 

ai  x  ±z£±E 

(5)  y  =   25  ' 

Ott 

(b)  5  =  ^ß- ' 

on  nous  avons  pos6  la  valeur  absoluo  du  radical 

(D)  -/4ß2+(<4-C)*  =  ». 

L'equation  (3)  de  la  focale,  asymptotique  aux  axcs  do  coordon- 
nees,  nous  donne 

Blf 
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Multiplions  cctto  equation  successivcmcnt  par  (5)  et  (6),  et  de- 
signons,  ea  g6neral,  comme  plus  haut,  par  «  et  ß  les  coordonnees 
de  Tun  quelconque  des  foyers.  Nous  obtenous,  pour  les  carrßs  des 
coordonnees  des  foyers,  les  valeurs 

a  —   2{B*—AC)  1    P  1=3    2(5*—  AC)  ' 

Si  nous  mctton8,  ä  la  place  de  son  expression  (II),  il  nous 
viendra  les  ßquations 

°  T'  B*-AC  * 

(III) 

a2      H  A-CTVW*+(A-C)* 
P  =  2*  W=AC  ' 

* 

qui  donnent  les  coordonnees  des  quatre  foyers  de  notre  conique  ä 
centre  (1). 

• 

Dans  ccs  expressious,  le  radical  donne  son  signe  au  nunwrateur 
de  la  fraction  correspondante;  par  suito  les  deux  valeurs  de  a2,  ainsi 
que  Celles  de  /32,  sont  de  sigues  contraires.  Donc  deux  des  quatre 
foyers  sont  reels  et  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
D'ailleurs  les  deux  foyers  r6els  sont  situes  sur  le  meme 
axe. 

114.    Equation  aux  absei sses  et  equation  aux  ordonnees  des  foyers« 

Dans  les  valeurs  (II)  de  a2  et  de  ß\  les  sigues  superieurs  se  cor- 
respondent  entre  eux,  ainsi  que  les  signes  inferieurs;  mais  ccs  sigues 
correspondent  inversemeut  avec  les  signes  des  axes  (2)  ou  (3),  sur 
les  quels  se  trouvent  ces  foyers. 

Si  nous  separons  les  signes  de  ±SH,  et  quo  nous  ropresentions 
par  ±a'  et  ±a"  les  abscisses  des  quatre  foyers  do  la  conique  (1), 
nous  aurons 

_  (C-A-M)ir  _  (C-A  +  dl)Ht 

2(B*  —  AC)  *  2(B*  —  AC)  9 

nous  en  tirons,  en  ayant  egard  ä  la  uotatiou  (II), 

(C—  A)H 


a'2+a"2 


B*-AC' 
—  £2//2 


{B2  —  ACf 

L'cquation  aux  abscisses  des  quatre  foyers  est  donc 
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(TV)  (IP-^O^+U-Ofl^-jy^^-a 

L'equation  aux  ordonnees  dos  quatro  foyers  est  do 

meme 

(V)  (ß* —  AC)ß*  + «7-  A)Hß*  -  Bf^C  =  °- 

115.  Equation  aux  directrices.  La  dircctrice,  qui  corrcspond 
ao  foyer  (o,  ß),  a  pour  equation  (u°  106) 

xf'.  +  yf'ß  +  Üir-O. 

Puisque 

/'«  »  2(A«  +  Bß),     f'p  =  2(Ba  +  Cß), 
cette  equation  rcvient  a 

(Aa  +  Bß)x  +  (Ba  +  Cß)y  +  H  —  0 ; 
et,  commo  celle-ci  pcut  s'dcriro 

a(Ax  +  By)  +  ß(Bx+Cy)  +  H=  0. 

On  voit  donc  quo  requation  de  la  dircctrice,  qui  corrcspond  au 
foyer  (er,  ß),  est 

W  +       +  2H  -  0. 

La  directricc  parallele,  qui  correspoml  au  foyer  (—  — jS) 
sitae  sur  le  memo  axo,  a  do  meme  pour  equation 

-  «/'*  -  ßf'y  +  2//  =  0, 

ou 

(9)  «/',  +  /?/',  -  2//  -  0. 

L'equation,  qui  donno  a  la  fois  ces  des  directrices,  sera  donc  le 
produit  des  deux  equations  (8)  et  (9),  ou 

(«/'*  +  rV',)*-4/f*  =  0. 
Si  nous  effectuons  le  carrä,  nous  aurons 

«  W  +  2*ßf,f,  +  Pf  f  =  4H» 

Dans  cette  equation,  remplacons  «*  tt  ß*  par  leurs  valeurs  (III), 

 ßjj 

puis  aß  par  sa  valeur  ßiZZ~Jc  tir^°  dc  *7^'  cU°  devient>  aPr^s 
r^duction, 

(VI)  (C-ilTWj/V+M-CTW/V  - 4ß/fx/'y-8(ß8~^C)^=0, 

et  constituc  l'equation  aux  quatre  directrices  de  notre  co- 
nique  a  centre  (1). 
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Cctte  equation  est  d'un  emploi  peu  commode. 

Lorsqu'on  connait  los  coordonuees  d'un  foyer  («,  ß)  de  la  co- 
nique  (1),  il  est  plus  avantageux  de  faire  usage  de  la  polairo 

«fx  +  ßf\  +  2H  =  0 

du  point  (er,  ß).    En  y  remplacant  o  et  ß  par  les  valeurs  obtenues, 
on  a  immediatement  l'equation  de  la  directrice  correspondantc. 

116.   Nous  allons  appliquer  la  methode  precedeuto  ä  quelques 
cxcmples  numeriques. 

Exeniple  I.  Dctcrmincr  les  foyers  et  les  dircctriccs 
de  rcllipsc 

5*2+4^+2^+24  -  0. 

Puisque  nous  avons  ici 

A  -  5,    B  =  2,    C  —  2,    //=  24, 

il  vient     

ß2-vlC^-G,    dl  -  V±B*+(A-C)*  =  5-, 

par  suite  nous  avons 

(-3X5)24  (  16. 

«  -      _]2  --6±10-  ^_4. 

(3+5)24  (  4 

P-  — — 0±10-  (_16- 

Les  coordonnees  des  foyers  ont  done  pour  carres  les  uombres 

«'*=16,    /3'2  =  4;      «"*-=-<!,    /3"2  =—16. 

Pour  savoir,  qucls  sont  les  signes,  qui  doivent  sc  correspondre 
daus  les  racines  carrees  des  abscisses  et  des  ordonnces,  il  suftira  de 
determincr  lc  sigue  du  produit  des  coordonuees  pour  un  meine  foyer, 
au  moyen  de  la  courbe  focale  (7),  qui  donnc 

a  —2.24 

„ß  «  _—  =  8. 

Ainsi  les  coordonnees  des  quatre  foyers  sont 

«,=4,   ßl  =  2]    «,=-4,  ft=-2; 
«3-2V/-1,   ft,  =-4v/-l;    ff4=-2l/-l,    |34  =  4V-1. 

On  trouve  ensuite,  pour  les  deux  directriecs,  qui  correspondent 
aux  deux  foyers  reela,  les  equations 

2*+y+2=»0,   2x  +  y—  2  «=  0. 

,  il 


de*  f trt  ei  de*  directrices  dans  les  sections  coniques.  187 

Exemple  n.  Trouver  les  foyers  et  les  directrices  de 
i'hyperbolc 

3**  +  12a7  —  2^+14  =  0. 
L'equation  aux  axes 

6x*  —  hxy  -f-  6y2  =»  0 
donne  pour  les  deax  axes  les  equations 

x  =  5  +  V25  +  144     5  ±13 
y  12  ~~    12  9 

Ol 

2x  —  3y  =  0,     3j-+2y  =  0. 

L'equation  de  l'hyperbole  focalc  est  d'aillcurs 

-6.U 
xy~~  36+6  ~  ' 

Resolvant  d'abord  le  Systeme  des  deux  equations 

2a'- 3/3'  =  0,    a'/3'  =  -2, 
on  obtient  , 

a'2  =-3,   f 

La  resolution  du  Systeme  des  deux  equations 

3«"+20"  =  O,     «"£"  =  -2 

donne  ensuite 

«"*  =  |,    (fi  _  3. 
Les  coordonnees  des  quatrc  foyers  sunt  donc 

Les  directrices,  qui  correspondent  aux  deux  foyers  r6els,  sont 
tfaüleurs 

17  17 

2x~^~  V3  =  0l     2<r~3y  + V3  "  °- 

Exemple  III.  D6termincr  les  foyers  et  les  directrices 
de  Thyperbole 

4^-3y2  +  10  =  0. 

L'equation  aux  axes,  etant 

2xl  — 3xy  — 2^>  =  0, 

donne,  pour  ccs  axes,  les  Equations 

3  ±5 
x  =  -  r-  y, 
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x  —  2y  =  0,    2a-  +  y  =  0. 

L'equation  de  Phypcrbolc  focale  est 

xy  =  —  5. 

Resolvant  le  double  Systeme  de  deux  equatious 

x—  2>j  —  0,     Xy  =—  5 ; 

et 

2x+y  =  0,  a*=-5, 
on  trouve,  pour  les  carres  des  coordouuees  des  foyers,  les  valcurs 

«"  -  - 10,    jS'*  -  -  f  ;    a"*  =,  J,    0"*  =  10; 
ce  qui  donno 

-  V-10,    ß,  -  i  Y  ~1Ö;    «2  =  -  V^iÖ,    &  i  V=3Ö; 

a3  =  iV10,     ft,—  V10;      «4=-iV/10,        =  V10, 

pour  les  coordonu6es  des  quatre  foyers. 

Les  directrices,  qui  correspondeut  aux  deux  foyers  recls,  sont 
representees  par  les  equatious 

X-2'J-VW  =  0>       ^-2^  +  ^  =  0. 

Exemple  IY.  Trouver  les  coordouuees  des  foyers  et 
les  equatious  des  directrices  pour  l'hypcrbole 

3xy  —  4  =  0. 

Les  equatious  des  deux  axes  sont 

ou 

x— y  =  0,    x+y  —  0, 
pendant  que  Thyperbolc  focale  a  pour  equation 

On  a  donc 

d'oü  Ton  tire,  pour  les  coordouuöes  des  quatre  foyers, 
«i  =  ßi  =  1  V6;     a2  -     — fV65 
«a^iV1^,   fc=-|V=I6;   «4=-|>/:=:6,  ft=?V-6. 


Aux  deux  foyers  recls  correspondent  deux  directrices,  dont  les 
equations  sont 


Digitized  by  Goog 


des  foyers  ei  des  directrices  Jans  les  sections  coniques.  189 

V6(*+y)  —  4  =  0,     v/6(*+y)  +  4  -  ü. 

Exemple  Y.  Calculcr  les  coordonnäos  des  foyers  et 
determiner  les  directrices  de  l'ellipsc 

4^+9y2-36  =  0. 

On  a  ici  B  =  0;  par  suito  la  premiero  hyperbole  focale  (4) 
sc  confond  avec  les  deux  axes;  il  faudra,  cn  consequence,  avoir  re- 
cours  ä  l'autrc  courbe  focale  (6),  doiit  l'6quation  se  r£duit  a 

AC(x2— y3)  —  (A  —  C)H=  0, 

oü  nous  avoDS 

A  —  4,    C  =  9,    //  -  -  36. 

L'equation  de  cette  focale  est  douc 

36(x2— y2)  —  5.36    ou   **  — f  =  5. 

Les  dquations  des  deux  axes  etant 

y  =  0,   x  =  0, 

les  carres  des  coordonnees  du  foyers  seront 

«'3^5,    j3'2  =  Q-,  «"*  =  0,  /3"'=-5; 
$  qui  douue 

cr1  =  V5,    ft  =  0;      «*=-V5,  02=O; 

«3  =  0,   A  =  V^5i  «4  =  0,  /34=-y35. 

Nous  obtenons,  par  suite,  pour  les  deux  directrices  reelles,  les 
equations 

xV5-9  =  0,     xV5  +  9==0. 

Exemple  VI.  Trouvcr  les  foyers  et  lcs  directrices  de 
l'hyperbole 

a*y*  —  lV-t-a*b*  =  0. 
Lcs  6quations  des  axes  sont 

y  =  o,  x  =  0- 
*t  celle  de  Fhyperbole  focale  est 

a»&2(*8  — y2)-(a*  +  b2)aV  =  0, 

ou 

On  a  donc 
ce  qui  donne 
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»1  -  V^+ä»,    ft  -  0;    ff,  Y*+b\    0,  =  0; 


«3  =  0,    ft,  =  V-(a2+^);    cr4  =  ü,    f4  - -V-(a8+*f) 

pour  lcs  coordonnees  des  quatre  foyers. 

L'equation  de  la  directrice,  qui  correspond  au  premier  foyer  reel 
(«ii  ft)»  est 

ou   

par  suite  les  Gquations  de9  deux  directrices  reelles  soront 

xYä*+b*  -  a*,     xY^+l*  —  — a* 


§  V.    Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

117.    Equations  an  fojer  de  la  parabole.  L'equation 

(1)  f(*,  y)  -  Ax*+2Bjc!/  +  Ly-  +  2Dx-\-2i;y  +  F=  0 

reprßsente  une  parabole  pour  B-  —  AC  —  0. 

Si  lcs  coordonnees  sont  rcctangulaires ,  les  axes  de  la  courbc 
sont  fournis  (n°  1)  par  l'equation  generale 

ßf'S  -  (A—C)f'*f'9  -  Bf/  -  0, 

qui  donne  

A-C±t/AB*+{A-C)* 
f  x  2^  f  * 

Puisqu'on  a  B2  =  AC,  le  radical  sc  reduit  ä  A  +  C,  et  les 
equations  des  deux  axes  sont 

(2)  Bfx-Af\-%    Bf'x+Cf'y  =  0. 

La  premierc  de  ces  deux  equations  rcpresente  une  droitc  situee 
a  l'iutini;  la  secondc  qui  rcvient  ä 

VAf'x  +  VCf'v  —  0 

est  celle  d'une  droitc  perpendiculairc  a  la  premierc,  et  rcpresente 
Taxe  de  la  parabole,  qui  sc  trouvo  a  une  distance  tiuic;  le  develop- 
peineut  de  cette  equation  est 

(3)  (A+C)(xVA+y  VC)  + DVA  + EVC  =  0. 
La  premiere  ligne  focale 

_»/(«,  Jf)  -fmf9  -0, 
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d'apres  l'identite  (IX)  da  n°  96,  sc  reduit  ä 

{BD —  AE)x  +  (BE  —  CD)y+  BF—  DE  =  0, 

oa  a 

(4)         (DVC —  E  VA)  (x  VA-yVC)  +  BF —  DE  -  0; 
pcndant  quo  la  seconde  ligne  focale 

/V  -  AAftz,  y)  -      -  4CY(x,  y), 
en  vertu  des  identites  (VIII),  devient 

2{BE  —  CD)x  -  2{BD  —  AE)y  +  E~*- CF—D*+AF  =  0, 

ou 

2(D  VC —  EVA)  (x  VC+  y  VA)  +  D*  -  AF—  /•;*  +  CF  -  0. 

Le  foyer  de  la  parabole  (1)  se  trouve  donc  ä  Tintersection  de 
denx  quelconques  des  trois  droites 

(i)       )  xVA-,vc+»r=PE  - 


DVC—EVA 
,  (Di-AF)  —  (E2—CF)  Ä 

118.  Coordonnees  du  foyer  de  la  parabole«  Ce  foyer  est  Tinter- 
section,  par  cxemple,  des  dcux  premieres  droites  (I).  Ajoutant  et 
retrauchant  successivement  leurs  equations  et  representant  par  o  et  ß 
les  coordouuees  du  foyer,  ou  trouvc  que 

BF —  DE   _  DVA  +  EVC 
°  =  2(AE  —  BD)       2(A +6')  VA  ' 

BF— DE        DVA  +  EVC 


ou 


(II) 


2{CD—BE)       2{A  +  C)VC 


BF— DE  AD+BE 
a  ~~  2(AE —  BD)  ~~  2A(A  +  C)' 

a        BF—  DE         CE+  BD 
P  — 


2(CD  —  BE)      2C(A  +  C) 

pour  les  valeurs  qui  detcrminent  le  foyer. 

Ces  valeurs  peuvent  encore  se  mettre  sous  la  forme 
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(in) 


—  FVA  D  E(DVA  +  EVC) 


2(DVC—EVA)      2{A+C)^  2{A+C){DVC—EVA) 

_  E  D{ D  VA  +  EVC) 

"  =  2(DVC—  EVA)      2(A  +  C)      2{A  +  C)(DV/C—EVAy 


quo  nous  avous  deja  obtcnue,  au  n°  53,  par  unc  autrc  nietbode  moios 
dirccte. 

119.  Equation  de  la  direclrice.  Cctte  droitc  est  la  polairc  da 
foyer  («,  ß)  et  a  pour  equation 

(5)  xf'a  +  tjf'ß  +  2(Da  +  Eß+F)  =  0. 

II  nous  suffira  donc  de  calculer  les  derivees  de  l'equation  (1)  de 
la  f>arabolc  par  rapport  aux  coordonuees  a  et  ß  du  foyer. 

Or,  le  foyer  (a,  ß)  etant  situ6  sur  Taxe,  on  a  la  relation 

(6)  VAf't+VCf'ß^O. 

D'autre  part,  puisque 

f'a  =  2(Aa+Bß  +  D)  =  2VA(aVA  +  ßVC)  +  2D, 
f'ß  =  2(B«  +  Cß  +  E)  =  2VC(aVA  +  ßVC)+2E1 

on  trouve,  par  TeUmination  de  «VA  +  ßVC,  i'identite 

(7)  VC f\  -  VAffi  =  2(D  VC- E  VA). 

Celle-ci,  6tant  combiuec  avec  (6),  nous  donuo  de  suite 

2{DVC—EVA)VC  2(CD-BE) 
fa~  A  +  C  =  A+C 

(IV) 

2(EVA  —  DVC)VA      2{AE — BD) 
f  A  +  C  ™      A  +  C 

Nous  avons  ensuitc,  par  les  valeurs  (III), 

ou 

/Mi  n,irfl,|  r-  F(A+C)-D*-FJ 

(8)  Da  +  Eß  +  F-  2{A+C)  ' 

Si  nous  substituons  les  expressions  (IV)  et  (8)  dans  Tequation 
(5),  nous  trouvons 

(V)      2(CD  —  BE)x  +  2[AE  —  BD)y  =  &  —  AF+&—CF 
L'equation  de  la  directrice. 
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Si  Ton  observo  que 

CD  — DE  =  {DVC—EVA)VC, 
AE—BD  mm  (EVA  -  DVC)VA, 

l'equation  precedente  pourra  encore  se  mettro  sous  la  forme 

jyi  AFA-  E*  CF 

(vi)        xvc—  ,jva  =  >2U)VC7_EVA)  ■ 

120.   Appliquons  cette  methode  ä  quelques  equationa  numeriques. 

Excmple  I.  D6terminer  le  foyer  et  la  directrice  de 
la  parabolc 

9xs  +  24^+16y*  +  22.c  +  46y+9  -  0. 
Dans  l'equation  de  Taxe 

VAf'x+VCf'y^O 

posons 

VA  =  3,    VC  =  4, 
f'x  =  2(9* +  12^  +  11),   f'y  =  2(12*+16y+23), 

eile  devieudra 

3(9s  +  12//+ll)  +  4(12*+16y+23)  =  0, 

ou,  en  effectuaut  et  divisant  par  25, 

3s  +  4i/  +  5  =  0. 

Dans  l'equation  de  la  droitc  focale 

*VA  -nVC+j**-^  =  0, 

faisons 

V^4  =  3,    VC  =  4,    B  =  12,    D  —  11,    £  =  23,    F=  9; 
eile  devient 

3*-4y+V  =0. 
Cette  dernierc  equation,  6tant  corabinee  avec  celle  de  l'axe 

3*+4y  +  5  =  0, 
nous  donne  pour  les  coordonuees  du  foyer 

Nous  en  concluons  que 

 8,    /*V  =  6,    2(D«+A^+F)  =  17; 

l'equatir  directrice  sera  donc 
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Ax—  3y-V  =0. 

Exemple  II.  Trouver  1c  foyer  et  la  directrice  de  la 
parabole 

4x2  +  4ry+y*—&x  —  2y—l  =0. 
Nous  ferons  usage,  pour  determiner  le  foyer,  des  deux  equations 

dont  la  premiere  est  cello  de  Taxe,  et  l'autre  celle  d'unc  seconde 
droite  passant  par  le  foyer. 

Puisque 

VA  =  2,    VC=  1,    B  =  2,    Z>  =  —  3,    £==  —  1,    F  —  1, 
ces  deux  equations  deviennent 

2x  —  y  +  4  =  0. 
et  donncnt,  pour  le  foyer,  les  coordonnees 

D'apres  cela,  il  vicut 

2(/>«+£/3+F)  =  —  |. 

L'equation  de  la  directrice  sera  donc 

z  — 2y+2  =  0. 

Exemple  III,  Calculcr  les  coordonnees  du  foyer  et 
trouver  l'equation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

x*  .  2x!/     r  2x 

ä*     fli  +  &i     a  -  jti-^ 

Cette  parabole  touche  les  deux  axes  de  coordonnees  ä  des  di- 
stances  de  l'origine  respectivement  egales  a  a  et  b.  Son  equation  peut 
sc  mettre  sous  la  forme 

b*x2— 2abxy  +  a2y*  —  2ab2x—  2a2by  +  a2b2  =  0. 

Nous  avons  par  suite 
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VA  es*  b,    VC  =  —  «,    D      —  ab2,    E  =  —  a% 
ce  qui  donne 

ou 

ar      y      «-  — 

pour  l'equation  de  Taxe. 

L'equatiou  de  la  ligne  focale 

BF—  DE 

est  Lei 

bx-\-  ay  —  ab  —  0, 

OU 

x+?-i  =  <>. 

a  1  h 

Les  coordonnecs  du  foyer  sout  donc 

*  ~  a*  +  b*     ß  ~  a*  +  b*' 

Comrae  011  a 

iaW  4aW 
f  «  ~    "  fta-f*»'    1  t  -  a*+b*' 

2(Da+Eß  +  F)  —  0, 
Tequatiou  de  la  directrice  est 


ou 

b   1  ff 


X+.!-0| 


celle  passe  par  l'origine  des  coordonnees,  et  coupe  Taxe  de  la  para- 
bolo  au  poiut 

_  rv/,2(/,*  —  «*)  _  q%{a*—  b*) 

Exemple  IV.  Detcrmincr  lc  foyer  ot  la  directrice  de 
la  parabole 

L'equation  de  Taxe  est 

1=3  0; 

cello  de  notre  cordc  focale  est 
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par  suite  les  coordonnees  du  foycr  sont 

ß  ¥• 

On  cn  dßduit 
ce  qui  fournit  l'cquation 

x  —  y—\  =  0 

pour  celle  de  la  directrice. 

Exemple  V.  Trouvcr  le  foyer  et  la  directrice  de  la 
parabole 

x*—2xy+y*+y  =  0 

L'axe  a  pour  equation 

x—y—i  =  V1 
pendaut  quo  la  cordc  focale  est  representee  par 

x-\-y  =  0. 

Les  coordonnees  du  foycr  sont  donc 
cc  qui  fournit 

pour  l'equation  de  la  directrice. 

Exemple  VI.  Calculcr  les  coordonnees  du  foyer  et 
trouver  l'equation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

y*—2px  =  Ü. 

Les  equations  de  Taxe  et  de  notrc  seconde  corde  focale  sont 

y  =  0   et  A5=|; 

de  sorte  que 

sont  les  coordonnees  du  foyer. 

L'cquation  de  la  directrice  est  donc 

2z+/>  =  0. 


•  m 
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Troisieme  Partie. 

Les  Coniques  ä  centre  dlterminees  par  leor  eentre  et  les  extrlmites 

de  deux  deml-diametres  conjngues. 

121.  Supposons  qu9  unc  conique  11  centre  soit  rapportee  a  deux 
axes  quelconques  Ox  et  Oy,  issus  de  sou  centre  O. 

Soicut  x'  et  y\  x"  et  y"  les  coordonnees,  qui  deterniiueut  les 
extremitees  de  deux  demi-diametres  conjugues  quelcouques  OD'  et 
OD\ 

Si  la  conique  est  uue  cllipse,  ces  deux  systemes  de  coordonnees 
sont  reels;  si  la  courbo  est  uue  hyperbole,  le  premier  Systeme  seul 
est  reel  et  le  second  Systeme  est  imaginaire,  de  sorte  que  nous  pour- 
rous  poser,  dans  cc  cas, 

*"—**V— 1,  y"  -  yÄV—  1, 
oü  x*  et  y2  sont  deux  quautites  reelles. 

La  conique  est  evidemment  determiuec  par  le  centre  O  et  les 
extremites  D'  et  D"  de  deux  demi-diametres  conjuguees.  C'est  ce 
qu'il  est  ais6  d'etablir  directement. 

122.  Equation  de  la  conique.  Notrc  conique  (ellipse  ou 
hyperbole)  est  representec  par  l'cquation 

(I)  (x>v-v'x)t+{x»y_y»rxy  =  (xy_7yxyt 

En  effet,  1°  l'cquation  (I),  etant  du  second  degre  par  rapport 
aux  variables  x  et  y,  reprßsente  uno  conique. 

2°.  Cctte  coniqnc  a  un  centre  et  se  trouve  rapportee  ä  ce 
centre,  comme  origine  des  coordonnees,  puisque,  n'ctant  pas  homo- 
gene, l'cquation  (I)  manque  de  termes  du  premier  degre  en  x  et  y. 

3°.  Los  points  (x\  y)  et  (x\  y")  appartienuent  ä  la  courbc: 
car,  si  Ton  rcmplace,  dans  lY-quation  (1),  x  et  y  d'abord  par  x'  et  y' 
puis  par  x"  et  y",  cettc  equation  est  chaque  fois  identiquement  satis- 
faite. 

4°.   Les  droites 

(1)  3f'*~0,    x'y— y"x  =  0 

sont  les  directions  de  deux  diametres  coujuguces  de  la  conique. 

gar,  si  Ton  dcveloppe  les  deux  carres  du  premier  membre  de 
II),  cellc-ci  peut  s'ecrire 
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et  fait  ainsi  voir  quo  los  coefficients  angulaircs 

/  y       H  }f_ 

m       x"      m   -  x" 
de  nos  deux  droites  (1)  satisfont  ä  la  relation  generale 

A  +  B(m'+m")  +  Cmm'  =  0, 
qui  existe  entre  deux  diametres  conjugues  quelconques 

y  =  m'x,    y  =  m'x 

de  la  conique  a  centre 

Ax2+2Bxy  +  Cy2+H  =  0, 
puisqu'on  a  identiquement 

y24V2-(*V+*V)  i$+i^*'*+*'*y%  =  °- 

123.  Equation  des  deux  tangentes  meines  par  les  extrtfmitfs 
de  cha cun  des  deux  diametres  conjuguls.  Dans  la  conique  (I), 
l'£quation 

(II)  (x'y  -  y'x)2  =  {x'y"-  y  V')2 

est  cclle  des  deux  tangentes  men6cs  par  les  extrcinites 
du  diametro 

xy  —  y'x  =  0. 
En  effet,  la  premierc  des  deux  droites 

a'y— y'*-±(*V'—  y'x") 

passe  evidemment  par  lc  point  (x'\  y") ;  de  plus  eile  rencontre  la 
coniquo  (I)  ä  ses  points  d'intersection  avec  les  deux  droites  cou- 
fondues 

(x"y-y"x)*  =  Q, 

c'est-ä-diro  cn  un  point  unique  (x",  y"). 

On  ferait  voir,  de  la  memo  maniere,  que  la  deuxiemc 

x'y-yrx=-(x'y"-y'x") 

des  droites  (II)  est  la  tangente  mence  par  la  secondc  extremite 
(— x",  —  y")  de  notre  diametre. 

124.  Equation  aux  axes  de  notre  conique.    L* equation 
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(III)  (z'y-y'x)(xx'+yy')  +  (x"y-y"x)(xx"+yy")  =  0 
est  ccllc  des  deux  axes  de  la  conique  (I). 

En  effet,  puisquc  le  ccntre  de  la  courbe  du  second  dcgre  (I)  est 
n  l'origine  des  coordonnees,  lcquation  aux  axes  s'obtient,  dans  lc  cas 
de  coordonnees  rectangulaires,  eu  egalant  lc  rapport  des  dcrivees  ä 
celui  des  variables  correspondcntes  (n°  7). 

Or  les  demi-derivecs  de  1'equation  (I)  sout 

-  {x'y  -  y'x)y'-  (x"y-y''x)y'\ 

par  suite  1'equation  aux  axes  scra 

—  {xy  —  yx)y—(xy  —  y  x)y  x 

('}  '  (*V— /*)*'+  Wy—VW  "  5 

qui  n'est  autro  que  Mquation  (III). 

125.  Grandeur  des  axes.  Les  carres  dos  dcux  domi- 
axes  de  la  conique  (I)  sont  donnes  par  requation 

(IV)  ni-(x^  +  ?/^  +  xf'i+y^)Ri  +  (xfyt,-y,x,y  =  0. 

Representons  par  M  et  N  les  dcux  termes  respectifs  de  la  premiere 
fraction  (3);  nous  aurons 

(     M  =  (y'*+  y"*)x-  (x'y'+x"y")y, 
{  )  l    N  ^{x'i  +  y^)y-{x'y'+xtty'f)xt 

et  Töquation  (3)  donnera 

M     N  Mx-\-Ny 

(Ol    q    I      d  ■ 

v  '  x       y  xz-\-y 

Mais  il  est  facilc  de  voir  qu'cn  vertu  de  requation  (2)  on  a 

Ms  +  Xy  =  (x'y"-y'x")*] 

d'aillcurs,  si  R  designe  de  le  demi-axe,  qui  aboutit  au  sommet  (x,  y), 
on  a  aussi 

X*  +  y*=>  jpa 

Les  egalites  (5)  sc  ramenent  donc  ä 

M      A       \x  y  — y  x  Y 
x  ~~  U  ~  & 

et  fouruissent  les  dcux  equatious 
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R*M—{x'y"—y'x")*x  0, 

qui,  en  vertu  de  (4),  revicnncnt  ä 

(*y-f  *y >  -  [(*'*+ (*V— -  o. 

Elimiuant  le  rapport  -  cntre  ccs  deux  equations,  on  en  deduit 
l'öquation  en  R 

&{x'y'+x"y")2  = 

[(x'*+x"*)r*  -  (*y-y'x")2]  [(y^+y'^^-^y-yV)2]. 

Si  Ton  effectue  les  calculs,  quo  Ton  ordonne  par  rapport  a  Ä2, 
puis  que  Ton  diviso  par  (x'y" — y'x")2,  on  verra  que  cctto  equation 
n'est  autre  que  l'equation  (IV). 

126.  Theoremes  d' Apollonias.  Soient  a2  et  b2  les  deux  racines 
de  l'equation  (IV).   Nous  aurons 

(5)  a2+b2  =  y'l+rf'l+S^ 
et 

(6)  a*&*  =  (*y'-yV')*. 

Si  nous  designons  par  a'2  et  //2  les  carres  des  dcmi-diametres 
conjugues,  qui  aboutisscut  aux  points  respcctifs  (x\  yr)  et  (x",  y")\ 
nous  aurons 

On  sait  d'ailleurs  quo  xy"—y'x"  est  la  surface  du  Parallelo- 
gramme, au  signe  prcs,  dont  les  deux  cöt6s  sout  «'  et  b'.  Si  nous 
representons  par  0  rangle  compris  entre  ccs  deux  demi-diametrcs 
conjugues,  il  nous  viendra 

(x'y"-y'x")2~a'2b'2sm2d. 

n  s'ensuit  que  nos  deux  egalit£s  (5)  et  (6)  revicnnent  aux  sui- 
vantes 

a2b2  =  a'2b'2sm2a. 

Ces  deux  relations  prouvent  quo,  dans  Tellipso, 

1°  la  somme  des  carres  des  axes  est  ögale  a  la  sommo 
des  carres  de  deux  diametres  conjugues  quclconques; 
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2°  lc  rcctanglo  construit  sur  lcs  axcsostequivalout 
an  Parallelogramme  construit  sur  les  meines  diametres 
coiijagues. 

Si  la  conique  ä  centre  est  une  hyperbole,  b  et  V  sont  imagi- 
uaircs  et  peuvont  etre  representes  par  1>XV — 1  et  b±V — 1,  de  sortc 
qae  nous  aurons  b-  =  —  //,2,  b'*  —  —  A,'2. 

Les  deux  relations  precedentos  devienuent  ainsi 
On  dit  alors  que,  dans  Phyporbole, 

1°  la  differonce  des  carres  des  axes  est  egale  ä  la 
difference  des  carr6s  de  deux  diametres  conjugues 
qaelconques; 

2°  1  e  rectanglc  construit  sur  les  axes  est  equivalent 
an  Parallelogramme  construit  sur  les  memes  diametres 
conjugues. 

127.  Equation  d'une  conique  h  centre ,  en  fonetion  des  coor- 
donnees (x',  y')  et  {x  \  y")  des  deux  soinmets  non  opposes.  Ad- 

mettons  que  les  coordonnees  x',  y  et  x\  y"  soient  Celles  de  deux 
sommets  non  opposes  de  notre  conique  ä  centre.   Lcs  cquations 

x'y  —  y  'x  =  0,    x"y  —  y"x  =  0 

seront  celles  des  deux  axes  de  la  courbe. 

Ces  axes,  etant  perpendiculaircs  entre  cux,  leurs  coefficieuts  an- 
gulaires 

m  -  -„     m  -  gi 

satisfont  ä  la  condition 

m'm"+ 1  -=  0, 
qui  existe  pour  des  coordonnees  rectangulaircs. 

Ces  coordonnees  sont  ainsi  liees  entro  elles  par  la  relation 
(V)  x'x"+y'y"  =  0. 

Cela  posö,  Tequation  (I)  de  la  conique  pouvaut  so  mettre  sous 
la  forme 
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si  Ton  rcmplace,  dans  le  prcmier  termc,  —  ^>  par  son  egal  tire 
de  (V),  et  quo  l'ou  motte,  dans  le  second  termo,  a  la  place  de  — 

x 

xr 

son  äquivalent      l'equation  deviendra 

('+?")' ,  (>+}')'  , 

(«"4*f  Vr')  ' 

Multipliaut  les  deux  termes  de  la  premiere  fraction  par  y"2,  ccux 
de  la  secondc  par  y'\  et  intervertissant  les  deux  fractions  resultantes, 
ou  obticut 

nm  (*x'+yy)*  •  W+yy")2  t 

pour  r^quation  d'unc  conique  a  centre,  en  fouetion  des  coordonnees 
x',  y  et  x",  »/'  de  deux  somraets  uon  opposes,  coordonnees  qui  sont 
Hees  eutre  elles  par  la  relation  (V). 


128.  Autre  forme  de  l'equation  precldente.  Une  conique  ä 
centre  est  determiuee  par  son  centre,  les  deux  coordonnees  d'un 
sommet  et  l'une  des  coordonnees,  l'abscisse  par  excmplc,  d'un  autre 
8ommet,  non  opposd  au  premier.  Nous  pouvons  douc  nous  affranchir 
de  la  condition  (V),  en  remplacant ,  dans  l'equation  (VI),  y"  par  sa 
xx" 

valeur   tiree  de  (V). 

y 


L'equation  (VI)  deviendra  alors 


(VII) 


(x'y-y'x)2  ,   (xx'+yyr  (*'2+*'2)2 

_J  «=,   -y- 


x"* 


ff 


y 


129.   Dans  la  conique  (VI),  l'equation 

est  cello  des  deux  tauge ntes,  ineuecs  pari 
de  l'axo 

XX  -f- ' 
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Car  Ja  droite 

rencootre  la  conique  (VI)  ä  son  point  d'interscction  avcc  la  droite 

La<jaelle  iotersection  est  an  point  double. 

130.    Si  Ton  indentific  lequation  (I)  ou 

a\ec  1'eqnation  generale  des  coniquos  a  centre 

(7)  Ax2+2Bxy  +  Cy*+H  =  0, 

«pn  sont  rapportees  a  lour  centre,  OB  pouvra  aisement  obtenir  l'cx- 
Vression  generale  des  divers  Clements  de  la  coniquo  (7). 

On  obtient  ainsi  les  egalites 


<    y'*+y"*~Ak,  x'y'+x"y"=-Bk, 
{  )  \  -  Bk,    (zY—  yV)*  =  -  //A ; 

qai  donnent  d'abord 

(B*-AC)k*  =  (xy+/V')2-(/8  +  /2)(/2+0 

=  2x'uyx"-(x'  y*+y'v»), 

ou 

{B*-AC)V  =  -(x'y"-y'x")*. 

Mais,  en  vertu  de  la  derniere  des  identites  (8).  1c  second  membre 
de  cette  egalite  est  egal  ä  Hl.    11  nous  vient  donc 

A  B*-AC 

Tntroduisons  cette  valeur  de  A  dans  les  identites  (8) ;  nous  ob- 
tenous  ainsi  les  relations  fondamentales 

~~  Z*2  —  AC* 


B*  —  AC' 


Ittfl  Digitiz  ed  by  Google 


204  Dostor:  NottveJU  dtttrmination  analytiquc 

(ix)  *y+*v  = 

(x)  (*yw^  =  ^3c' 

au  moycn  desquelles,  il  sera  facilc  de  calctüer  les  expressious  gene- 
ralcs  de  tous  les  Clements  de  la  conique  (7). 
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Hoppe:  Abwickelbare  Mittelpunkt sßäthen. 


Dieses  verschwindet  für 

1  C 

Ist  -  =  0,  so  ist  A  abwickelbar,  und  statt  dessen  x*  =0.    Im  er- 

sten  Falle  sind  die  Linien  v  =  const,  im  zweiten  die  Linien  u  —  const. 
Kürzeste  auf  A.    Die  Resultate  lauten: 

Eine  Fläche  hat  immer  und  nur  dann  eine  ab  wickel- 
bare Mittelpunktsflächo,  wenn  eine  der  2  Scharen  von 
Krümmungslinien  zugleich  Schar  von  Kürzesten  ist. 

Die  zweite  (bzhw.  erste)  Mittelpunktsflächo  einer 
nicht  abwickelbaren  Fläche  ist  immer  und  nur  dann  ab- 
wickelbar, wenn  die  ersten  (bzhw.  zweiten)  Krümmuugs- 
linien  der  Ur fläche  Kürzeste  sind. 

Im  folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  dass  A  nicht  abwickelbar 
sei,  und  demgcmäss  (3)  zur  notwendigen  Bedingung  machon. 


§.  2.   Lage  der  abwickelbaren  Mittelpunktsflächo. 

Infolge  der  Gl.  (3)  hat  mau  jetzt  nach  (2):  Eä  =  0  und  F8=0. 
Daher  rcducirt  sich  die  Gleichung*),  welche  die  Hauptkrümmungs- 
richtungen  von  B  bestimmt,  auf 

Gtdv{eidu+ficv)  =  Q 

Diese  Hauptkrümmuugsrichtungen  sind  die  der  erzeugenden  Geraden 
uud  der  Evolvente  der  Gratliuie.  Ihnen  müssen  einzeln  entsprechen: 

dv  =  0   und    c2  du-\-  ft  dv  =  0 

Es  sind  demnach  die  2  Fälle  zu  berücksichtigen,  wo  die  eine  und 
wo  die  andre  Gleichung  die  Gerade  darstellt.  Voraus  bekannt  ist 
nur,  dass  die  Gleichung  du  =  0  eine  Kürzeste  ausdrückt,  die  im  all- 
gemeinen mit  keiner  Krümmungslinie  zusammenfällt. 

In  Parametern  der  Krümmungslinicu  »„  pt  dargestellt  haben  die 
Gleichungen  einer  beliebigen  Abwickelbaren  die  Form: 


i 


*)  Flächenth.  §.  9.  Gl.  (38).    Arch.  LIX.  p.  236. 
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wo  axi  ßly  Yi  die  Richtungscosinus  der  durch  den  Punkt  (x^y^*) 
gellenden  Tangeute  der  Gratlinie,  ux — r,  die  Strecke  derselben  vom 
Berührungspunkt  bis  zu  jenem  Punkte,  »,  den  Bogen  der  Gratlinio 
bis  zum  Berührungspunkt  ausdrückt.  "Wir  untersuchen  nun  die  2 
bezeichneten  Fälle  einzeln. 


§.  3.   Erster  Fall. 

Ist  dv  =  0  die  Gleichung  der  Geraden,  so  ist  sie  identisch  mit 
dvx  =  0,  also  r,  Function  von  v  allein.  Da  ferner  du  =  0  die  Glei- 
chung einer  Kürzesten,  so  ist  *),  wenn  qp(u)  sogleich  an  die  Stelle  der 
Coustantcn  gesetzt  wird: 

qp(M)  =  «jSiuTj  —  / vx  d  sinrj  (5) 

wo  t,  den  Krümmungswinkel**)  der  Gratlinie  bezeichnet,  welcher 
mit  willkürlich  coustantcn  Addenden  zu  denken  ist,  so  dass  letzterer 
alle  Tangentialrichtuugeu  zu  vertreten  vermag,  hier  jedoch  nicht  in 
Rechnung  kommt.    Die  vollständige  Differentiation  ergiebt: 

B  <p(u)  =  3mj  sin  Tj  -f-  (t*j  —  i\)dr1  cos  t,  (G) 

Differentiirt  man  jetzt  eine  der  Gl.  (4)  und  führt  dux  auf  du  zurück, 
so  kommt: 

Bot 

fo2  =  «,  8», + (uL — 0j)     d*i  (7) 

=        |  «i  9  <?>(")  +  («a  —  9tß*t  (f^r  sin  Ti  —  «t cos  Ti) } 

Da  T|  Function  von  vt  also  von  u  unabhängig  ist,  so  hat  man : 

Bx%     Uj  —  vt  Bxx  (dax  \ 

_   __  i  _  sin tx  —  ax  cos  xx)  i  yp) 

dt>        sinij  cv  \ot1  / 

Nun  ist  aber  bekannt  ***),  dass  die  Normale  der  Urfläche  die  Mittel- 
punktsfläche  uud  auf  ihr  die  Curvc  berührt,  welche  der  zugehörigen 
Krümmungsliuie  (hier  u  =  const.)  entspricht.  Daher  müssen  die 
Richtungscosinus  der  Normale     q,  r  in  dem  Yerhältniss  stehen: 

d*2  .  dys  .  d*2  /qx 

r:*:r  =  Vv'dv-fv      '  (9) 

woraus  nach  (8): 


*)  Flächenth.  §.  36.  Gl.  16.  Arch.  LIX.  p.  277. 

*♦)  Curvcnth.  §.  2.  Gl.  5.  Arch.  LVI.  p.  45. 
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Bo 

V  =  gj*  sin  Tj  —  a,  cos  t, ;   etc.  (10) 

Demzufolge  sind  />,  q,  r  reine  Functionen  von  p,  und  man  hat: 

9»         1  3x  rt 

e«  =  -      =  °5  etr- 

Da  nicht  a-,  y,  «  sämmtlich  Functionen  1  Variabein  sein  können,  so 
folgt: 

Die  Flüche  A  ist  abwickelbar,  d.  h.  die  Annahme  unzulässig. 

§.  4.   Zweiter  Fall. 

Ist  Bv  =  0  die  Gleichung  der  Evolvente  der  Gratlinie,  so  ist  sie 
identisch  mit  3m,  =  0,  also  u,  reine  Function  von  r.  Die  Gl.  (5)  (6) 
(7)  gelten  wie  vorher.  In  (7)  haben  wir  jetzt  umgekehrt  dx1 ,  mit- 
telst Gl.  (G)  auf  Bu  und  3m,  zurückzuführen.   Dies  giebt: 

folglich  ist 

3xo      /  3<r.        \  Bu* 

ST  =  l">  -eT^W  a, 


woraus  mit  Anwendung  der  Proportion  (9): 

3«,  . 

p  =r  ffj  COS  T,  —  g~    S1U  Tj 

mithin  p  reine  Function  von  t>,  oder  t,  und  nach  (G) 

Bp     Bp  3r,     Bp  <p'(u)   

Bu     3t,  Bu      3t,  (wj  —  rA)cosTj 

Bp     3p  3tj         Bp    tgr,  3«, 

3t>  ~~  3r,  Bv  3t,  ?*,  —  r,  3?j 

Ist  5  eine  beliebige  Curvo  auf  B,  so  ergiebt  sich  aus  (G): 
3S2  -  3*,2+(«,-»,)23t,2 

w*  '  \        cost,  / 

folglich,  da 

35«  =    3m* + 2/i  3u  3« + /78  3t;2 

sein  muss: 


(12) 


(13) 


(14) 
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(  ?'(«)  V\  _  <p'(**)8inTx  du,  =  /   1     OuA  * 

(COSTjj    1    '2  COS*^"  '        '     ff*        \COSTj  / 


daher  ist  nach  den  Gl.  (1) 


woraus: 


(15) 


5?  ~  >  *  -  cost, 

=  /(ÖWj  COST,  —  («j  l'JsiUTjÖTj) 

—     cos  xx  +  /  Dj  sin  r,  9  Tj  (16) 

Nun  muss  sein 

•-©"+  «)'+©"-  -■(©"+©'+(£ 

also  nach  (15)  (6) 

»1  V«-VMJ        (Ö^COSTj)2  u'; 

Hier  ist,  wie  Gl.  (12)  diffcrentiirt  giebt: 

jj:  =  -  ^tgAjSinTj 

wo  zugleich  den  Richtungscosinus  der  Normale  von  B  und  den  der 
Binormalc  ihrer  Gratlinic,  Xt  die  Krümmungsbreite  der  Gratlinie  be- 
zeichnet*): daher 

Ferner  ist  nach  (16)  (5) 

^c     j_  sin  ^/a^  cost. 


*)  Curventh.  §.  2.  Arcb.  LVI.  p.  48. 

XiXm.  '  u 
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und  die  Gl.  (17)  hat  nun  in  den  2  Unabhängigen  u  und  i\  die  Form: 

wo  nur  4>(u)  ohne  geometrische  Wirkung,  mit  Specialisirung 

der  Fläche  B  constant  gesetzt  werden  können,  die  3  übrigen  Func- 
tionen hingegen  notwendig  variabel  sind.  Offenbar  lässt  sich  die 
Gleichung  nicht  unabhängig  von  u  und  r,  erfüllen;  folglich  führt  auch 
der  2.  Fall  zu  keiner  Lösung. 


§.  5.   Mittelpunktsfläche  einer  Abwickelbaren. 

Nach  dem  Vorigen  bleibt  es  allein  noch  möglich,  dass  eine  ab- 
wickelbare Mittelpunktsfläche  einer  abwickelbaren  Urfläche  zugehört 
Es  wird  sich  sogleich  ergeben,  dass  dies  allgemein  und  bedingungslos 
der  Fall  ist.  Die  Untersuchung  der  cylindrischen  und  konischen 
Flächen,  welche  sehr  einfach  ist,  schliesson  wir  hier  aus. 

Gehen  wir  von  der  beliebigen  Abwickelbaren  Ax  dargestellt  in 
der  obigen  Form 

x  =  f  adv-{-(ii  —  v)a\    etc.  (18) 

aus,  so  findet  man  als  Wert  des  zweiten,  d.  h.  einzigen  Hauptkrüm- 
raungsradius: 

g2  =  (u  —  v)  cot  A  (19) 

unter  A  wie  oben  die  Krümmungsbrei to  der  Gratlinio  v  verstanden. 
Daher  sind  die  Glcichuugen  der  einzigen  Mittelpuuktsfläche: 

a-j  =  /  a  du  -f-  (n  —  v)  (a  -\-p  cot  A) ;    etc.  (20) 

sie  sind  linear  in  u,  also  dio  Fläche  erzeugt  von  einer  Geraden 
v  =  coust,  deren  Richtuugscosinus  =  «sin  A+/>cosA,  etc.  Diese  Ge- 
rade wird  einen  Coincidcnzpuukt  habeu,  wenn 


a-J-/)COtA    8(a-f-7>cotA)    d\fadv  —  v(a-{-p  cot  A)| 

ß  +  qCOtk  d(ß  +  qCOtl)  d\fßdv  —  v(ß+qCQtk)\ 
y+rcotA    d(y+rcotA)    d\f  ydv—  v(y  +  r  cot  A) j 


=  0 


ist.  Der  zweite  Tcrm  der  3.  Verticalreihe  setzt  sich  aus  den  2  er- 
sten Verticalreihen  zusammen,  es  bleibt  darin  nur  ade,  ßdv,  ydr. 
Da  nun 

6(«+pcotA)  =  />dcotA 

so  ist  die  erste  Reihe  zusammengesetzt  aus  der  zweiten  und  reda- 
cirten  dritten,  mithin  die  Determinante  bedingungslos  null,  und  man 
hat  den  Satz: 
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Die  Mittelpunktsflächo  einer  Abwickelbaren  ist  ab- 
wickelbar. 

In  Parametern  der  Krümmungslinien  m,,  r,  sind  die  Gleichungen 
der  Mittelpunktsflache  B  die  in  (4)  aufgestellten,  also 

faBv  +  (u  —  r)(a+/)COtA)  =  f  ux  3r,  +  (u, -<•,)(*, ;    etc.  (21) 

ood  zwar,  wie  schon  bemerkt, 

a1  =  «sinA+j>cosA;   etc.  (22) 
Dies  differentiirt  giebt: 

g^-1  B  t,  =  (o  cos  A  — p  sin  l)d  A 


woraus : 


*i  =  A  +  const.  (23) 

der, 

g  -  =  a  cos  A  —  p  sin  A ;   etc.  (24) 


Pi  = 


R 

Yi  dz, 


ca  dß  dy 

fr     *  =  fr     ri  =  Sr 


differentiirt  man  die  Gl.  (21),  so  kommt: 

a  du  -\-p  |  {du  —  dv)  cot  A  +  («  —  v)d  cot  A}  = 

(er  sin  A  +/>  cos  A)^  +  ("i  —  »i)  («  cos  A  —  p  sin  A)9A 

unabhängig  von  er  und  />,  sofern  die  x  Axe  willkürlich  ist,  daher 
einzeln: 

6u  «  sin  A  ö«j  -f-  («i  —  t'i )  cos  A  5  A  (25) 
(8u  —  &<)  cot  A + {u  —  v)d  cot  A  =  cos  A  dux  —  («,  —     sin  A  ö  A 

Qnd  nach  Elimination  von  6«: 

h+lu-u)  -.  =  ^—^A  (26) 

'  v       'siuAcosA       cosA  v  ' 

8.  (25)  integrirt  giebt: 

u  =  (%  —  i'! )  sin  A -f- /  dt\  sin  A  (27) 
Dadurch  geht  Gl.  (26)  über  in 

dl 
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Das  Integral  hiervon  ist: 

v  =  f  fo,  sin  k  —  tg  X  f  Bvs  cos  l  (28) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  die  Urfläche  einer  gegebenen  ab- 
wickelbaren Mittclpunktsflächo  zu  finden.  Aus  den  Gl.  (23)  (22)  (24) 
(27)  (28)  ergicbt  sich,  indem  wir  noch  die  willkürlichen  Constautcn 
ä,  f,  C  und  D  sichtbar  machen: 

A  =  t,  +  Ö;      =  (29) 
«  =  ofj  sin  (t,  -f-  <5)  -f-  g-*  cos(r,  -\-6) ;  etc. 


p  =  «,  cos(t,  +  5)  —  g-'  sin(r,  +  3) ;  etc. 


(30) 
(31) 
(32) 


da 

u  =  (t<1-.Vl)siii(T1  +  d)  +  /arjSinfTj+ÄJ  +  C  (33) 

v       fr,  Binfr,  +  *)  -  tg(r,  +  6)  f  Bvt  cosfa + S)  +  C—  D  tg(rI  +  ö) 

wo  <>  den  Torsionsbogen  der  Gratlinio  bezeichnet*).  Die  Coordina- 
tengleichungcn  ergeben  sich  am  einfachsten  aus  der  Relation 

x$  —  x-\-j)§* 

nach  Einführung  der  Werte  (31)  (19),  nämlich: 

x  =    —         t',)cos(r,-f  ü)-\-fdvx  cosfo-f  <5)+  J)\  X 


j «,  cos(tx  +  5)  —      sin^  +  6)  \ 


(34) 


Die  Urfläche  variirt  demnach  bei  fester  Mittelpunktsfläche  noch  mit 
ö  und  1).   Es  hat  sich  ergeben: 

Jede  Abwickelbare  ist  Mittelpunktsfläche  eines  dop- 
pelt unendlichen  Systems  abwickelbarer  Flächen. 

Sehr  leicht  erledigt  sich  nun  hinsichtlich  Abwickelbarer  die  in 
meinem  vorigen  Aufsatz  **)  aufgeworfene  Frage :  Welche  Ourvenschar 
auf  der  Urfläche  entspricht  den  Kürzesten  auf  der  Mittclpuuk'sfläche? 
Es  ist  nämlich  Gl.  (33)  ohne  weiteres  der  Ausdruck  einer  Kürzesten 
auf  Zf,  wenn  man  n  constant  setzt  ***).  Diese  variirt  mit  «  nnd 
Setzt  man  also  in  der  Gleichung  der  Kürzesten  u  =  /;  und  ö  -j- 1 für 
ö,  und  verbindet  damit  die  Gl.  (27)  (28),  so  hat  man: 

*)  Curventh.  §.  2.  Arch.  LIV.  p.  48. 

**)  V.  p.  81. 

***)  Vcrgl.  Gl.  (5). 
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k  =  («,—  r1)sin(A  +  J)  +  /ar1sin(A  +  Ö 
u  =  (w,  —  ut)  sin  A  +/  dvt  sin  A 
v  =  /oV,  sin  A  —  tg  A  /     cos  A 


(35) 


woraus  durch  Elimination  von  Hj  und  r,: 


«sin(A-f-{) —  r  sin  {cos  A  =  ArsinA 


(36) 


I>ics  ist  die  gesuchte  Cnrvc  auf  A,  welche  der  Kürzesten  (3."))  auf  Ii 
entspricht.    Für  {  =  0  geht  sie  über  in  die  Krümmungsliuie  n  =  fr. 

Hinsichtlich  anderer  Fragen  ist  es  nötig  u,,  p,  in  «,  v  darzu- 
stellen.   Löst  man  die  Gl.  (25)  (20)  nach  w,  und  r,  auf,  so  findet 


Bemerkenswert  ist  die  hieraus  hervorgehende  Beziehung  zwischen  den 
Gratliuien  von  A  und       bestimmt  durch -u=v  und  u^v^  das  ist 


Bezeichnen  also  x0  und  arM  die  Coordinateu  der  beiden  Gratlinien,  so 
giebt  die  Einführung  der  Werte  von  n  in  die  beiden  Flächengleichun- 
gen (20)  (18): 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  der  rectiticirenden  Geraden  *) 
der  Cnrvc  die  iuverse  Abgeleitete  *)  ist  daher  bekannt.  Mau  hat 
also  den  Satz: 

Die  Gratlinie  der  Mittclpunktsflächo  ist  die  Einhül- 
lende der  rectificireudeu  Geraden  der  Gratlinie  der  ab- 
wickelbaren Urflächc. 

Unmittelbar  erhält  man  aus  Gl.  (20),  indem  man  u  =>  0  setzt, 
den  Satz: 

Die  Gratlinic  einer  Abwickelbaren  entspricht  sich 
selbst  auf  der  Mittelpunktsfläch c. 

*)  Nachträge  4.  n.  Arch.  LX.  p.  394.  Gl.  (100)  (102). 


u  =  v   und   u  —  v — k!  sin  A  cos  A 
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Bemerkenswert  ist  ferner  die  Beziehung  zwischen  der  Gratlinie 
von  A  und  den  ihren  Evolventen  entsprechenden  Curvcn.  Setzt  man 
nämlich  in  Gl.  (20)  u  constant,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
bekannten  Begleitenden  *).   Es  zeigt  sich : 

Das  System  der  Krtimmungslinien  einer  abwickel- 
baren bildet  sich  auf  der  Mittclpunktsfläckc  ab  als 
eine  Schar  von  Geraden  und  eine  Schar  von  reeiprokeu 
Binormal-begleitcndcn  0.  Ordnung  der  Gratlinie  der 
Urfläche. 

Schliesslich  ist  bekannt,  dass  alle  parallelen  Flächen  eine  ge- 
meinsame Mittelpunktsfläche  haben.  Folglich  muss  das  mit  2  Para- 
metern variirende  System  von  Flächen  A,  welches  einem  Ii  entspricht, 
in  Scharen  paralleler  Flächen  zerfallen.  Dies  zeigt  sich  in  der  Tat, 
wenn  man  mit  Anwendung  von 


Ist  dann  6  constant,  während  D  variirt,  so  variirt  (xyz)  längs  der 
Normale  um  constanto  Strecke,  uud  A  bleibt  sich  parallel.  Jedem  d 
gehört  dann  eine  besondere  Schar  paralleler  Flächen  zu. 


•)  Nachträge  2.  b.  Arcb.  LX.  p.  .387.  Gl.  (51). 


p  =  <Yj  cosa  —  —  sin  X 
Gl.  (34)  folgendermassen  schreibt: 


*  =  *,-(  7'+ 7%;    k-r,  +  9 
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IX. 

Miscellen. 


1. 

Die  Kegelfl&chen  am  Dreikant. 

Eiue  interessante  Anwendung  der  von  mir  in  Nr.  XVI.  des  58. 
Bandes  des  Archivs  hergeleiteten  Formeln,  welche  sich  auf  die  Func- 
tionen Sinus  uud  Cosinus  einer  dreikantigen  Ecke  E  und  diejenigen 
der  durch  eine  neue  Gerade  oder  eine  neue  Ebene  mit  den  Kanten 
oder  Ebenen  der  ursprünglichen  Ecke  bestimmten  Teilecken  ST,,  T», 
r3  oder       X2,  %a  beziehen,  nämlich: 

(1)  Cos/;  =  Cos^.cosr/j+Cos  7* .COB<2|-f-Co*T8 . cosrfj, 

(2)  Cos  jT,  =  Cos  K .  cos  dx  —  Cos  1\ .  cos  <?-f  -  Cos  7'3 .  cos&  etc., 

(3)  Sin  E  =>  —  Sin  %A .  cos  <$,  —  Sin  X2 .  cos  #2  —  Sin  X3 .  cos  tf3, 

(4)  Sin 2,  =  —  Sin /;.cos51  +  SinX2.cosy4~ SinX3.cosj3  ote, 

in  welchen  7\(Xi)  die  durch  die  Gerade  (Ebene)  mit  der  zweiten 
und  dritten  Kaute  (Ebene)  bedingte  Ecke,  t/^tf,)  den  Winkel  zwischen 
der  Geraden  (Ebene)  und  der  ersten  Kante  (Ebene),  c(y)  den  durch 
die  erste  und  zweite  Kante  (Ebene)  eingeschlossenen  Winkel  be- 
zeichnet, —  bietet  der  Fall  dar,  dass  die  Gerade  (Ebene)  mit  den 
Kanten  (Ebenen)  der  Ecke  denselben  Winkel  d(5)  bildet  Die  Ge- 
rade ist  alsdann  die  Axe  desjenigen  Umdrehungskegcls,  welcher  um 
die  Ecke  beschrieben  werden  kann ;  im  anderen  Falle  ist  die  auf  der 
Ebene  im  Scheitel  der  Ecke  errichtete  Normale  die  Axe  desjenigen 
Umdrehungskegels,  welcher  sich  in  die  Ecke  einschreiben  lässt.  Die 
auf  die  umgeschriebene  Keg«Wüche  bezüglichen  Gleichungen  nehmen 
nach  (1)  und  (2)  folgert 
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(5)  Cos  E  =  cos  d .  (Cos  Tt  +  Cos  T2  +  Cos  r3), 

iCos  Tt  +  COSC.  Cos  r2  -(-  cosä  .  Cos  3Ta  =  cos  d.  Cos  £7, 
cos<?.Cos7\+    Cos7'i    -(-cos «.Cos  7'3  =  cos Cos  A'  und 
cos  .  Cos  2j + cos  a .  Cos  Tjf  -(-     Cos  7  3    —  cos  d .  Cos  2£. 

Der  Neuner  für  die  aus  (6)  folgenden  Werte  von  Cos  7\,  Cos  rt 
und  Cos  Tg  wird  dargestellt  durch  die  Determinante: 

1     cos  c   cos  b 

COSC       1  COSa 
COS&    COSa  1 

d.  h.  durch  1— cosa2  —  cos£2— cosc2 +2  cosa.  cos  6.  cos  c;  mithin  ist 
der  Nenner  4.CosM 

Der  Zähler  für  Cos  Tx  wird 

cos«* .  Cos£  cos«* .  Oos£  cos«\  Cos£ 

COSC  1  cosa 

COS*  COSa  1 

w  * 

m 

d.  h.  cos«1.  Cos  E.  (1  —  COSa2  —  COSÄ  —  COSC  -[-COSa .  COS  J  -f-  COSa .  COSc) 
und  die  Zähler  für  Cos  7^  und  Cos  Tz  sind  diesem  Ausdrucke  analog 
zu  bilden.  Man  erhält  demnach  durch  Addition  der  so  bestimmton 
Werto,  wenn  man  zugleich  mit  dem  Nenner  multiplicirt  und  durch 
4.Cos#  dividirt: 

Cos  E .  (Cos  r,  +  Cos  7  2  +  Cos  rn)  =  cos  d .  N% 

wenn 

4A^2  =  3  —  cos  a2  —  cos  ß2 —  cosc2 — 2  cosa  —  2cos6  —  2  cosc 
+  2  cos  a : .  cos  1 + 2  cos  a .  cos  c + 2  cos  ä .  cos  c 

gesetzt  wird. 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichuug  (5),  so  entsteht  nach  ein- 
ichen  Reductionen: 

CosE  =  cos  d.N 

und  daher 

(7)  cosf/  =  — 

Wenn  man  in  dem  durch  4A'2  repräsentirten  Werte  die  Sinus 
der  halben  Winkel  einführt,  so  lässt  sich  der  Factor  4  beseitigen, 
und  es  ergiebt  sich: 

(8)  A2  =  2sin£a2  8in$&2  +  2sin£a2  sinjc2 

-f-  2  sin  ib2.  sin  £c2  —  sin  \aA  —  sin     —  sin  $c4. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  ein  Product  von  vier  Factoren 
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COSC  1  Cosa 
COSi   COSa  1 
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umgestalten,  von  welchen  der  erste  sinja-fsinji+sinlc  *=  2m  ist-, 
die  übrigen  sind  2(m  — sin  Ja)  u.  s.  w.,  so  dass 


(9)  N=  A.Ym.{m  —  sinJa).(/H  —  sin  Jä) .  (m  —  sin  Je) 

gefunden 


Wenn  man  in  dem  oben  vorgekommenen  Werte  von  ACosK* 
ebenfalls  die  Sinus  der  halben  Winkel  anwendet,  so  verwandelt  sich 
derselbe  in : 

(10)  CosJET*  =  2sinJa2.siniÄ2  +  2sinKsia^2  +  2siniA2.8inP 

—  sin  Iri4—-  sin        sin  Je4— 4  sin  Ja2,  sin  Jä2.  sin  Je2 

Durch  (7),  (8)  und  (10)  ist  nun  die  Aufstellung  eines  einfachen 
Ausdruckes  für  sind  ermöglicht,  nämlich: 

2  sin  Ja.  sin  J&.sin  Je      2.  [sin  Ja] 

(11)  smd=  —  =  —  , 

und  in  Folge  dessen  wird: 

Andererseits  erhält  man  durch  die  mit  Hülfe  der  Gleichung 
cosa  =  — cos/S.cosy  +sinjff.siny.cosa 
ermittelten  Werte 

.  ,        l/^cosff.cosfa  —  a)      ,       ,        1  /  eos(tf— ß) .  cosftf-^) 

sin  Jr»  =  1/      und  cos  Ja  =  1/  .  „   .  ~ 

*        r         sinp.smy  2       r  smp.smy 

unter  Berücksichtigung  des  Wertes 

V—  cos  a.  cos  (a— a).  cos  (er  —  ß).cos(a  —  y) 
für  Sin E  die  Bestimmung: 

Sin  E 

<l3>  cotgf,=  _cos(>c08(ff_cT 

Stellt  man  ferner  die  dem  obigen  Ausdrucke  für  sin  Ja  ent- 
sprechenden für  sinj£  und  sin  Je  auf,  so  ergiebt  dio  Multiplication 
dieser  drei  Werte: 

_  .     _     —  cos  o .  Sin  E        _  ,  _ 

[smj«]  =  [j3J^]  '  wo  [81QÄ]  =  sin«.8in|5.siny  ist, 

d.  h. 
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da  2Sin£  =  sina.Bin/?.Bmy  und  ^  =  ^  ist. 

'  Sinex  SinA 

Weil  jetzt  die  Verbindung  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  das 
Resultat 

2.[sini«].cotgi«^c-^^-}  oder 

(15)  cotg  |«.cos(<r-«)  =  ——^ 

giebt,  so  gelaugt  man  wegen  (12)  zu  der  einfachen  Beziehung: 

06)  cotgrf  =  cotg  |a.  cos  (ff—  «). 

Eine  der  vorstehenden  analoge  Betrachtung,  welche  sich  an  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  anknüpfen  würde,  führt  zu  einer  ähnlichen 
Relation  für  den  Winkel  <5,  welchen  eine  durch  den  Scheitel  der  Ecke 
gelegte  Ebene  mit  jeder  Seitenfläche  der  Ecke  bildet;  sie  lautet: 

(17)      cotg J  =  tgj«. sin (*  —  «),  wenn  s  =  £(a-)-Ä-|-c)  ist. 

Man  findet  nämlich  hierbei  nach  uud  nach  als  Correlate  zu  den 
Gleichungen  (7),  (9),  (11),  (12),  (13),  (14)  und  (15)  die  folgenden: 

Sin  K 
cosö  =  # 

vr     4 .  Vm  .       cos Ja) .  (|A  —  cos  pH^cös  \yj, 
wo  (i  =  i(cosi«  +  cosi/?  +  cosiy)  ist, 
,  2.[cosJor] 

c  t  d  -  Siü^ 

2.  [cos  Ja]' 

Cos  E 

tg*a  =  sin«.8in(*-a), 

sinjr.Sin^ 
2.[co8ia]~    CwE  und 

tgj«.  sin  (.<?  —  <*)  =  — - r 


2.[cos£a]' 

Denkt  man  sich  zu  einer  Kante  der  ursprünglichen  Ecke,  etwa 
der  dem  Winkel  a  gegenüberliegenden,  den  ergänzenden  Gegenstrabl, 
-oder  auch  zu  den  beiden  anderen  Kanten  ihre  Gegenstrableu,  so  er- 
•t  man  in  jedem  Falle  ein  Dreikant,  dessen  Linicnwinkel 
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a,    180°  —  b    und    180°  —  c, 

und  dessen  Flächeuwiukcl 

«,   180°—  ß   und    180°  —  y  sind. 

Statt  die  dem  Linienwinkel  a  gegenüberliegende  Kante  zu  ver- 
längern kann  man  auch  die  den  Flächcnwinkel  a  einschiiessendeu 
Ebenen  sich  erweitert  denken,  und  statt  die  den  Linienwinkel  a  ciu- 
schliesscndon  Kanten  zu  verlängern  kanu  mau  auch  die  dem  Flächen- 
winkel er  gegenüberliegende  Ebene  über  den  Scheitel  der  Ecko  hin- 
aus fortsetzen. 

In  jedem  dieser  Fälle  entsteht  ein  Ncbeudreikant  des  ur- 
sprünglichen, in  welchem  die  Summo  der  Linienwinkel,  die  als  Um- 
fang desselben  bezeichnet  werden  möge, 

360°—  (Ä+c—  a)  =  360°— 2.(8  —  a) 

beträgt,  und  in  welchem  die  Summo  der  Flächenwinkel,  die  Inhalt 
desselben  heissen  soll, 

360°—  (ß+y  —  a)  =  360°  — 2.(ö  — «) 

ausmacht,  so  dass  der  Umfang  eines  solchen  Ncbcndreikauts  von 
(s  —  a)  und  der  Inhalt  von  (<s  — «)  abhängt.  Hiernach  kaun  mau 
den  Formeln  (10)  und  (17),  da  aus  ihnen  hervorgeht,  dass  ($  —  a) 
allein  durch  ö  und  a,  (<?  —  o)  aber  nur  durch  d  und  n  bedingt  wird, 
folgende  Deutung  geben: 

1)  Wenn  man  sich  auf  einer  Umdrehungskegelfläche  zwei  Seiten- 
linien fest  und  eine  dritte  auf  dem  einen  der  beiden  zwischen  den 
ersteren  liegenden  Teilen  der  Kegelfläche  beweglich  denkt,  so  haben 
alle  diejenigen  Dreikante,  welche  durch  dio  festen  Geraden  und  den 
Gegenstrahl  der  beweglicheu,  oder  durch  die  Gegenstrahlen  der  festen 
und  die  bewegliche  Gerade  selbst  als  Kanten  bedingt  werden,  den- 
selben Inhalt. 

2)  Legt  man  an  eine  Umdrehuugskegelflächc  zwei  feste  sie  be- 
rührende Ebenen  und  eine  dritte  ebensolche  auf  dem  einen  der  bei- 
den zwischen  jenen  befindlichen  Teilen  der  Kegelfläche  bewegliche, 
so  haben  alle  diejenigen  Dreikaute,  welche  durch  die  festen  Ebenen 
und  die  Erweiterung  der  beweglichen,  oder  durch  die  Erweiterungen 
der  festen  und  die  bewegliche  Ebene  selbst  als  Seitenflächen  bedingt 
werden,  denselben  Umfang. 

C.  Hellwig,  Professor  in  Erfurt. 
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2. 

Limite  de  I'erreur  que  Ton  commet, 
en  substituant,  daiis  un  caleul,  la  moyenne  aritlimltique 
de  deux  nombres  ä  leur  moyenne  ££om£trique. 

1.  Soicut  n  et  N  deux  nombres  iuegaux;  on  a  l'identite  evidente 

*  -  m-  m- 

On  eil  tire 

m  <  (!fif. 

et,  cn  extrayaut  la  racine  carreo, 

Donc  la  moyenne  geometrique  de  deux  nombres  iu- 
egaux est  plus  petite  quo  lour  moyenne  arithmetique. 

2.  Appelons  e  Texces  de  la  moyenne  arithmetique  des  deux 
nombres  n  et  N  sur  leur  moyenne  geometrique,  de  sorte  que 

Multipliant  et  divisant  lc  second  membre  par  -  -\-V-h\  ou  ob- 
tient 

Mais  on  a 

N+  n  >  2n,   YWn  >  V»*  =  » ; 

Jone  il  vient 

(iV  — n)2 


8» 


Ainsi  l'erreur  quo  Ton  commet,  en  rcmplacant  la  mo- 
yenne geometrique  de  deux  nombres  iuegaux  par  leur 
moyenne  arithmetique,  est  moindre  que  le  carre  de  la 
difference  entro  les  deux  nombres,  divise  par  L'octuplo 
du  plus  petit  de  ccs  nombres. 

Georges  Dostor. 
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3. 

Propriette  tfementalres  des  nombres. 

I.  Tout  nombre,  terraine  par  un  7  ou  par  un  3,  est 
facteur  d'tin  multiple  de  10,  augmonte  de  1. 

Car  tout  nombre,  termine"  par  uu  7,  est  neecssairement  de  la 
forme 

10p  +  7; 

et  tout  nombre,  termine  par  un  3,  est  de  la  forme 

10g + 3. 

Ou  en  tire,  en  multipliant 

(10p  +  7)  (lOg+3)  =  100p(Z  +  30?>+70<z  +  21 

—  lOOpq  +  30p  +  70<y  +  20+1, 

ou 

(10p  +  7)  (10^+3)  =  10(10M  +  3^+7f/+2)  +  l, 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Ainsi  nous  avons 

7.3-=   21=   20+1;  3.7=   21=   20  +  1; 

17.3=  51=  50  +  1;  13.7=   91=  Ä)  +  l; 

27.3  =   81  =   80+1;  23.7  _  161  =  ldO  +  l ; 

37.3  =  111  =  110+1;  etc.  33.7  =  231  =  230+1;  etc. 

.2.  Tout  nombre,  termine  par  un  7  ou  par  un  3,  est 
aussi  facteur  d'un  multiple  de  10,  diminue  do  1. 

Deux  nombres,  termines  chacun  par  un  7,  pouvant  etre  repre- 
ssives par 

10;> +  7   et    10? +  7, 
a,  pour  leur  produit, 

(10p +7)  (10,/ +  7)  =  100p3  +  70p  +  702  +  49 

==  l(Xyi+7pp  +  70(?+5O— 1, 

on 

(10p  +  7)(l(Vi+7)  =  10(10^5  +  7^  +  7^+50) -1. 
Ainsi  on  a 

7.7  =  49  =  50—1; 
17.7  -  119  =  120—1; 
27.7  =  189  =  190—1; 


37.7  —  259  =  260—1;  etc. 
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On  demoutre  de  la  meine  mauiere  que  tout  membre,  termiue  par 
un  3,  est  facteur  d'un  multiplo  de  10,  diminue  de  1. 

.3.  Tout  noiubre,  termiue  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
facteur  d'un  multiple  de  10,  diminue"  de  L 

Puisque  9  =  10  —  1,  les  uombres,  termines  par  9  ou  par  1,  sout 
de  la  forme 

10p  — 1   ou   10tf  +  l. 

Comme  on  a 

(10p  — l)(10<z  +  l)  =  100^f+lQp— 10g— 1 

=  10(10^+^-^-1, 

le  principe  est  demontre. 
Aiusi  on  a 

9.1=  9  =  10—1;  1.9=  9=  10  —  1; 

19.1  =  19  =  20—1;  etc.      11.9  =  99  =  100  —  1;  etc. 

4.  Tout  nombre,  termine  par  un  9  ou  par  un  1,  est 
aussi  facteur  d'un  multiple  de  10,  augmentß  de  1. 

Deux  nombre,  termines  chacun  par  un  9,  pouvant  etre  reprö- 
sentes  par 

10p  —  1    et   lOfc— 1, 

on  a 

(10;>  — 1)(10</  — 1)  =  100^  — 10p  — 10^+1 

==  10(10pr/— p  —  fl)+l. 

La  seconde  partic  est  evidente. 

5.  Theoreme  I.    Un  nombre  entior  N  est  divisible  par 
;out  diviscur  a  do  10-4  +  1,  lorsque  la  difference  entre 
iC  nombre  d  des  dizaincs  de  Ar,  et  A  fois  lc  ebiffre  u  de 
ses  unites,  est  divisible  par  a. 

Nous  avons 

iV=  lOrf+u, 

et,  cn  multipliant  par  A, 

(1)  NA  —  lOAti+Au. 

Mais,  puisque  a  est  un  diviscur  de  104  +  1,  on  peut  ecrire 

10.4+1  =aq, 

ou  q  est  un  nombre  entier.   On  en  tire 

10A  =  aq  —  1, 

ce  qui  change  (1)  en 
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NA=z(aq  —  \)d-\-Au, 

ou  en 

NA  =  aqd  —  (d  —  Au). 

Puisquc  a  divisc  aqd,  s'il  divise  d—  Au,  il  diviscra  aussi  NA. 
Comme  a  est  premier  avec  .4,  il  diviscra  N. 

6.  Corollaires.  Lc  noinbre  7  est  un  diviseur  de  10.2  +  1; 
donc  7  diviscra  AT,  s*il  divisc  d  —  2u.  Ainsi 

Un  nombrc  est  divisiblo  par  7,  lorsque  la  diffßrence 
entre  le  nombrc  de  ses  dizaines  et  le  double  chiffre  des 
nnites  est  divisible  par  7. 

Le  nombrc  17  est  diviseur  de 

10.5  +  1  =  51  =  17.3; 

donc  17  diviscra  iV,  s'il  est  un  diviseur  de 

d~  5«. 

Le  nombrc  27  est  diviseur  de 

10.8  +  1  =  81  =  27.3; 

donc  27  diviscra  N,  s'il  divise 

d— 8m. 

Lc  nombrc  37  est  diviseur  de 

10.11+1  =  111-37.3; 

37  diviscra  donc  2V,  s'il  divise 

d—  11«. 

7.  Theoreme  II.  Un  nombre  entier  N  est  divisible  par 
tout  diviseur  a  de  10^1  —  1,  lorsque  la  somme  entre  le 
nombre  d  des  dizaines  de  iv",  et  A  fois  le  chiffre  u  de  ses 
nnites,  est  divisible  par  a. 

Puisque 

N^10d+u 

on  a 

NA  =  lOAd+Au. 

Mais  l'egalite 

10.4  —  l  =  aq 

donne 

10.4  =  a<z  +  l; 

de  sorte  qu'il  vient 

NA  —  (aq  +  l)d  +  Au  —  aqd+(d+Au). 

Ainsi,  si  a  divise  d-\-Au,  a  diviscra  N. 
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8.  Corollaires.  Le  nombre  7  divise  50—1;  il  divisera  donc  JV, 
s'il  est  un  diviseur  de  rf-f-5ti. 

Le  nombre  17,  divisant  120—1,  sera  un  diviseur  de  AT,  s'il  di- 
vise r/+12u. 

9.  Remarquc.  Le  caracterc  de  divisibilite  par  7,  enonce  au 
n°  6,  a  etö  doune  par  M.  Zbikowski  dans  les  Me  langes  mathö- 
matiques  et  astronomiques  de  St.  Petersbourg,  tome  III,  12  de- 
cembre  1860.  Voir  la  Nouvellc  Correspoudance  matkeina- 
tique  de  M.  E.  Catalau,  tome  IV,  1878,  page  157. 

10.  Probleme.  Trouver  le  plus  petit  nombre  possible, 
qui,  divise  par  a,  donne  pour  reste  a— r;  divise  par  b, 
donnc  pour  reste  b  —  r\  divise  par  c,  donne  pour  reste 
c  —  r;  etc.;  et  cnfin,  divise  par  /,  donne  pour  reste  7  —  r. 

Desiguons  le  nombre  cherche  par  N.   Nous  devons  avoir 

JV  =  a^  +  a  — r  =  «(ft  +  l)  —  r, 

N=cqn  +  c  —  r  =  c(«fe-f  1)  —  r, 

 r, 

OÜ 

(Zu  2s»  ßj?  •  •  •  (In  desiguent  des  quotients  entiers. 

Nous  voyons,  par  ces  egalitcs,  que  le  nombre  N  augmente  de  r, 
est  divisible  a  la  fois  par  />,  c,  . . .  /.  Donc  ce  nombre  N  est  egal 
au  plus  petit  commun  de  a,  b,  c,  . .  .  /,  diminue  de  r. 

11.  Commo  application,  cherchons  le  plus  petit  nombre 
possible,  qui,  divise  par  2,  doune  pour  reste  1;  divise 
par  3,  donne  pour  reste  2;  divisö  par  4,  donne  pour  reste 
3;  etc.;  et,  cnfin,  divis6  par  10,  donne  pour  reste  9. 

Dans  toutes  ces  divisions,  cbaquc  reste  est  egal  au  diviseur  cor- 
respondant  diminuö  de  1.  Le  nombre  demande  est  donc  egal  an 
plus  petit  commun  multiple  des  dix  premiers  nombres  entiers  1,  2, 
3,  ...  10  diminuö  de  1,  ou  egal  ä 

5.7.8.9—  1  =  2520  —  1  -  2519. 

Cettc  question  numerique  avait  ete  proposeo  cn  France,  dans  la 
classc  de  Troisieme,  au  Concours  general  des  Lycccs  pour  1873. 

Georges  Dostor. 


X. 


Entwickelung  aller  Eigenschaften  der 
Logarithmen  und  Kreisfunctionen  aus  dem 

bestimmten  Integral. 

Von 

Herrn  Dr.  A.  F.  Entleutner. 


Einleitung. 
§  1. 

Nachstehende  Zeilen  haben  dcu  Zweck,  ein  Verfahren  zu  veran- 
schaulichen ,  durch  welches  alle  Eigenschaften  einer  unbekannten 

X 

Function  jF(x),  welches  durch  ein  bestimmtes  Integral  f  fudu  darge- 

stellt  ist,  aus  dem  Begriffe  dieses  Integrales  geschöpft  werden  können. 
Da  die  Function  F{x)  als  eine  solche  vorausgesetzt  wird,  die  sich 
durch  die  vorhandenen  und  bereits  bekannten  Functionen  nicht  aus- 
drücken lässt,  so  köuncn  wir  von  der  indirecten  Definition  eines  In- 
tegrals, welche  auf  eiue  gewisse  uuter  den  vorhandenen  Functionen 
zurückweist,  als  deren  Ableitung  die  zu  integrirende  mittelbar  oder 
unmittelbar  zu  erkennen  sei,  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  müssen 

X 

die  dircetc  Definition  des  Integrals  / fudu,  als  einer  Summe  von  un- 
endlich  vielen  Gliedern,  zum  Ausgangspunkte  wählen.    Demnach  ver- 

X 

stehen  wir  unter  dem  Symbol  ffudu  jenen  bestimmten  Wert,  welchen 

Ii 

die  Summo 


f ,  f(a)+  hfia+s,)  +  E,  t'(afak^±-" 
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in  welcher  sich  e  dem  Verschwinden  nähert  und  *i  +  £t+fs 

=  a;  —  a  ist,  unter  Voraussetzung  der  Continuität  der  Function  fu 

zwischen  a  und  a*,  bekanntlich  zur  Grenze  hat;  oder  wir  dcfiniren 

das  Integral  /  fudu  als  eine  Summe  von  Producten  der  gegebenen 

a 

Function  fu,  deren  Variabio  zuerst  den  Wert  a  erhält  und  beständig 
um  ein  unendlich  kleines  Increment  £  wächst,  in  sämmtliche  Incre- 
mente  der  Reihe  nach,  durch  welche  die  Variable  von  a  bis  x  auf- 
steigt. 

§  2. 

In  dieser  Definition  sind  zunächst  die  Grenzen  a  und  ar,  sowie 
die  Incremente  fj,  f2,  f3,  ...  fN  reell  gedacht.  Hieran  knüpft  sich 
jedoch  die  Frage,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  die  durch  das 

X 

Symbol  f  fudu  bezeichnete  Summo  auch  dann  noch  gegen  einen  end- 


a 


liehen  Wert  convergirt,  wenn  man  die  Grenzen  a  und  x  mit  den  all- 
gemeinen Werten  a-\-ßi  und  y+dt  vertauscht  uud  die  Variable  ver- 
möge eines  beliebigen,  unendlich  Abwechslung  fähigen  Verfahrens  aus 
der  Grenze  a-\-ßl  in  die  Grenze  y  +  ä*  übergehen  lässt;  mit  andern 
Worten:  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  bei  Anwendung  imagi- 
närer Grenzen  und  imaginärer  Incremente  irgend  eine  dem  Integral 

ffudu  aualog  gebildete  Summe,  zu  deren  Bezeichnung  vorläufig  das 

7+th 

Symbol  £      fudu   dienen   mag,    die   Bedeutung   des  Symboles 

«+ß< 

y+* 

/      fudu  erreicht   Es  lässt  sich  nun  beweisen1),  dass  die  Summe 
y+<fi 

£       im  Allgemeinen  durch  die  Reihe 

<t+ßi 

«H_i+iV 

ausgedrückt  werden  kann,  und  dass  jede  Summe  £  ,  sowie 

jede  Summe  2  ,  erstere,  wenn  /"(«,, +     'zwischen  den  re- 

H— 1  1  "« 

eilen  Grenzen  ßn-i  und  0«,  letztere,  wenn  /(w+£mO  zwischen  den  re- 

1)  S.  Grunert's  Archiv  der  Mathcm.,  Teil  23,  Abhandlung  XIV. 
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eilen  Grenzen         und  att  continuirlich  ist,  gegeu  eiucu  bestimmten 
wert  convergirt.    Es  steht  also  fest,  dass  die  Summe  2?      ,  so  gc- 
bildet  werden  kann,  dass  wir  berechtigt  sind,  sie  durch  das  Symbol 
/    fudu  zu  bezeichnen. 

§  3. 

Ist  die  Function  fu  schlechthin  continuirlich,  d.  h.  gibt  es  ab- 
solut keinen  [reellen  oder  imaginären]  Wert,  für  welchen  die  Func- 
tion fu  discontinuirlich  wird,  so  führt  die  Betrachtung  des  Integrals 
ffucn  zwischen  imaginären  Werten  zu  keinen  neuen  Ergebnissen. 
Denn  es  sind  in  diesem  Falle,  wie  in  der  oben  citirten  Abhandlung 

gleichfalls  bewiesen  wird,  die  unter  dem  Symbol  f     fudu  denkba- 

a  +  ßi 

ren  Summen  ihrem  Werte  nach  nicht  verschieden,  oder  sie  sind 
sämmtlich  gleich 

/       fudu  +  f  fudu, 

u  +  ßi  a  +  <fi 

velehe  Summe  gleichbedeutend  ist  mit  der  Summe 

ff(u  +  6i)Bu+  *•//*(«  +  v!fiv 

a 

und  daher,  wenn  ß  —  0,  <5     0,  a  —  o,  y     x  gesetzt  wird,  übergeht 

in  f  fudu,  so  dass  man  auf  diesem  Wege  kein  anderes  Resultat  er- 

«i 

hält,  als  das  durch  die  Betrachtung  des  Integrals  ffu  du  zwischen  re- 
ellen Grenzen  bereits  gewonnen. 

Anders  aber  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Function  fu  zwar 
zwischen  den  Grenzen  «  und  x  continuirlich  ist,  aber  für  einen  ge- 
wissen Wert  von  der  Form  discontinuirlich  wird.  Während 

nämlich  in  diesem  Falle  das  Integral  ffu  du  unendlich-vieldeu- 

« 

tig  ist,  liefert  die  Betrachtung  derselben  zwischen  den  reellen  Grenzen 
a  und  x,  bei  ausschliesslicher  Anwendung  reeller  Incrcmcnte,  nur 
«inen  einzigen  seiner  Werte,  und  alle  Eigenschaften,  welche  aus 
der  Definition  desselben  unter  Voraussetzung  reeller  Grenzen  und 
reeller  Incremente  geschöpft  worden  sind,  gelten  nur  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  x  und  nur  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen. 
Jetzt  also  ist  die  Betrachtung  des  Integrals  f fudu  zwischen  imaginä- 
ren Grenzen  erst  fruchtbar  und  zur  Erschöpfung  seines  Wesens  un- 
erlässlich.   Denn  ist  die  Function  fu  nicht  schlechthin  continuirli 

Im 
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y-f  Ji 

so  haben  die  unter  dem  Symbol  f      fudn  denkbaren  Summen  kei- 

a  +  ßi 

neswegs  gleichen  Wert,  sondorn  unterscheiden  sich  von  einander,  wie 
von  der  Summe  f     fn<hi4-  f      fudv  um  Vielfache  einer  bestimm- 

a+ßi  a\tii 

ten  Dinerenz  J,  so  dass,  wenn  die  Betrachtung  des  Integrals  ffndn 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  x  einen  gewissen  Wert  desselben 
Q(x)  ergeben  hat,  dessen  allgemeiner  Wert  <jp(x),  den  wir  aus  der 
Betrachtung  desselben  Integrals  zwischen  den  Grenzen  tx+ßi  und 
y  +  dV  erhalten,  wenn  wir  zuletzt  0  =  0,  d  =  0,  a  =  a  und  y  =  * 
setzen,  durch  die  Gleichung  <p(x)  —  <P(x)-\-md,  wo  m  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  seineu  erschöpfenden  Ausdruck  erhält. 


§  1 

Dieses  hiemit  in  seinen  Hauptmomenteu  augedeutete  Verfahren. 

—  veran- 
schaulichen.  Die  Function  -  ist  zwischen  den  Grenzen  1  und  x.  wenn 

x  eine  beliebige,  aber  positive  Zahl  bedeutet,  continuirlich;  folglich 
wird  die  Summe: 

1  ,       1  >  ,  1  ,  i 

fii  ~rf2 1  _L«  t f3 1 _i_ c  _i_ c  •••  -t^m-i 


in  welcher  £  unendlich  klein  und 

x 

ist,  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Wert ^y^~  convergiren,  den 

wir  durch  das  Symbol  Log*  bezeichnen.  Diese  Function  Log  x  wird 
als  völlig  unbekannt  vorausgesetzt.  Die  elementare  Betrachtung 
der  Logarithmen  und  Kreisfunctioueu,  sowio  deren  Vervollständigung 
durch  die  Analysis,  ist  also  für  uns  gar  nicht  vorhanden-,  wir  ab- 
strahiren  überhaupt  von  der  Kenntuiss  irgend  welcher  Trans- 
cen deuten  und  setzen  nur  die  algebraischen  Functionen  und 
ihre  Ableitungen  als  bekannt  voraus. 
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§5. 

t 

Aus  der  in  §  1.  aufgestellten  Dertuitiou  eines  Integrals  / f'udu 
als  der  bestimmten  Grenze,  gegen  welche  die  Reihe 

'l/"(«)+*2A«  +  *l)  +  *3/*(«  +  fl+«s)    •  +*H-iA«  +  ft  +  f2  ...  +f«-2) 
+  £l#/*(a+fJ+f,  ...  +*«-_>+ f„-i), 

0m 

in  welcher  sich  «  dem  Verschwinden  nähert  und  ft  +  f2...-f- <i 
ist,  convergirt,  ergeben  sich  sofort  folgende,  für  uosere  Entwickclung 
ganz  besonders  wichtige  Satze: 

I.   ffudu  =  —ffudu. 

Denn  da 

O  «—  b  —  tx  —  f2  ...  —  f  H 
=  *  — «f  — *j  ...  —  f» 

—  *  —  ffs  —  «4  •••  — f» 


I 

so  lässt  sich  J  fuBu  auch  darstellen  durch  die  Summe: 

a 

fa — *2— £M)+f/(Ä—  C2—  f3...— f«)+...+fM-lrt*— «M-I—  *h) 

Schreiben  wir  diese  Summe  in  umgekehrter  Ordnung  und  setzen  da- 
bei zuerst  für  die  Differenz  1  —  in ,  dann  für  1  —  e„_i ,  dann  für 
i— f«_2,  zuletzt  für  b  —  fj,  jedesmal  also  6,  so  erhalten  wir: 

i 

//„Bu  =  en/-(^)  +  f|(_1/'(/,_fM)_(-f|(_2/-(6— — ... 
i 

Bezeichnen  wir  nun  —  durch  —  durch  f2',  ...  —  f2  durch 
«'»-1  und  —  f,  durch       so  finden  wir: 

während  '-f.  «8'-|-  ...  +f/  —  a— b  ist.   Folglich  können  wir 

a 

die  eingeklammerte  Summe  durch  f  fudu  bezeichnen  und  erhalten 

b  a 

ffudu  =  ffudtt. 
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TL  ffu  du  =  ffu  du  +  ffu  du, 

a  u  c 

wo  ist,  welche  Gleichung  sich  sofort  ergibt,  wenn  man 

berücksichtigt,  dass 

rt  +  fi  +  f2+  •••  +f«  =  c  una* 

und  dass  daher 

ffudu  =|f1/'(«)  +  f2/'(a  +  f1)-j-  ...  -\-fmf(a  +  t1  +  t.+  ...  -f  fm_i)| 

b 

ist,  von  welcher  Summe  der  erste  Teil  offenbar  durch  / fu  du  zu  be- 

c 

zeichnen  ist.   Aus  der  Gleichung  II.  folgt  aber  auch 

ebb 

ffu  du  =  /  fudu  —  f  fudn. 

a  a  c 

Man  kann  also  bei  Bestimmung  eines  Integrals  zwischen  den  Grenzen 
a  und  c  auch  über  die  letztere  hinausgehen  uud  dann  wieder  zu  ihr 
zurückkehren,  wenn  nur  die  Function  fu  zwischen  den  itussersten  « 
und  b  continuirlich  ist. 

III.  /  fudu  ^f<p\f(<pt)dr, 

va  I 

vorausgesetzt,  dass  nicht  nur  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen 
u  «s  <pa  und  u  =  <pß,  sondern  auch  die  Function  <pt  zwischen  deD 
Grenzen  v  =  et  und  v  =  ß  continuirlich  ist.  Denn 

während  g>«+e'i+£Vr-  •••  +     —      ist,  wobei  die  sucecs- 

siven  Incremento  s'  der  Function  <pr  von  <pa  bis  q>ß  den  successiven 
Incrementen  e  der  Veränderlichen  v  von  «  bis  ß  entsprechen,  also 
auch  «+fi  +  f2+  ...  +f«-i  +  f»»  =  ß  ist- 

Vermöge  der  Continuität  der  Function  <pt  zwischen  den  Grcnzco 
«  und  ß  finden  folgende  Gleichungen  statt: 

<p(a-{-ei)  —  <p(a)  =  f,<p»  «  f'„  1 

daher  auch 
ferner 
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<JP(«  +  *l+*2)  —     +      =  +      =  f'*> 

daher  auch 
ferner 

qp(a4-fj4-fj  +  £3)  —  qp(a  +  fl  +  f8)  =  f3g>'(« +  -  •  » 

daher  auch 

daher  auch 

Demnach  verwandelt  sich  die  das  Integral  /  fndu  vorstellende  Summe 
in  folgende : 

fl9>V(9<x)  +  fs  fl  /" (Va  +  'J  +fB?,'«+'1+f» rt^  +  '.  l'»  +  ••• 

—  ß  -  CN  =j3— fn 

welche  sich  als  die  Definition  dos  Integrals  / tp'tf{q>v)Bo  zu  crkcuucn 
gibt 

IV.  Dbffudu>-f(b). 

n 

tan  die  Ableitung  Db/fudu  bedeutet  das  Verhältuiss: 

i 

/  fudn  —  ffudu 

!  , 

fnfl 

ist  also  gleich 

fn  f  i 
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En  tl  eut  ncr:  EnUcickcJuwj  alUr  Eiytuscha/ten 


§  6. 

Wie  bereits  in  §§  2.  und  3.  im  Allgemeinen  angedeutet  wurde, 
erfordert  die  erschöpfende  Untersuchung  des  Integrals  j*  ~  Betrach- 
tungen folgender  Art: 

/du 
^  zwischen  den  reellen 

Grenzen  1  und  x  (zwischen  welchen  die  Function  -  continuirlich  bleibt, 

wenn  x  eine  positive  Zahl  bedeutet)  unter  Voraussetzung  aus- 
schliesslich reeller  Incremoute. 

B)  Die  Betrachtung  des  Integrals  J  —  zwischen  den  imagiuären 

Grenzen  a-\-ßi  und  j>  +  qi  unter  Voraussetzung  teils  reeller  teils 
einfacher  imaginärer  Incrementc  von  der  Form  dV,  wobei  die 
Veränderliche  u 

I.  durch  lauter  reelle  Incrementc  von  der  einen  Greuze  a  +  01' 
zunächst  bis  p  +  ßi,  sodann  durch  lauter  imaginäre  Incrementc  von 
2>-\-ßi  bis  zur  andern  Grenze  p  +  qi  fortschreitet,  oder 

EL  zuerst  durch  lauter  imaginäre  Incrementc  aus  der  einen  Grenze 
a-{-ßi  zunächst  in  «  +  sodann  aus  «  +  <//  durch  lauter  reelle 
Incrementc  in  die  andere  Grenze  ;>  +  *//  übergeht,  oder 

III.  zuerst  durch  reelle  Incrementc  a-\-ßt  bis  zu  einem  Zwischen- 
wert tfj+jS/,  sodann  durch  imaginäre  Incrementc  von  at-^ßi  bis  zu 
einem  andern  Zwischenwert  «,  +  jV  u.  s.  f.  abwechselnd  durch 
reelle  und  einfache  imaginäre  Incrementc  bis  p-\-qi  anwächst 

zwischen  den  imaginären 

Grenzen  tt-\-ßi  und  p-\-q!  unter  Voraussetzung  complexcr  ima- 
ginärer Incrementc  von  der  Form  y  +  oV. 

A.   Betrachtung  des  Integrals  /  —  zwischen  reellen 
Grenzen  unter  Voraussetzung  reeller  Incrementc 

§  7. 

X 

Von  den  unendlich  vielen  Werten,  welche  das  Integral  /  - 


zufolge  der  beschränkten,  nur  zwischen  der  Einheit  und  einer  posi- 
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tiven  Grenze  x  stattfindenden  Continuität  der  Function  -  haben  muss, 

u 

finden  wir  bei  ausschliesslicher  Anwendung  reeller  Incremcnto  nur 
einen  einzigen,  welchen  wir  durch  log*  bezeichnet  haben.  Es  ist 
also: 

,  1  1  ,  1  1   


Setzt  man 


X 

du 


t,  =  £ 

tu-tti-i-ir'-1, 

so  hat  mau 

f,+£s+...+£„  _  £+£(i+£)+f(i+t)M_...+f(1+f)1,  i  „  '(^+tt^7i< 

folglich 
also 

1  +     +  -  (1+03  U.  S.  W. 

Folglich  findet  mau 

log,  -  ,  J  +  £(i+£)iJ-+£(i+£)!^+...+£(1+()1.-..-^i, 

lso,  wenn  sich  n  der  Grenze  ao  nähert, 

logx  =  lim(«f). 

Da  nun  aus  der  Gleichung 

l  +  fi+fS+  ..  +  fH  —  (1  +  0" 

1 

för  f  der  Wert  x»  —  1  gefunden  wird,  so  folgt 

1 

logx  =  lira{?i(a:»  —  1)}, 
wenn  sich  n  der  Grenze  oo  nähert. 

§  8. 

Aus  deu  Gleichungen  I.  und  II.  des  §  5.  folgt 
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*5u         *3»  X%u  * 

fü  'Zu  +/{'  -/»  "/ •  =  l08^-,0g 

X  X  1  1  1 

Setzeu  wir  aber  in  die  Glciehuug  III.  des  §  5. 

statt  9>c  die  Function  xv,  also 

ip«  —  aror,    qp/s  =  arft    9>'v  =  SC, 

so  finden  wir  für  o  =  1  und  ß  =  y 

/x  — ■  3t«. 
xv 

l 

IL 

J    .  -J  V 


das  ist 


also 


f-  =  log». 

/^3m 

Aus  der  Verglcichung  beider  für  /  —  gefundenen  Werte  ergibt 


sich 

log^  —  logx  +  logy, 
welcher  Satz  auch  die  folgenden  drei 

log^  =  loga;  —  logy, 

y 


log  (xm)  =  m  log  x  und 

l  l 
log(x»»)  =  -loga-, 


m 


wo  m  zunächst  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  selbstverständlich  macht 
Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  der  Satz  log  (*•»•)  «=  w-log*  ftr 
jeden  beliebigen  reellen  Wert  von  m  (und  für  jeden  posi- 
tiven Wert  von  x)  Gültigkeit  hat. 
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§  9. 

Es  sei  log*  —  z.  Verstehen  wir  unter  e  denjenigen  Wert, 
welcher  der  Gleichung  löge  —  1  Genüge  leistet,  so  ist 

log  (ez)  =  slogc  =  ar, 

folglich 

l0gx  =  l0g(c'), 

woraus  sich  die  Gleichheit  x  =  es  ergiebt,  in  der  die  vorige  logar  =  z 
ihre  Umkehrung  hat.   Nun  ist  nach  §  7.  für  n  =  oe 

i 

log«  =  \im\n(x"  — 1)|  =  «; 

folglich  auch 

lim{n([V]»  — 1)|  =  z- 

folglich  immer  noch  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  n  der  Grenze 
x  nähert: 


Setzen  wir  n  =  -»  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  u  der 
Grenze  Null  nähert, 

i 

e'  =  lim(l+u*)" 
und  man  erhält  endlich  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 

welche  Reihe,  so  lange  uz  <<  1,  also  z  <  -  ist,  mithin  für  jeden 
reellen  Wert  von  «,  convergent  bleibt. 
Ist  also  3  =  1,  so  finden  wir 

c  =  1  +  1+0  +  fX3  +  "' 


B.  Betrachtung  des  Intograls  f zwischen  imaginären 

Grenzen  unter  Voraussetzung  einfacher  imaginärer 

Incremonto. 

§  10. 

Um  zwischen  deu  imaginären  Grenzen  tt-\-ßi  und  y  +  für  alle 
drei  nach  §  ♦'».  gegenwärtigen  Falls  möglichen  Uebergangsarten  der 
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/du 
-   auszuwerten,  behandeln  wi 


wir  zu- 


nächst die  beiden  einfacheren  Fülle,  in  welchen  sich  jene  Grenzen 
entweder  nur  in  dem  reellen  oder  nur  in  dem  imaginären  Teile 
unterscheiden. 


r  +  fli 


Betrachten  wir  zuerst  das  Integral  f<~~i      ü-  die  Snmmc 

'**  i+ßi  +  **l'a  +  (ß  +  h)i  +  '''a  +  iß+it  +  iiii  +  - 
,     .  1  

wo  f,  4-  *j  +  ...+ffi  =  6  —  ß  ist. 
Aus  dieser  Definition  folgt: 

rt+rfl  cf  rf 

u       1  J  a-\-  vi  ~  '  J  o*  + 1?*^' 


also 

«+ff»        tf  #f 

«*  +  **' 


«+ff»        ff  ff 

Setzen  wir  in  Gleichung  III.  des  §  5. 

ff  ?ff 

«*+»* 

statt  opj  die  Function  — 7-  -»  also 

er 

a2  +  <52 
g>,,  «  — _  und 

9  ,  »  £|i 


so  erhalten  wir 


cf 

2ü      1  J 

p '55+71*'» 


das  ist 
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r  vdv 

2 


0  g»+/S«         o«  +  £» 


weil 

ist  (s.  §  8.) 

Setzen  wir  aber  iu  die  Gleichung  III.  des  §  5. 


ß 


v 

statt  wv  die  Function  -%  also 
T  a 


so  finden  wir 


folglich 


8  8  1 


/-•  ö</ü  oder 
*  14-- 

J  * 

a  +  <fi  ä 
/V/«         n      «*+<52        .    /»  1 


a 


Gehen  wir  nun  zum  2ten  Fall  über  und  betrachten  das  Integral 

J* 


— i  das  ist  die  Sunune 
u 

1  L  1  ,  1 


,  1  


y  Google 
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woraus  folgt 

a  +  ßi  a  a  a 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  III.  des  §  5. 

y  ?y 


/32-ft>2 

statt  <jpr  die  Function  ~ >  also 


02-f-«2 


2n 


so  folgt 


/•2i»   1 


dv  oder 


Setzen  wir  ferner  in  der  Gleichung  III.  des  §  5. 


statt  <pv  die  Function  ^  also 


o 

,  „1 
9«  -p 
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SO  folgt 

J 

J  ß\  , 


also 


~ä  <hi  oder 


a 

/'  ßdv  p  du 

P+v>—J  1  +  ««' 


'/ 
ß 


a+ßi  a 


§  11. 


Die  Untersuchung  der  Integrale  /  ~"  und  /  ~  bat  uns  somit 

a+ßi  a+ßi 

zn  dem  Integral^~p^  geführt   Da  die  Continuität  der  Function 

2_|.tti  keine  unbedingte  ist,  obschon  sie  zwischen  Null  und  jeder  be- 
liebigen reellen  Grenze  x  stattfindet,  so  ist  im  Allgemeinen  das  Inte- 

gral  j* YJ^i  unendlich  vieldeutig;  aber  unter  Voraussetzung  reeller 
o 

Grenzen  und  reeller  Incremente  hat  es  nur  einen  einzigen  Wert,  den 
wir  durch  das  Symbol  aretgx  bezeichnen.   Es  ist  also 

(a)    arctg*  -  f,  \  +  h  +  h  1  +  (t|+t>),  +  ••• 

-+*"  1 +  (,,+,, +  ...  +  *,_,)• 

=  x  f„ 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  III.  des  §  5. 


I 


ß  Vß 

1  P  du 
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1)  statt  (fv  die  Function  —  also 

g>a=  —  a 
<Pß  =  —  ß 

so  erhalten  wir  für  et  =  0  und  ß  =  x  (vergl.  die  folgende  Anmerkung) 

X  X  —X 

p\  C  fiv       r  du 

1)   J  -1  f+^'fr  oder  -/         ==/  r+-2. 
folglich 

arctg(—  x)  —  —  arctg* ; 


2)  /~^'I+\ae  0<lcr 


folglich 


l 


also 


arctg  z  =  arctg(oo )  —  arctg  QY 


Demnach  ist  arctg a*+ arctg  -  eine  constante  Grösse  arctg(x), 

x 


Z.  15. 


*e  wir  durch  2  bezeichnen  wollen,  so  dass  auch 

arctg  (— x)  +  arctg  ^—  ^  =  —  ^arctg  x  -f-  arctg  ^  =  —  ^ 
iden  wird. 

Setzen  wir  a;  =  1,  so  ergiebt  sich 

2arctgl  =  ~, 

n 

arctg  1  =  j. 

Um  diesen  Wert  annäherungsweise  zu  berechnen,  setzen  wir  in  die 
Gleichung  (a)  für  x  die  Zahl  1,  teilen  die  Einheit  in  n  gleiche  Teile, 
«.  B.  in  zehn,  und  raachen  flt  f8,      £n  =  tV,  so  ist 


f  1     l/1.«—  i  l  L  .   L  l  j      1  _J 

arctg  -  1Q  ^  + 1+( +  1+(A)t-r-.»+ 
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Anmerkung.  Man  könnte  einwenden,  dass,  wenn  man  in  die 
Gleichung  III. 


statt  cpv  die  Function  ^  also  tpa  =  -  setzt,  «  nicht  gleich  0  gemacht 

1 

werden  dürfe,  weil  für  diesen  Wert  die  Function  -  aufhöre,   conti - 

v 

nuirlich  zu  sein,  und  daher  die  Gleichung  III.  nicht  mehr  stattfinde, 
und  es  Hesse  sich  nach  dem  von  uns  angewendeten  Verfahren  auch 
das  Absurdum 

arctg  (—  x)  +  arctg  =  +  - 

beweisen.    Denn  man  setze  für  <rr  die  Function  — also 

1 

1 

-  _1 

so  würden  wir  für  a  =  0  und  ß  =  x  erhalten: 

jr 

o 

d.  i. 


V* 


1  _  1 

X  j»  x 


also 


demnach 


/'  dv         P  du  p  du          P  du 

i+v*-J  i+u*~-J  i+«""y 

ö 

arctg  x  =  —  arctg  x  +  arctg  ^ —  j^J . 
+  tj  =  arctg  (—  x)  +  arctg  {--  jj;J  • 


Allein  die  Function  -  ist  zwischen  den  Grenzen  +£  und  -\-x  und 

V 

—  f  und  — wobei  c  unendlich  klein  ist,  entschieden  continuirlich. 
die  Gleichung  III.  gilt  also  noch,  wenn  wir 

T«il  LXI11. 
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liehe  Sinn  der  Umwandlung  von  -f«  in  0)  für  «  den  Wert  +  i  setzen, 
und  das  Fehlerhafte  des  voranstehenden  Beweises  liegt  darin,  dass 
die  Umwandlung  —  «.  in  0  gleichbedeutend  mit  der  in  +£  genommen 

wurde,  während  sie  den  Uebergang  in  —  e  vorstellt,  also  für  ziä(=Ö) 
nur  — oo,  nicht  +°°  gesetzt  werden  konnte. 


§  12. 

Nehmen  wir  nun  die  §  10.  für  die 


a-f-efr  y- 

tegralcn  J  *  und  J 

a+ßi  a  +  ß* 

gefundenen  Werte,  und  berücksichtigen  wir,  dass  nach  §  11. 


und 


/*  r$?  +/'  r£?  -  "**  jh arctg  i 


ist,  so  gelangen  wir  zu  den  Ausdrücken: 

(b)  J  -^log-^-i  (arctg- -arctg- ), 
«+/*» 

(c)  ^/  ^  =  ilog  p J^-»\«w*g J  -  ^tg  ? j. 

wir  nun  I.  die  Variable  aus  der  Grenze  zuerst  durch  lauter 
Incremcnto  in  ß  +  ßi,  darauf  durch  lauter  imaginären  Incre- 
aus  y-\-ßi  in  y+ö*  übergehen,  definiren  wir  also  das  Integral 

—  durch  die  Summe 
Ii 

/'du       P  du 

a\-ßi  y+/J. 

8o  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (b)  a  mit  y  vertauschen 
und  wir  finden 
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7  I  * 

/•du  B*+y*     l       y  <*\  y*4-ä2 

~u  =*1og^?-'\arctg^-arctg^  +  il(«^j;il 

+*  (arctg  -  -  arctg  ^ 

y2  i  f        a  ö  ß  y\ 

—  ilog  ;chp+»^arctg p  +  arctg  -  —  arctg  -  -  arctg 

Lassen  wir  aber  die  Variable  aus  der  Grenze  a-^-ßi  zuerst  durch 
lauter  imaginäre  Incrementc  in  «  +  darauf  durch  lauter  reelle 
Incremente  aus  a-\-öi  in  y+oV  übergehen,  definircn  wir  also  das 

Integral  /  —  durch  die  Sui 

a+ßi 

a\ßi  n  +  di 

so  müssen  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (c)  ß  mit  ö  vertauschen 
und  wir  erhalten 


mime 


f  ß> 


J  -  =  flog  ^arctg  j;  -  arctg  -j  +ilog^-2 

— i  (arctg  £  -  arctg  gj 

=  iIos      ß>  +*'  ^«*8  d  + arctg  «  "~  arctg  «  ~  arctg  <5  j ' 

—  durch 

+  y~M0i  Jas  auf  die  zweite  Art  detinirte  durch  /i(a  +  ß/, 
y  +      so  ist 

/i  —  h  =  *  |arct«  ~ß+  arct8  ;  +  arct«  l  +  arctS  y  —  arct«  y  -  arct&  £ 

a  5) 
—  arctg  ^—  arctg  -J  , 

welche  Differenz,  vermöge  der  Gleichung 

1  7t 

arctg  x-f  arctg-  =  ^ 

sich  in  271*  umwandelt,  wenn  a  und  j3  positiv,  y  und  <5  negativ  (oder 
umgekehrt),  und  vermöge  der  Glck' " 
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arctg(— x)+arctg(^)  =  —  *, 

in  —  2™,  wenn  a  und  5  positiv,  ß  und  y  negativ  (oder  umgekehrt), 
in  allen  übrigen  Fällen  aber  =  0  ist 


§  13. 

Lassen  wir  nun  III.  die  Variable  aus  der  Grenze  «  +  zuerst 
durch  lauter  imaginäre  Incrcmente  in  den  Zwischen  wert  a-f-/V,  von 
diesem  durch  lauter  reelle  Incremcnte  in  einen  andern  Zwischeuwort 
cti~\~ßii  u-  s-  f«  abwechselnd  bald  durch  imaginäre,  bald  durch  reelle 
Incremente  bis  zu  einer  Grenze  p-\-q*  fortschreiten,  so  wird  uns  das 

Integral  J  ~  als  eine  Summe  von  Integralen  von  der  Form  ft  er- 
scheinen. 


Fassen  wir  zunächst  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Integrale 
zusammen,  so  ist 

f%  («T  +  ßri,  «r  + 1  +  ßr  \  1 0  +  ft  («r  }  1  +  ßr  + 1    «r  f  2  +  ßr  flQ 

-/  ?+/  ?+/  t+y  ? 

also 

"t/  ~ +/i      +       1»,  «r+I,  /?r+2»)  +  J 

Nun  ist  aber 

I.  wenn  ar  und  0r+i  positiv,         und  ß,  ^2  negativ  (od.  umgekehrt), 

fi  -  6+2**, 

II.  wenn  <rr  und  ßr±2  positiv,  /?,  f  1  und  «r+i  negativ  (od.  umgekehrt), 

/i  — Ä— 2*^ 
in  allen  übrigen  Fällen  dagegen 

•      /»  — Ä5 
folglich  ist  in  alleu  diesen  übrigen  Fällen 
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f*(*r+ßrii  «r+l+A+lOH^s(«»-+l  +  A+lN  ar+2+ A+2») 

=S  ^+/i(*r+A+Ih*M-l  +  A+»)+ J  ~ 

ar+'*r+l'*  Vf  1        f  l«  ar  |  l+<*r  |  2*  Br*  2+^+2' 

=/   *+/     ?+/  ?+/ 

ar+£,  |2*  ^+2+^+2» 
—J  ~  +  /  —  —  /»(«r  +  A'i  «r*2  +  A+ 2*>; 


u 


in  den  beiden  Ausnahmsfüllen  I.  und  II.  dagegen  ist 

/i(<*r+jM,  «i--J  l  +  AflO  +  /l(*r  H  + A+l'\«»-*2  +  A+20 

=  /*(«r  + A'*>  «r+2  + A+2*)  ±2 «I. 

P+7« 

Wir  hatten  nun  das  Integral  /  —  definirt  durch  die  Summe 

l«o + A, «, + ßx  i) + ««,  +  ft  /, «, + Ml  + 1  /i  («,  +  An  «3 + &0 + 

+  /*2(«3+ An«4  + A'))  +  •••  +f/i(«2m-2+j?2m-2«>2m-l  +  |?2m-l0+ 
+  ft  (aim  -1  +  ß'2m-V\  «2»i  +  02»«*)  +  /i  («2m  +  A«»N    +  qi)\ . 

"Wählen  wir  nun  in  den  eingeklammerten  Summen  die  Repräsentanten 
<rt>  |Jr^i,  ff,  +  i,  A+2  so,  wie  cs  in  dem  einen  oder  dem  andern  der 
beiden  Ausnahmsfälle  angegeben  ist,  so  erhält  mau 


(»2m -2  +■  02m -2',  «2»»  +  02««')  + 
+  /i  («2m  +  /fem*,  p  +<$  ±  2m  ni ; 


da  aber  jetzt  die  beiden  Ausnahmsfällo  L  und  II.  nicht  mehr  statt- 
finden, so  zieht  sich  diese  ganze  Summe  zurück  auf 

k  («  +  ßh  P  +  iQ  ±  2m 


r/u 

—  vor  durch  die  Summe 


I  ft  («  +  A> — «i + AO + /2  (—  «i + ßi  N  «a —    0  i + 

+ 1 6  («2  -  An  -  «3 + A  • 1  + An   -  AOI + 
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wo  in  den  beiden  eingeklammerten  Summen  die  Repräsentanten  von 
«r  und  0r+i,  nämlich  1)  «  und  ft,  2)  «2  uud  ft,  beide  positiv,  da- 
gegen die  Repräsentanten  von  a,  \  i  und  0r+2,  nämlich  1)  — a  und 
—  A>  2)  — a8  und  — A  beide  negativ,  Biso  dem  Ausnahmsfalle  L 
entsprechend  gewählt  sind,  so  finden  wir 


/+*» 
Hu 
—  =  /2(«+^',«2— /S20  +  27ri  +  /i(rf2  —  ß2'\<*i  — 

if/N 


+/i(«4— AAp+tO 

Da  nun  aber  jetzt  in  der  eingeklammerten  Summe  die  Repräsentanten 
von  cfr  und  0r+ii  nämlich  a  und  —  sowie  Repräsentanten  von 
orr+i  und  /?rf2,  nämlich  «2  und  -|ff4,  der  eine  positiv,  der  andre  ne- 
gativ sind,  also  weder  dem  Falle  L,  noch  dem  Falle  II.  entsprechea, 
so  erhalten  wir 

du 

—  =  /i(«+Ph««— A0+/2(«i  —  A*iP+«0+4jw" 


Stellen  wir  uns  also  das  Integral  /  —  als  eine  auf  anendlich 


a\-ßi 

mannigfaltige  Art  ausführbare  Summe  von  Integralen  vor,  die  sämmt- 
lich  dem  Integral  fs  analog,  d.  h.  sämmtlich  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dass  in  ihnen  die  Variable  von  einem  Zwischenwerte  a,+ßri 
in  einen  andern  Zwischenwert  (tr\\  +  ßr\v  zuerst  durch  imaginäre, 
dann  durch  reelle  Incremente  übergeht,  so  lassen  sich  die  aufeinan- 
erfolgeuden  Zwischenwerte  crr+A»,  «,  fi  +  A+i'\  *rf«+A+*  so 
wählen,  dass  jede  von  den  unendlich  vielen  Summen,  durch  welche 

Integral  /  —   definirt  werden  kann,  sich  von  einander,  wie 

dem  Integral    /i(«  +  A'jJP  +  4»)  j    »m  Vielfache  der  Dif- 

nz  2ni  unterscheiden.   Bezeichnen  wir  das  Integral    /  —  un- 

n+ß* 

r  der  Voraussetzung,  dass  die  Variable  auf  die  angegebene  Weise 
bald  durch  imaginäre,  bald  durch  reelle  Incremente  von  «+0t  Wa 

j9-fg»  fortschreitet,  durch  \J~      so  haben  wir  die  Gleichung 

\  * 
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wo  m  jede  positive  und  jede  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 


Anmerkung.   Stellen  wir  uns  das  Integral  J  —     als  eine 

Samme  von  Integralen  von  der  Form  fx  vor,  so  finden  wir  durch  ein 
dem  obigen  ähnliches  Verfahren  denselben  Wert,  so  dass  jenes  Inte- 

-  -  -  - — -  (/?)  - — - 


§  14. 

Machen  wir  a  =  1,  0  =  0,  und  nennen  wir  das  unendlich  viel- 
deutige  Integral  (y  ~~  )  1,6,1  allgemeinen  Logarithmus  von 
P+2',  den  wir  im  Unterschied  von  dem  eindeutigen 

durch  log  (p-\-qi)  bezeichnen,  so  gilt  die  Gleichung 

Ist  nun  p  eine  positive  Zahl,  so  erhalten  wir 

log(/>  +  «0  ==  JLog(^+ry2)+/^arctg^  +  arctg2--arctg^+2wl^-, 
and  da 

v  p  n  q        n  i  q 

—arctg-  =  —  arctg  -  -  arctg  1  +arctg  -■  =*  —  j  +  arctg  jj 
q  q  v  V  V 

ist,  so  folgt 

log(/>  +  <zO  =  4Log(;)2+//2)  +  ^2m^  +  arctg^» 

wo  arctg  -  eindeutig  und  derjenige  Arcus  ist,  der  zwischen  — *und 
+  ^  liegt,  und  zwar  zwischen  0  und  +  ky,   wenn  q  positiv ,  und 
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71 

zwischen  0  und  —  5*1  wonn  Q  negativ  ist.  Bedeutet  aber  p  eine  ne- 
gative Zahl,  ist  also  p  =  —  7/,  so  findet  mau 

log(*+fl9  -  4Log(;)»+a2)  +  ^(|+arctg|')  +  2m^ 
und  da 

pf  P  Q  q        7t  q        71  q 

arctg^-  —  arctg'-  +  arctg  —  arctg  p  =  ^  —  arctg  -,  =  2  +  aretg- 
ist^  so  folgt  für  ein  negatives  p 

log  (P  ±  ni)  ==  iLog  (p2 + q*)  +  *  (2m  + 1)  7r  ±  arctg^ 
Man  findet  daher  auch 

log  (+p)  =  Log  p  +  2m  Trr, 
log(— />)  =  Log;?  +  (2m +1)711, 

wo  Logp  den  einzigen  Wert  vorstellt,  den  man  für  das  aus  blos  re- 

p 

/'tlt 
—  erhält. 


C.  Betrachtung  des  Integrals  /  —  zwischen  imaginären 
Grenzen  unter  Voraussetzung  complexer  Incremente. 

§  15. 

Lassen  wir  nunmehr  die  Variable  durch  complexe  Incremente  von 
der  Form  e-{-öi  aus  der  Grenze  a-\-ßi  in  die  Grenze  p -\-qi  über- 

cn,  definiren  wir  also  das  Integral  ff(u)dn  durch  die  Summe 

a+ßi 

«, + M  fl« + M + («1  +  W  /"!« + '1 + + *iM+ fra + W  f  X 
.+(*»+ M  />+  rt+«t  + ...  +  f  n-i  +W+ +ää  +  •  •  •  I. 

welcher  e  und  d  reell  und  unendlich  klein  und 

*+«i+«i+...+*»  =  J» 
/3  +  d,  +  d2+  ...  +d„  =  9 

ißt,  so  haben  wir  offenbar  die  allgemeinste  Definition  des  Integrals 

Au)  du  vor  uns,  welche  die  dem  voranstellenden  Abschnitt  zu  Grunde 
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gelegte  als  ihre  Unterart  einschliesst   Man  könnte  daher  glauben, 

dass  dio  Construction  des  Integrals  ^  j  ~  ^  unter  Zulassung  blos 

1 

einfacher  und  zwar  mit  reellen  abwechselnder  imaginärer  Incrementc 
(vcrgl.  §  13.)  dessen  Benennung  als  des  „allgemeinen  Logarithmus4* 
von  p-\-qi  nicht  rechtfertige.    Allein  wir  werden  uns  alsbald  über- 

zeugen,  dass  der  durch  die  jetzige  Definition  des  Integrals  /  fudu  be- 

a+ßi 

dingte  Wert  desselben  mit  dem  Werte  des  Integrals  {ffudu)  genau 
übereinstimmt. 


§  16. 


Nämlich  zufolge  der  jetzt  vorausgesetzten,  im  vorigen  §  ange- 

p+f» 

gebenen  Construction  des  Integrals  f  fudu  haben  wir  auch 

m+ßi 

ffudu  =  tlf(a  +  ßf)  +  d1if{a  +  ß;\+esf(c<  +  e1+\ß  +  ö1\i)  + 

"*ßt  +**f\«+h  +  (ß+öM+:. 

Da  nun  die  Function  fu  zwischen  den  Grenzen  a-\-ßi  und  p-\-qi  als 
continuirlich ,  d.  h.  als  eine  solche  vorausgesetzt  wird,  welche,  wäh- 
rend die  Variable  aus  der  Grcuze  ct-\-ßi  durch  comp  1  exe  Incre- 
mentc in  die  Grenze  p-\-qi  übergeht,  nun  die  Form  J  annimmt,  so 
muss  sie,  so  oft  der  Teil  ar  irgend  eines  Wertes  a,-\-ßri  der  Ver- 
änderlichen u  um  ein  unendlich  kleines  Increinent  £r  wächst,  eben- 
falls einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  #r  von  der  Form  #r'+#r"* 
erhalten. 


Ks  ist  also 

/>+*,  +  M 

folglich 

desgleichen  ist 

f\«+h  +  t2  +  (ß+*M 

folglich 

fl«+h  +  (ß+W\ 


=  f{«+h  +  (ß+*iW+**\ 

=  f\«  +  h  +  h  +  (ß  +  *i)<\-*,\ 


ebenso 

f(a+s1  +  h  +  (fi+ti  +  9*)<'\  -  />  +  'i  +  'i  +  «3  +  tf+*i+*a)'1  ~*a 


w. 
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Demnach  lässt  sich  die  jetzt  vorausgesetzte  Construction  des  Integrals 

p\qi 

J fudu  auch  in  folgende  umwandeln: 

a+ßi 

+h+(ß+öi)')-W+  etc. 
Also  ist 

ffudu  = 

=  / fudu -\- f  fudu —  f       fudu-\-       f  fudu  —  ds#3t-(-  etc. 

/  /«— d,^»— <5,<V+  etc. 
■ 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  mit  sämmtlichen  Gliedern  der  obigen 
Summe,  so  erhalten  wir  schliesslich 

/  /»  du  -  +  .  .  .  <5„fr„). 

Achten  wir  aber  auf  das  Bildungsgesetz,  dieses  Iutcgrals,  auf  welches 
sich  die  transformirtc  Summe  reducirt  hat,  und  bemerken  wir,  dass 
die  Veränderliche  abwechselnd  bald  durch  reelle,  bald  durch  ein- 
fache imaginäre  Incremeute  in  den  letzten  Grenzwert  übergeht,  so 
ist  klar,  dass  diesem  Integral  kein  anderer  Wert,  als  der  am  Endo 

des  §  13.  durch  (/fudu)  bezeichnete,  beizulegen  ist. 

a  +  ßi 

Was  aber  die  Reihe 

+<52#8+  ...  +ön&n 

betrifft,  so  zcrPällt  sie  vermöge  der  complexeu  Form  von  0  in  die 
beiden  Reihen 

Tst  nun  unter  den  unendlich  kleinen  Grössen 
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...  &'n    und   #"1f  ^'ls  ... 


v  v  u 


unter  jenen  #'r,  unter  diesen  #"f  die  grösste,  so  ist  die  Summe  232 


also  <C  &r(q  —  ß),  sie  ist  demnach  unendlich  klein  und  folglich  ohne 
Einrluss  auf  den  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals.  Wir  erhalten 

fudu  =  (/  fudu),  d.  h.  der  an  das  Bildungsgesetz  C.  (S.  232 

§  6.)  sich  knüpfende  Wert  des  Integrals  / fudu  ist  mit  dem  durch 
das  Bildungsgesetz  B.  III.  bedingten  Werte  dieses  Integrals  identisch. 


§  17. 

Dem  jetzt  vorausgesetzten  Bilduugsgesetze  gemäss  verstehen  wir 


Pdu 

unter  dem  Integral  /  —  die  Summo 


4> 

ih  4-  *,  0       +(«t  +  M  a+,i+1(?+(jl)i-  +  •  - 


in  welcher 


ist.    Machen  wir 


+        ...  +f»  —  p  und 
«  +  <*i+*f+  •••  +     -  1 


d,  =  d2  =  (53  =  . . .  — 


so  finden  wir 

P  +  7'" 


+ 


wo 


1   I 

«+ 0,4- 2(f1+d1i)+ '*  -J,  >;  . 
«  +  ßi+  «(fx  +  i,0  -  f  4-  * 


ist.  Folglich 


L/iy 
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...+ — 1 


wo 

ist.    Setzen  wir  endlich 
so  ist 

i»+7»  11  1 

J  ü  *         \l+ 1+«+   +         +Itj  +  •  *  • 

•f  i+{»_D(,+«i)r 

1+.IH-10-SÖ 

ist.   Offenbar  ist  nun  die  rechts  stehende  Summe  die  Definition  des 
p\+q*_ 

Integrals  unter  Voraussetzung,  dass  die  Iucremente  complei 

und  sämmtlich  gleich  t-\-5i  sind.  Folglich  finden  wir  bei  Berück- 
sichtigung des  §  16.,  nach  welchem  dies  Integral 

p  +  q*  p  +  q* 


mithin  nach  §  13.  =  log^pj^.  ist, 


p+qi 

a±ßt 

Nun  ist  aber  auch 


t/?-(/?)--(/?)+(/?)= 

Tj^        =  log(ii  +  <zO—  log(«+/fr); 

uignizeo  Dy  Vji*^ffP 


«rr  -t> 'y a rA/« u»a  ArciA/ir»CT>ri'/r»i  out  aem  aesimmitn  in>tgi*ai. 

folglich  ergibt  sich 

oder  auch,  wenn  statt  mithin  (/>+«0(«+W  r+V' 

gesetzt  wird. 

Iog(p  +  qi)(a+ß0  =  ]og(/>  +  90+log(a+i30, 
woraus  wir  schliessen: 

log(xy)  =  Logjr  +  Logy  +  2mjri\ 
und  zwrar  für  alle  reellen  und  imaginärcu  Werte  von  x  und  y. 


§  18. 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Integrals  /       in  dessen  all- 


•/t  - 


welches  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Veränderliche  nur 
dnreh  reelle  Incremente  von  0  bis  x  fortschreitet,  durch  aretgj-  be- 
zeichnet haben.   Wir  wollen  nun  auch  diesem  Iutegral  oino  allge- 
meinere Bedeutung  unterlegen  und  auch  in  ihm  imaginäre  Incremente 
der  Veränderlichen  zulassen.    Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  2 
llauptarten  B.  und  C.  (S.  232.  §  6.)  des  Wachstums  der  Veränder- 
lichen stattfinden,  beide  Arten  indes  nach  §  16.  in  Rücksicht  auf 
den  Wert  des  zu  untersuchenden  Integrals  zu  demselben  Ergebnisse 
führen,  so  wird  offenbar  durch  Anwendung  complcxer  Incremente  die 
ganze  Bedcrtung  dieses  Integrals  umfasst  uud  erschöpft.    Wir  dofinl- 

X 

reu  demnach  jetzt  das  Integral j^j-,  durch  die  Summo 


in  welcher  ...  •••  ist,  und  be- 

zeichnen diese  Summe  durch  aretgx. 
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Demnach  ist 

r  du      p     <tu        i  (  /  du  Cd"\ 

arctg*  ^  -J  (^RÖi^Ö  =  2/  \  j/  «T-i  -J  «T*  ' 
in  welchen  beiden  Integralen  wiederum  die  Incremente  der  Veränder- 

X 

/du 
.   durch  die 

Summe 

=  a—(eH  +  öni) 
zu  definiren  ist. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  beiden  Integralen  u'  für  jedes  u~i 
nämlich 

(TO  für  (0)T'\ 

<+H-*i  +  *iO  für  fe+MT', 

(T**+*t+«i+Pi+«0  für  fe+et+ft+ÄjiT^ 
(qz,-+fl  +  f2  +  ...+fl<_1+Ä1+d8  +  ...  +  (5,4_i]0  für 

(fi  +  f2  +  ---+fH-i  +  Pi+^  +  ---  +  3«-i>')T» 

welche  neuo  Variable  u'  für  n  —  0  in  T  *  und  für  u  =  a  in  + 1 
übergeht,  so  folgt: 


-       log  (—  0 + log  (x  -  0  +log  i  -  log  (*+•)}, 

folglich  nach  §  17. 

1  (  1  l+xi\ 

aretgs  =  2-|log(l  +  *0-log(l--s0  -  2il°8V-ii) 

lA-xi 

Da  nun  log  j~g  unendlich  viele  Werte  hat,  welche  sich  um  Vi 
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fache  von  2ni  unterscheiden,  so  hat  auch  arctg  x  unendlich  viele  Werte, 

deren  Unterschiede  Vielfache  von  gi.Sfft,  a,so  YOn  71  sint^-  Ist  also 
(aretgx)  einer  dieser  Werte,  so  haben  wir 

arctg  z  =  (arctg  ar)  +  m  rt. 


§  19. 

Um  nun  dem  Ausdruck  für  arctg x,  wo  x  =  p-\-qi,  ebenfalls  die 
Form  p-\~qi  zu  geben,  brauchen  wir  nur  in  die  Gleichung 

aretgx  =  Stog  r^xi 
für  x  den  Wert  p-\-qi  einzutragen.  Dann  ist 

...       1,     1—  q+pi      1,     1—  q3—  p*  +  2pi 

Ist  P  positiv,  also  1  —  q2— p2  >>  0,  7>2+<z2<lj  so  erhalten  wir 
nach  §  14. 

MCtg(|>+«0  =  |i.|iLog(P2+Q2)  +  iArctg|+2m^j  , 

ist  jP  negativ,  also  1  —  q2  — 2>2<°>  mithin  j>2+*z2>1,  so  haben  wir 

*Mg(p+qQ  "  ^{iLog(/>2+Q2)  +  ^Arctg|+(2m+l)^j . 
Nun  ist 

folglich  haben  wir  im  ersten  Falle 

•rctgd.+aO  -  £.Log  +  iArctg^^+m*, 

im  zweiten  Falle 

1       (i_„!_„»)s+4„s  2» 
arctg(j>+5«)  =  £.Log   ([i+^+^i    +  iArctgi-g8-y»  + 
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§  20. 

Aus  der  in  §  18.  für  arctg*  entwickelten  Formel  folgt  ferner: 
L   arctg  x + arctg  (—  x)  —  2 .  |log         +  log  fq^-j  =  «i-logl  =  ■* 

II.  arctg*+arctg-  =  ^logj— .+log— .}  - 

=  2lfo(t^+l<>g^j  -  ^.log(-l)  -  -f-« 

III.  arctg* +arctgy  =  2/  ^log  j:z^,+  log  j_  _  y -.j  - 

_  L  .    (l+xO(l+yO  _  1  .   l-«y+(g+y)>  = 

-  2» 10&  (1  -  a-i)  ( 1  —  yi)      2;l0H-xy-(x  +  y)i 

1       l  +  f^ 

1  1  1  —  gy  jr  +  V 

=  2/log^-^7  =  arctg_ 
1  — *y 

Es  sei  arctg:r=or,  so  ist  auch  x  eine  Function  von  «,  die  wir  durch 
tga  bezeichnen;  desgleichen  haben  wir,  wenn  arctg  ,y  =  /3  ist,  y  =  tg]5. 
Da  arctg*  unendlich  vieldeutig  ist,  oder  a  unendlich  viele  Werte  hat. 
die  sich  um  Vielfache  von  n  unterscheiden,  so  muss  tr,  als  Function 
von  a  betrachtet,  immer  zu  demselben  Werte  zurückkehren,  so  oft 
«  um  n  gewachsen  ist  Demnach  ist  die  Function  * = tg  «  periodisch, 
und  der  Index  ihrer  Periode  ist  n,  also  tgo -=  tg(a-\-nm).  Substi- 
tuten wir  aber  die  Werte  von  x  und  y  in  die  Formel  III.,  so  er- 
halten wir 


folglich  umgekehrt 


«  +  ?  =  arctg  ^r 
TV)  i_tgatg/S 


Anmerkung.   So  wie  wir  die  Formeln  I.  und  IL,  jedoch  mit 
der  Einschränkung,  dass  die  Function  arctg  nur  den  eindeutigen 

Arctg  vorstellt,  der  die  Grenze  2    nicht  überschreiten  darf,  schon 

früher  (§  11.)  aus  der  Gleichung  III.,  §  5.  abgeleitet  haben,  so  Hesse 
sich  auch  die  Formel  III.  unter  der  angegebenen  Einschränkung  ans 
der  nämlichen  Gleichung  entwickeln.     Setzen  wir  nämlich  in  der 
^  Gleichung  III.  des  §  5. 
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statt  m9  die  Function  f      i  also 

1  —  art> 

„ 

(1 — xvy 

so  erhalten  wir  für  c  —  0  und  ß  =  z 


das  ist 


1-/' 


folglich 


/'  1+**  ,       P  1+z* 


O  0 


2— M 


folgheb 


/'   (fa  /*   du  f  du. 

1+»*-  ^/  1+«»  +  /  i-F«*5 


Arctg  --  —     Arctgz  +  Arctg*. 
i  '  x*. 


Diese  Formel  gilt  aber,  vorausgesetzt,  dass  x  und  z  beidemiU  po«i!it 

1  xA-z 
sind,  nur  so  lange,  als  *<C~  ist,  da  die  Function  qpz  ^0r 

den  Wert  z  =  -  discontinuirlich  wird.    Es  war  daher  der  von  rinn 

x 

eingeschlagene  Weg  notwendig,  um  diese  Formel  allgfin*  in  y.u  , 
weisen. 

TeU  LXUI. 
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§  21. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  umgekehrten  Function  des  Loga- 
rithmus.   Aus  der  Gleiehuug 

logx  =  Loga; +  2m7r/ 

folgt,  dass  x  eine  Function  von  Log:r-f-2m7r*  ist,  welche  keine  andere 
sein  kann,  als  eLot*+9**rf,  da  sie  nach  §  9.  für  m  =  0,  sich  in  e1**7 
verwandeln  muss.  Aus  der  Gleichung  x  =  a(ir=L«i»)+*«rf  folgt  aber, 
dass  die  Function  c*  so  oft  zu  demselben  Werte  zurückkehrt,  als  der 
Exponent  y  um  ein  Vielfaches  von  2ni  vermehrt  wird,  dass  also  *• 
eine  periodische  Function  ist  und  zum  Index  der  Periode  2ni  bat. 
Obschon  nun  leicht  zu  sehen  ist,  dass  die  unter  Voraussetzung  reeller 
Exponenten  gültigen  Regel  der  Poteuzenrechnung  auf  Potenzen  vod 
der  Form  cP+«'  auszudehnen  sind,  denn  jedes  beliebige  j>+«/'  ist 
=  log(P+(2i),  woraus,  weil 

log(P+  OOtP'+Q'O  =  log(P+<W+log(P#+Q'i)s 

also  auch 

ist,  unmittelbar  folgt, 

so  ist  doch  die  Potenz  eP+i*  in  diesem  Augenblick  für  uns  nur  eine 
leere  Form,  und  es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  die  Bedeutung 
dieser  imaginären  Potenz  festzustellen. 

§  22. 

Diese  Aufgabe  reducirt  sich,  da 

ist,  auf  die,  den  Wert  von  ei*  zu  ermitteln. 
Es  sei 

also 

Folglich  nach  §  14. 

«*  — iLog(/is+/i*)  +  iAretg£+2m»#,  wenn  fx  positiv  ist; 

h 

qi  -  iLog(/i2+/ia)  +  *Arctg(2  +  (2^+l)^',  wenn  ft  uegaüv  ist. 

Ii 

Beide  Gleichungen  sind  nur  dann  möglich,  wenn  der  reelle  Teil 
ist;  folglich 
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Log(/is+/aa)  -  0, 

also 
Daher 

(a)  q  =  Arctg^+2m»,  wenn  /*,  positiv  ist; 

r 

(b)  =  Arctg^2+(2w»  +  l)w,  wenn  /i  negativ  ist. 

Um  nun  die  übrigen  Eigenschaften  der  Functionen  ft(q)  und 
f2(q)  zu  finden,  geben  wir  der  Veränderlichen  q  der  Reihe  nach  die 

Werte  2mn,  2m*+y(<2)'  2m7t+*>  (2ro+i)»+y,  2m*+», 
(2ro  +  l)»+y  und  (2m+3)»+y. 

1)  Es  sei  q  =  2m»,  so  kann  die  Gleichung  (b)  nicht  stattfinden, 
denn  sonst  wäre 

2m»  =  Arctg^  +  (2m  +  l)7t; 
Ii 

folglich 

Arctg  7  =  —  », 
h 

was  unmöglich  ist,  da  der  absolute  Wert  von  Arctg  die  Grenze  j 

nicht  übersteigen  kann.  Folglich  ist  nur  die  Gleichung  (a)  anwend- 
bar; daher  /*,  positiv  und 


also  auch 

folglich 
Nun  ist 
folglich 
Also 


Arctg  j  =  0y 
Ii 

4  =  0 
ft  ' 

f%  =  o. 

/i(2m»)=  +  l,    «2m») -0. 


2)  Ist  ?  =  2m»+y  und  y<2»  80  kann  die  Gleichung  (b) 
wiederum  nicht  stattfinden;  denn  sonst  wäre 

2m» + y  —  Arctg  ?  +  (2m  + 1)», 

folglich 

Arct$£  =—  (»  —  y); 


17* 
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71  f 

da  nun  y  <  j  ist,  so  wäre  der  absolute  Wert  von  Aretg  j  wiederum 

7t 

>  2 »  was  unmöglich  ist.  Es  ist  also  nur  die  Gleichung  (a)  anweis- 
bar, daher  t\  positiv  und 


also 

Folglich 
also 

Also 


Arotg  j  =  y, 


f* 

-r  =  tgy   und  /i^/Jtgy. 

/i'(i  +  teyl2)^i, 

1 


/i 


7t 

3)  Es  sei  g«2mi*+2.   Da  /i(2m*-fy)  M»  zum  Ueberg 

in  /i^2m7r  +  ^  beständig  positiv  bleibt,  so  ist  nur  die  Gleichung 
(a)  anwendbar,  und  man  erhält 

^*  ==  x ,    also   /;  =  (), 

während  f%  positiv,  und  da 

/;*+/i*  =  1  ist,  =+1  ist. 

Also 

/i(2m*  +  |)  -0, 
/i(2m*  +  |J=  +  l. 


7E 


4)  Es  sei  =  2m7r+2  +y,  so  ist  die  Gleichung  (a)  unzulässig, 
denn  sonst  wäre 

2m*  -r|+  y  =  Arctg^  +  2t«  w, 

also 


Arctg^  =  ~  +  y, 
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was  unmöglich  ist.   Folglich  erhalten  wir  aus  Gleichung  (b) 


also 


mithin 


denn  da 


2mn  +  s  +  y  =  A  rctg  f  +  2m7t  -f- 

Ar*s — (!-')■ 

Arctg(— a?)  =?  — AiVtgz 


ist  (§  11.),  so  folgt 
mithin 


—  x  =  tgC—  Arctg*), 


—  tg«  —  tg(— a), 
wenn  Arctga  =»  «  gesetzt  wird. 

Da  nun  wegen  Gültigkeit  dcV  Ölcich'Uhfe  (b)  ft  negativ  sein 
muss,  so  ist  £  positiv  und 


also 


A  


f,~  — 


setzen  wir 


also 


75  i  * 


7t 


TT 


so  ist 


y=y'  —  2   und  2~ y  =  *— y'i 

l 


Vl  +  tg*(*-y)' 
tg(*— y) 


TU 


wo  y>2  ist- 


5)  Ist  7  =  (2m-f-l)7t,  so  giobt  die  Gleichung  (a) 

/2 
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also 

ArctgJ-  *, 

was  unmöglich  ist.   Aus  der  Gleichung  (b)  erhalt  man  aber 

ArctgJ?  =  0, 

folglich 
nun  ist 

folglich  wegen  Gültigkeit  der  Gleichung  (b) 

A  1. 

Also 

/^(2m»-f-tt)  =  —  1, 
f£2mn+7c)  —  0. 

6)  Ist  </  =  2i»»+Ä  +  )S  80  ist  ebenfalls  nur  die  Gleichung  (b) 
anwendbar;  man  findet  daher  fx  negativ  und 

Arctg  j?  =  y, 

also 

A  -fjtgy; 

folglich 

/i(2m*+*+y)  1 


/^(2m7r-f-  7t  -j—  y)  «=  — 


Vl+tg»y 

tgy 


Vi+tg^ 

Sotzen  wir  n-\-y  —  y',  so  folgt 

A(W+y)  -  -  T ,»&=J!)_t 

Vl+tg»(y-») 

wo  y>»  ist. 

7)  Ist  fjf  =  2mn+  so  folgt  aus  der  jotzt  allein  anwendbaren 
Gleichung  (b),  dass  /;  negativ  und 

Arctgj?=+f 

ist;  daher 

6  —  m 
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also  fx  —-0  und  ft  ebenfalls  negativ  und  zwar  =  —  1  vermöge 
der  Gleichung  /i*+/t*  ■ ■  I.  Also 


f\  (2»«  +  y)  =  -  0. 


3rc 

8)  Ist  <j  =  2wti  +  9  +y,  so  würde  aus  der  Gleichung  (b)  folgen, 
dass  der  kleinste  Wert  von 


Arctg  -  =  2  +  y 


ist,  was  nicht  der  Fall  sein  kann.  Daher  ist  nur  die  Gleichung  (a) 
auwendbar  uud  mau  erhält  fx  positiv  uud 


folglich 


Q—  f 

2mn  +  ~  +  y  =  Arctg  J?  +  N»  +  D, 

Arctg   (| -  y),    A  =- A  tg(£  -  y)  S 

A*+/w(|-y)  =  l, 

also 

Setzen  wir  -5-  +  y  =  y',  so  ergibt  sich 

yi+tg*(27t  —  y) 

f/o       1    x  tg(27r  —  y) 

^(2™*  +  y)  =  -7==r===i 


Vl  +  tg^-y) 
wo   y  >  "t. 

^^^^§  23. 

Bezeichnen  wir  di 
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durch  cos 5  und 

durch  sing,  so  finden  wir 

e**  —  cos#+*sing  und 

e(?+2m7r),- =  cos(2+2m7f)  +  t8iu(2+2m7r)  = 

nach  §  21.;  folglich 

cos(2+2m^c)  =  cos#  und 
sm(q-^-2mn)  —  sing. 


Boido  Functionen  sind  also  periodisch  und  der  Index  ihrer  Periode 
ist  2?r. 

Ist  daher  |Qdcr  =»  x,  so  ist  umgekehrt  q,  als  eine  Func- 
tion von  x  betrachtet,  die  wir  durch  |oder  ^esto*}  Dczcichnen?  nn" 

endlich  vieldeutig,  und  verstehen  wir  unter  Are  cos*  und  Aresin« 
den  kleinsten  Arkus,  so  ist 

arc  cos»  =p  Arccosa>+2rorc  und 
aresina;  =  Arcsin#-|-2m;r. 

Die  Gesetze  des  Wachsens  und  Abnehwcns  der  beiden  Functio- 
nen cos<z  und  sing  ergeben  sich  nach  §  22.  aus  folgenden  Gleichungen: 

1)  cos(2mrc)  =+1,   sin(2m7r)  =  0. 

2)  ^+y)«-+^,  sw«*+y)=+y^> 

o   y<~  ist 
j     3)    cos  (2mn  +  0=0,     sin  (tmn  +  0^  +  1. 
4)   Wenn  n  >  y  >  ~  ist,  so  wird 
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5)  cos(2?w7t  +  7t)  = — 1,   sm(2m7i-\~n)  =  0. 

6)  Wenn  -5-  >  y  >     ist,  so  wird 

1 


cos(2ro«-f-y)  =»  — 


Vl+tg2(y-«) 


—  — cos(y — rc), 


sin(2*.*+y)  =_sin(y-*). 

Vl  +  tg^(y— rc) 

7)  cos  (zmn  +  ~j  =  0,     sin  ^2m7t  «=• — 1. 

8)  Wenn  2*  >-  y  >>  —  ist,  so  wird 


cos(2m:r-f-y)  =  + 


sin(2r/»7r  +  y)  = 


yi  +  tg*(27r-y) 

Jg(2tt  -  y)_ 
Vl+tg*(2*--y) 


=  =  cos(2ji  — y), 


=  —  hiu(2rc~y). 


Da 


§  24. 


ist,  so  folgt 

cos(j>  x  <?)+<*sin(/>  Jiq)  =  (cos/>-f-/siu/>)(cosqf  ± /sing) 
=  cos;?  cos  q  +  sin^  sin  q  -f-  /(sin;)  cos  ry  Hh  cos  p  sin  7). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

cos(;>  +  '/)  =  cos^cos^^sin/jsiu//, 
sin(/>  ig)  «  sin/)C0S<2xsjn^C087^ 

woraus  sich  die  noch  übrigen  Eigenschaften  der  Functionen  sing  und 
cos  2  leicht  cutwickeln  lassen. 


§  25. 

Beschreiben  wir  einen  Kreis  mit  dein  Radius  1,  legen  durch 
dessen  Mittelpunkt  0  die  Coordinatenaxcn  OX  und  OY,  uud  schnei- 
den von  dem  Durchschnittspunkt  A  der  Abscissenaxe  aus  einen  Bogen 
AB  =  tJ  ab,  so  sind  die  auf  den  Endpunkt  B  des  abgeschnitteneu 
Bogon>  AH  bezogenen  Coordinaten  Functionen  von  7,  uud  es  sei  die 
oder  y  =  Ft(q),  die  Abscisse  DO  oder  x  =  F2(q).  Da 


BD  oder  7  : 
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nun  Ft(q  =  0)  =  0,  F2(q  =  0)  =  1  ist;  da  ferner  für  jeden  Wert 
von  q  die  entsprechenden  Werte  von  Fx(q)  und  Ft{q)  der  G-leichuug 
2(q) ~f~ ^22(ü)  =  1  Genüge  leisten:  so  müssen  diese  beiden  Functio- 
nen Ft(q)  und  F*(q)  von  den  Werten  F,(0)  =  0  und  F2(0)  =  1  ab 
bei  jedem  unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Bogens  q  genau  um  so  viel 
zu-  und  abnehmen,  um  wie  viel  die  Functionen  sin</  und  cos//  von 
den  Werten  sinO  =  0  und  cosO  =  1  ab  bei  jedem  unendlich  kleinen 
Iucrement  der  Veränderlichen  q  wachsen  und  abnehmen.  Folglich 
müssen  die  Functionen  Fx(q)  und  F^(q)  für  jeden  Wert  des  Bogens  q 
mit  den  Werten  von  sin</  und  cos*/  genau  übereinstimmen.  Daher 
lassen  sich  die  beiden  letztern  Functionen  sin</  und  cos*/  durch  die 
auf  den  Endpunkt  B  eines,  von  der  Abscissenaxe  aus  immer  nach 
derselbea  Richtung  abgeschnittenen  Bogens  Ali  =  q  bezogenen  Coor- 
dinaten  x  und  y  geometrisch  darstellen,  und  zwar  ist  die  Abscisse 

7t 

x  =  cos  q ,  die  Ordinate  y  =  sin       Da  nur  für  den  Wert  q  =  0 

die  Function  cos</,  mithin  auch  die  Abscisse  x  verschwinden,  hingegen 
die  Function  sing,  mithin  auch  die  Ordinate  y  den  Wert  1  annehmen 
muss;  jenes  Verschwinden  der  Abscisse  sowie  jener  Uebergaug  der 
Ordinate  y  in  den  Wert  1  aber  nicht  eher  stattfinden,  als  bis  der 
Bogen  q  gleich  einem  Quadranten  geworden  ist:  so  folgt,  dass  die 

Zahl  =-i  die  wir  in  §  11.  als  den  Wert  der  Function  Arctg(x  =  x) 

dcfiuirt  und  berechnet  haben,  die  Anzahl  von  Längeneinheiten  angibt, 
die  der  vierte  Teil  eines  mit  dem  Radius  1  beschriebeneu  Kreises 
beträgt,  oder  dass  die  Zahl  n  die  Peripherie  des  Kreises  für  den 
Durchmesser  1  vorstellt. 

Lautruch,  Januar  1878. 
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XI. 


Ueber  ein  Bliiuinationsprobleiu  der  metrischen 

Geometrie. 


In  LXII,  pag.  330  —  332  dieser  Zeitschrift  bat  Herr  Zahradnik 
einen  „Beitrag  zur  Trigonometrie"  geliefert,  in  welchem  derselbe  aus 
den  bekanutcn  Gleichungen  zwischen  Winkeln  und  Seiten  eines  Drei- 
ecks, durch  Elimination  der  Seiten  eine  Bedingung  in  Dctcrmiuantcn- 
form  aufstellt,  welcher  er  durch  eine  singulare  Umformung  die  Be- 
deutung des  Satzes  für  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  abgewinnt. 
Des  Fernern  erhalt  Herr  Z.  durch  Eliminatiou  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks,  das  Carnot'sche  Theorem,  in  Form  der  sonst 
als  Cos-Satz  bekannten  quadratischen  Gleichung,  beides,  Verfahren 
und  Form  nun  schon  seit  Längerem  gebräuchlich  und  in  die  Lehr- 
bücher übergegangen  (Vergl.  u.  a.  Elemente  der  Mathematik  von 
Gallenkamp),  allein  es  ist  das  nur  gewissermassen  das  Bruchstück 
einer  viel  allgemeineren  Auffassung,  die  ganze  Trigonometrie  alge- 
braisch durchzuführen,  was  vom  Verfasser  schon  früher  in  einer 
grössern  Abhandlung  vorsucht  ist  *).  Es  findet  sich  darin  nicht  nur 
jene  Determinante  und  ihre  Bedeutung  für  die  Winkelsumme  in  all- 
gemeinerer Umformung,  sondern  auch  deren  Beziehung  zu  dem  aequi- 
valcnton  Satze  vom  Aussenwinkel  eines  Dreiecks.   Ferner  ist  daraus 


*)  Die  Hauptaufgaben  der  Trigonometrie ,  zurückgeführt  auf  ein  einziges 
System  3  simultaner  Gleichungen.  Programm  vom  Schuljahr  1876—77  des 
Kgl.  Gymnasium  zu  Essen. 


Von 


Herrn  Dr.  Josef  Diekmann 


in  Essen  n.  d.  R. 
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ersichtlich,  dass  die  von  Herrn  Z.  als  Carnot'sches  Theorem  intcr- 
pretirte  Gleichung  einer  ganz  bestimmten,  durch  ihren  quadratischen 
Charakter  ausgezeichneten  Gruppe  von  Aufgaben  angehört,  und 
dass  das  Carnot'sche  Theorem  für  die  Seiten  sich  in  linearer  Form, 
wie  es  sein  muss,  aus  den  Fundamentalgleichungen  ergibt  Nach  dem 
augeführten  „Beitrag"  zu  schliessen,  hat  Herr  Z.  augenscheinlich  zu 
meinem  Bedauern  keine  Kenutniss  von  jener  Arbeit  gehabt  ,  wie  es 
wohl  die  Art  ihrer  Veröffentlichung  mit  sich  gebracht  hat. 

Da  die  oben  augedeutete  Auffassung  zugleich  eine  interessante 
Anwendung  des  Determinantencalcüls-  auf  metrische  Probleme  ist,  und 
eine  Menge  durch  ihre  Allgemeinheit  ausgezeichneter  Resultate  liefert, 
so  erlaube  ich  mir,  dieselben  iu  nachstehender  Skizze  wiederzugeben. 

Soweit  die  Planimetrie  Bezug  auf  Construction  von  Dreiecken 
hat,  ist  ihr  wesentlicher  Gaug  der,  dass  sie  zunächst  die  Grundbedin- 
gungen aufstellt  für  die  Möglichkeit  der  Construction  von  Dreiecken 
überhaupt.  Diesen  reihen  sich  die  Congruenzsätze  an,  welche  das 
Theorem  beweisen,  dass  aus  je  3  Stücken,  wobei  wenigstens  eine 
Seito  sein  muss,  die  übrigen  construetiv  gefunden  werden  können. 
Als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  eines  Dreiecks  ABC,  dessen  Seiten 
a,  ft,  c  sein  mögen,  stellt  sie  zwischen  den  Winkeln  die  Relation  auf 

+         =  (a,c) 

(Satz  vom  Ausscuwinkcl)  odor  was  dasselbe  ist,  die  Wiukelsumrae 
muss  =  2Ji  sein.   Für  die  Seiten  gilt  die  Bedingung 

AB±~ÄC=  l  >.AC,    wo  *<1 
ist.    Für  dir  Trigonometrie  stellen  wir  uns  daher  folgende  Frage«: 

1)  Können  auf  Grund  allgemeiner  Eigenschaften  von  Strecken 
und  Winkeln  aus  rein  arithmetischen  Priucipicn  algebraische  Rela- 
tionen zwischen  den  Seiten  und  Winkclu  eines  Dreiecks  aufgestellt 
werden,  im  Sinne  obiger  beiden  Sätze? 

2)  Ist  es  möglich,  aas  jenen  allgemeinen  Relationen  den  trigo- 
nometrischen' Ausdruck  derjenigen  Sfttzo  der  Planimetrie  herzu- 
leiten ,  welche  für  die  Constnrctioi*  von  Dreiecken  bedingend  shvf, 
und  wie  formvHron  sich  dem uUchst  die  plnnimctrischon  Congruenüsätee 
als  Resultate  algebraischer  Elimination? 

I. 

Da  man  iu  jedem  Dreiecke  eine  Seite  zusammensetzen  kann  aus 
•>n  Projectionoo  der  beiden  andern,  so  erhält  man  in  den  Glei- 
ten: 


by  Go 
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a  cosy+ccos  a  =  b 
aco&ß-\-b  cos«  «=>  c 

einen  allgemeinen  Zusammenhang  zwischen  Seiten  und  Winkeln  eines 
Dreiecks. 

Ehe  wir  den  Satz  von  der  Winkelsummo  in  seiner  allgemeinen 
Form  geben,  wollen  wir  das  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  Seiten 
und  Winkeln,  welches  durch  obige  Gleichungen  ausgedrückt  wird  etwas 
näher  präcisiren,  weil  dadurch  sich  recht  deutlich  das  Charakteristi- 
sche des  algebraischen  Vorfahrens  gegenüber  dem  planimetrischen  zeigt. 

Aus  obigen  Gleichungen  folgt: 

1)  cosy  =  cosp 


2)    -cosy  =  —  cosa 

c      *  o 


3)   -  cos  ß-\-  -  cos  a  =  1. 


Aus  je  zwei  der  Gleichungen  erhält  man 


«  5- 


cos  ß  —  cos  y 
—  cos  «         —  1 


cosß+cosa.cos?  # 


1 

cosy 


—  cosy 
—  1 


sin*y 


oder  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 


ebenso 


a  =  sinV 
* '    c      cos  ß + cos  a  cosy* 


b 

c 


cos  «+ cos  ß  cosy 


sin2y 


u.  s.  f.  Dieser  algebraische  Ausdruck  für  ein  Abhängigkeitsverhält- 
niss, welches  sonst  unter  dem  Namen  des  Sinussatzes  bekannt  ist, 
hat  auf  den  ersten  Anblick  etwas  befremdendes,  zumal  in  jedem  der 
Verhältnisse  alle  3  Winkel  vorkommen. 

Aus  4)  und  5)  erhält  man  die  Bedingung 

cos  ß-\~  cos  «cosy  =  sin«siny; 


so  dass  dann 


u 
c 


Mir/ 


>y  Google 
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wird.  Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kennen  zu  lernen  ,  er- 
innern wir  daran,  dass 

G)   cos  (a-f-y)  =  cos  a  cos  y — sin  «  sin  y, 

dann  ist  identisch: 

cos  0+ cos  ß  cosy  =  cos/3+cos(«+y)  +  sinttSiny> 
und  wir  erhalten  rechts  nur  dann  sin«,  siny,  wenn 

cos  0-f- cos  (a+y)  —  0 

oder 

cos/3  =  —  cos  (a+y) 

d.  h.  wenn 

"+ß  +  Y  ™  2J{ 
ist.    Trigonometrisch  ergibt  sich  also: 

Das  Abhängigkcitsverhältniss  zwischen  Seiten  und 
Winkeln  eines  Dreiecks  kann  durch  den  Sinussatz  aus- 
gedrückt werden,  wenn  die  Summe  der  Winkel  in  einem 
Dreieck  gleich  27?  ist. 

i 

Für  den  Satz  vom  Aussenwinkel ,  der  wie  schon  vorhin  gesagt, 
mit  vorstehendem  als  identisch  zu  betrachten  ist,  stellt  sich  die  Sacbe 
folgendermasscn:  bezeichnet  man  die  gesuchte  Grosse  des  Aussen- 
wiukels  von  «  mit  a-,  das  von  ß  mit  y  und  das  von  y  mit  ?,  so  er- 
halt man  analog  den  ersten  Gleichungen  folgende: 

ccosy —  &cosy  =  —  a 
II)  «cos*  —  ccos«  =  —  1 

icosx  —  acosß  =  —  c. 

Aus  der  ersten  Gleichung  wird: 


cosy  =  -cosy—-. 

Rücksicht  auf  den  Sinussatz 

sin  ß  sin  « 

cos y  =  - —  .  cosy  r—  • 

9      smy        '  siny 

aber  sin  ß  =  sin  so  erhalt  man  mittelst  einer  quadratischen 
5hung 

cosy  =  —  sin  «  sin  y±_  cos  «cosy 

flßf-  oder  —  gesetzt  werden  muss,  je  nachdem  einer  der  Winkel 
«*  oder  y  stumpf  ist.   Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  so  wird 

7)   cosy  —  cosacosy—  sin«,  siny 


daher: 

F  =  *+7- 

wobei  wir  in  7)  noch  einen  nur 
haben. 

Um  schliesslich  den  Sitz  T  L  dir  W-ir^djr^  Till  IH!H  Axss*a- 
winkel  in  seiner  allgemeinsten  F:-rm  rt  "rr_i^  -o.  1  a.  v^  —  .K'-r  r  \  m. 
Verbal tni ss  zweier  Seiten,  ordnen  wir  die  G>*:ixi£~»  I  «.  i, 

i  cos  7  —  —  CC05«  =  • 

aCOS0  -j-icö5«  —  r  =0 

Für  (las  Zusammenbestehen  dieser  Gkkh.^re^  rl:  >:>  Be^isran* 

1      —  cos  7  —  co*  i 
DI)  COS7      —1        cos«      =  0 

!  COS0      cosc  —1 

oder 

cos2«+cos2^+cos27+2cosacos^cos7— 1  =  0. 

Letztere  Gleichung  lässt  sich  auf  eine  höchst  charakteristische  Fo 
bringen,  indem  man  durch  eine  leichte  Umformung  daraus  erhalt: 


cosa[cosct-f  cos(/Hy)]  \  cos/J[cos/Hcos(fl+7)]+sin7[sm(a+ £)— siny]  =  0 
oder  abgekürzt  geschrieben 

cos  aX-\-  cos  ß  F-f-  sin  yZ  =  0 
Die  Gleichung  ist  für  X=i)  oder  F=ü  oder  Z=0  erfüllt  Denn  aus 

X=  coso+cos(jJ+y)  =  0 

folgt 

womit  auch  das  Verschwinden  von  V  und  Z  augezeigt  ist.  Ebenso 
ist  die  Gleichung  erfüllt  für 

cos«  =  0,   cos/3  =  0  siny  =  0 

was  wiederum  auf  die  Bedingung  führt 

«+ß  +  Y  =  2ä 

d-  h.  jene  Gleichung  gilt  auch,  wenn  ein  Eckpunkt  unendlich  fern 
liegt.  Wir  bekommen  somit  in  III)  den  trigonometrischen  Ausdruck 
foa  Satzes,  dass 

die  Summe  der  Innenwinkel  eines  Dreiecks  gl 

j 
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Der  trigonometrische  Ausdruck  des  Satzes  vom  Aussenwinkel 
stellt  sich  folgendermassen  dar.  Durch  Elimination  der  Grössen  ay 
b,  c  aus  den  Gleichungen  II)  erhält  man: 


1      —  cosy  cosy 
cos  3         1  —cosa 
cosjS      cos  x  1 


«=  0 


oder 

1  — cos«cos/?cosy+cosxcos^cos3+cosacosa:+cosj3cosy+c08yCOS;5  °™  0 
Da  nun 

cosa^  =  — cos«;   cosy  =  —  cos ß\   cosz  = — cosy, 
so  erhält  man  nach  einer  kleinen  Umformung: 

cos«[cosx— cos(/3+y)]+cos/3[cosy— cos(«+y)]+siny[sin3— sin(a+/3)]=0 

oder  abgekürzt  geschrieben: 

cos  a  X + cos  ß  F-f  cos  yZ  =  0. 

Schliessen  wir  den  Fall,  dass  cos«,  cosjS,  cosy  gleichzeitig  null  sind, 
aus,  so  ist  jene  Gleichung  erfüllt,  wenn  X  =  0,  Y  =  0  und  Z  =  O 
ist,  d.  h. : 

*  =  ß+Y\  y  — «+r>  *  =  «+/S. 

Wir  machen  hierbei  noch  auf  die  Allgemeinheit  der  trigono- 
metrischen Form  gegenüber  der  Planimetrie  aufmerksam,  indem  sie 
den  Satz  für  alle  drei  Aussenwinkel  gleichzeitig  darstellt. 

Es  erübrigt  noch  aus  den  Gleichungen  I)  die  Bedingung  für  die 
Seiten  eines  Dreiecks  darzustellen,  den  die  Planimetrie  in  der  Forin 
-c  =  ka,  wo  h  >  1  ist,  gibt. 

Addirt  man  2  der  Gleichungen  I),  so  erhält  man  leicht 

ß-Y 


b  -f-  c  «  a .  o  i  v    (Moll weide) 


ß+Y 


ß-Y 


cos  2 

wo  k  =  — rr„  stets  >1  ist. 
cos^p 


IL 


Nachdem  im  Vorhergehenden  der  trigonometrische  Ausdruck  für 
die  Bedingung  gewonnen,  welche  zwischen  Winkeln  einerseits  und 
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den  Seiten  andererseits  stattfinden  muss,  wenn  Uberhaupt  ein  Drei- 
eck möglich  sein  soll,  gehen  wir  dazu  Uber  die  Congrucnzsätze  in 
trigonometrisches  Gewand  zu  kleiden.  Hier  befindet  sich  nun  die 
Trigonometrie  der  Planimetrie  gegenüber  in  einem  offenbaren  Vor- 
teile, denn  fassen  wir  den  Congruenzbegriff  der  Planimetrie  in  dem 
Sinne,  dass  er  Uebereinstimmung  in  sämmtlichen  Seiten  und  Winkeln 
verlangt,  so  wäro  es  notwendig,  jedesmal  zum  Congruenznachweise, 
die  Gleichheit  von  6  Stücken  zu  con3tatircn.  Indem  nun  die  Plani- 
metrie die  Bedingungen  auf  3  herabmindert,  kommt  sie  zn  Sätzen, 
welche  sie  zu  beweisen  hat,  uud  ohuc  vorher  auzugebeu,  welche  3 
aus  obigen  6  Stücken  jedesmal  die  übrigen  mitbestimmen,  kommt  sie 
schrittweise  zu  4  Cougrucuzsätzen ,  deren  Beweise  sie  nicht  hinter- 
einander absolvircu  kann ,  ohne  Eigenschaften  besonderer  Dreiecke 
zu  benutzen.  In  allen  diesem  ist  die  Trigonometrie  günstiger  ge- 
stellt. Ein  Blick  auf  das  System  ihr  zu  Gebote  steheuder  Gleichun- 
gen zeigt,  dass  es  gelingen  muss,  wenn  3  der  6  Grössen  gegeben  sind, 
die  übrigen  (mit  Ausnahme  eines  sich  gleich  ergebenden  Falles)  zu 
berechnen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  gruppiren  sich  die  Aufgaben 
am  einen  einheitlichen,  sich  durch  alle  gleichmässig  hindurchziehen- 
den Gedanken;  es  handelt  sich  in  einem,  wie  in  allen  übrigen  Fällen 
um  einfaches  Elinünationsproblem. 

Schon  die  algebraische  Constitution  der  Gleichungen  I)  gestattet 
es,  Manches  aus  ihnen  herauszulesen,  indem  wir  die  fehlende  Grösse 
mit  dem  Coefficienten  Null  ergänzen,  schreiben  wir  sie  in  folgender 
Form: 


Die  Gleichungen  sind  bilincar  und  simultan,  insofern  darin  die  Winkel 
und  Seiten  als  Unbekannte  angesehen  werden  können. 

1)  Betrachtet  man  die  Seiten  als  gegeben,  so  lassen  sich  daraus 
die  Winkel  linear  berechnen. 

2)  Sind  die  Winkel  gegeben,  so  stellen  sie  ein  vollständiges  Sy- 
stem von  homogenen  Gleichuugcn  für  die  Seiten  dar,  und  es  lassen 
sich  nur  die  Verhältnisse  der  Seiten  berechnen.  D.  h.  sind  o,  b,  c 
Werte,  welche  jene  Gleichungen  erfüllen,  so  sind  pa,  p&,  pc,  wo  p 
ein  beliebiger  Factor  ist,  ebenfalls  solche ;  es  gibt  also  oo  viele  Drei- 
ecke, welcho  gleiche  Winkel  haben,  uud  daher  sind  die  3  Winkel 
keine  eindeutigen  Bcstiinmuugsstückc  eines  Dreiecks. 

3)  Sind  U  Sftiten  uud  ein  Winkel  gegeben,  so  sind  die  Gleichun- 
gen für  «*  'reu  Stücke  quadratisch,  wobei  2  Fälle  zu  unter- 


Ocosa+ccos/S+Äcosy  =  a 
ccosa-j-Ocosß-f-«cosy  =  b 
Acosa  +  rt  cos/S-j-Ocosy  =  c. 


IS 
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scheiden,  je  nachdem  der  Winkel  von  den  Seiten  eingeschlossen  oder 
einer  der  Seiton  gegenüber  liegt. 

4)  Sind  eine  Seite  und  2  Winkel  gegeben,  so  bat  man  nur  noch 
2  Stücke  zu  berechnen,  da  der  dritte  Winkel,  wie  schon  bewieseu. 
an  die  Relation 

a  +  ß+y  =  2R 

gebunden  ist. 

Um  auch  äussorlich  in  den  Gleichungen  Bekanntes  von  Unbe- 
kanntem zu  trennen,  so  sollen,  wenn  die  Seiten  unbekannt  sind,  sie 
mit  den  Buchstaben  w,  v,  u>;  wenn  cosa,  cos/3,  cosy  unbekannt  ist. 
so  sollen  sie  mit  a-,  y,  z  bezeichnet  werden. 

A.   Gegeben  2  Seiten  und  1  Winkel. 

1)  Der  Winkel  soi  von  den  Seiten  eingeschlossen; 
gegeben  6,  c,  a\  gesucht  «,  y,  z. 

Schreiben  wir  die  drei  Gleichungen  in  den  gewählten  Symbolen, 
so  lauten  sie: 

1)  cy-\-bz  =  u 

2)  ccosa-\-uz  =  b 

3)  *COS«+tty  =  c. 

Die  Gleichungen  sind  für  u,  y,  z  quadratisch;  eliminirt  man  «  aas 
2)  und  3),  so  wird 

{b  —  cC0Sa)y  —  z(c— bcosa)  =  0, 

dazu  1)  geschrieben: 

cy-\-bz  =  u 

gibt: 


0         —  (e  —  bcosa) 

6— ccosa  0 

u  b 

c  u 

y  — 

b  —  ccosa   —  (f  —  bcosa) 

;    « — ' 

A 

c  b 

oder 

w(c  —  Äcosa)  u(b  —  ccosa). 

y  i       8  mm   -j 

da  nun  aus  2)  und  3)  sich  ergibt: 

c  —  bcosa  b  —  CCOS« 

y  =  ;     ■  =   ; 

so  folgt 

Man  erhält  also,  wenn  wir  für  u  wieder  a  schreiben 

uigitizec  uy  ^jOOqi 
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b  —  COS  Ct    —  («?  —  bcOSa) 


=  b-  +  cl — 2bc  cos  et  (Cosiuus-Satz) 

a  =  x         — ccoso)  +  c(c  — icos«)  =  ±  V  ^; 

ferner  ergibt  sich  für  y  und  ■ 

_      C  —  b  COS  a 
COS/3  -     ±yj~  ' 

6  —  ccosa 

womit  die  Lösung  der  Aufgabe  gegeben  ist. 

Hierbei  sehen  wir  auch  die  Bedeutung  und  algebraische  Gleich- 
berechtigung des  doppelten  Vorzeichens  von  a  =  ±  yj.  Nimmt 
man  das  positive  Vorzeichen,  so  kann  cosp  nur  dann  negativ  werden 
(d.  h.  ß  >  /?),  wenn  £cosa>>c'  ist;  b  cos  et  ist  aber  die  Projection 
von  b  auf  r,  und  diese  kann  nur  dann  >  c  sein,  wenn  eben  ß  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Es  muss  demnach  in  beiden  Fällen,  ß  mag 
^>  oder  <  R  sein ,  die  positive  Wurzel  genommen  werden.  Man 
findet  also  für  positives  a  aus  obigen  3  Wurzeln  die  Innenwinkel  und 
für  oin  negatives  a  die  Aussenwinkcl,  tibereinstimmend  mit  Gleichun- 
gen II). 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  die  Lösung 

_     c  —  bcosa 

cos  ß  =  —  

a 

anf  den  Sinussatz  führt,  wenn  a  berechnet  ist;  man  quadrirt  und 
subtrahirt  beiderseits  von  1,  so  erhält  man: 

sinp  ==•  ^8incf. 

Die  Lösungen  4)  bilden  eine  zusammengehörige  Gruppe.  In  der 
Praxis  wendet  man  gewöhnlich  eine  Lösung  an,  welche  sich  durch 
die  Summe  und  Differenz  der  gegebenen  Seiten,  und  halber  Summe 
und  Differenz  der  Winkel  darbietet.  Man  kommt  dazu  durch  ein 
mehr  künstliches  Eliminationsverfahren.  Man  erhält  nämlich  durch 
Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  2)  und  3)  leicht 

et  et 
{b  -f- <;)  sin2  -+(<?—  b)  cos2  -  =  P, 

(c  +  tysm*"-(c-b)cm*"  =  l\ 

18» 
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mithin: 


P  P 


und  daher  mit  Hülfe  von  Gleichung  1) 


=  (c-i)2cosl^  +  (r-/,)*sin2l5+y. 
Ferner  erhfllt  man  aus  5) 

y      P,  y+z      Pt  +  Pu 

woraus  nach  einer  kleinen  Umformung ,  wenn  mau  statt  y  und  : 
cos/3  und  cosy  schreibt,  sich  ergibt: 

eine  Formel,  welche  unter  dem  Namen  des  Tangens-Satzes  bekannt 
ist.  Zu  dieser  Tangensformel  steht  also  in  ganz  bestimmtem  analyti- 
schen Connex  die  Formel  für  als  zweite  Gruppe  zusammen- 
gehöriger Lösungen  bekommen  wir  daher 


(J— y     A —  c  ß-fy 
tog-2~-q_ctang   2  • 

Allein  sie  entsprechen  nicht  direct  der  gestellten  Aufgabe.  Sie 
würden  z.  B.  auch  die  Aufgabe  lösen:  Ein  Breieck  zu  berech, 
neu  aus  der  Summe  zweier  Seiten,  der  3.  Seite  und  dem 
gegenüberliegenden  Winkel. 

2)  Der  Winkel  liege  einer  der  gegebenen  Seiten 
gegenüber. 

Gegeben  A,  c,  y;  gesucht  «,  /?,  «;  («,  y,  a). 

Unsere  Gleichungen  lauten: 

r^+Äcosy  =  m 
cx  -f  ti  cos  y  =  fi 

Man  erhält  für  u  leicht  die  quadratische  Gleichung: 

m-  —  2A  cos  y   u  —  (c8 — b*)  =  0. 
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Ihre  Discrimiuaute  ist 


daher 


—  £*siu2y 
u  =z  b  cos  y  x  y  z/. 


wobei  das  doppelte  Vorzeichen  in  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin,  zu 
discutiren  ist.   Für  y  erhalten  wir: 


oder 


y 


cos/3 


Ist  nuu  ß  und  y  bekannt,  so  erhält  man  dadurch  anch  er;  unabhängig 
bekommt  mau  aber  aus  obigen  3  Gleichungen 


x  =  cos  «  =  -  sin*y  +  c°s  y 


Leicht  ist  aus  der  Formel  für  y,  der  Sinussatz  und  die  soge- 
nannte separirte  Tangentenformel  herzuleiten. 

B.   Gegeben  1  Seite  und  die  Winkel. 

Da  hier  alle  3  Winkel  bekannt  sind,  so  genügen  2  der  Gleichun- 
gen, um  die  Seiten  zu  berechnen.   Sic  lauten: 

iecos/3-|-tf  cosy  =  a 

wcos«-("acosy  10  v 

v  cos  a  -f-  a  cos  ß  =  tr. 


Man  erhält  direet: 


v  = 


q(coBy-f-CQ8ttC08fl)  sin/3 


a 


1  —  cos2«  sin  « 

u.  s.  f.,  <L  h.  die  Lösung  wird  dureh  den  Sinussatz  gegeben. 
C.   Gegeben  die  Seiten,  gesucht  die  Winkel. 
Man  erhält  aus  den  3  Gleichungen  direet: 


cos«  = 


a  c  b 
b  0  a 
c  aO 


0  c  b 
b  aO 


~~  2abc 


und  analoge  Werte  l»v 


nd  cosy. 
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Schreibt  mau  den  Ausdruck  für  cosa,  welcher  in  Zähler  und 
Neuner  homogen  ist,  in  folgender  Form: 

.(b     c     a  a\ 

C0Sa  =  i{-e+i-i.-) 

so  erhält  man  noch  den  Winkel  durch  die  Hühen  ausgedrückt: 

,  (hm  ,  h"     h"  hm\ 

Obige  Formeln  für  die  Winkel  eignen  sich  für  eine  logarithmi- 
scho  Rechnung  nicht,  man  hat  daher  die  Functionen  der  halben  Winkel 
aus  den  Seiten  darzustellen  gesucht,  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese 
Lösung  einer  bestimmten  Gruppe  vou  Aufgaben  angehört,  aus  welcher 
sie  isolirt  herausgegriffen  ist. 

Zu  dorn  Zwecke  formen  wir  unsere  drei  Hauptgleichungen  auf 
die  sin,  cos  und  tang  der  halben  Winkel  um  und  setzen  daher  zu- 
nächst cos ß  =  2 cos2 ^  — 1  etc.,  wobei  ß\  /  statt  der  halben 
Winkrl  gesetzt  werden  soll.   Wir  erhalten  demnach: 

CC082|8'-f-&COS2/  =* 

III)  c  cos2 «' + a  cos2  /  =  * 

&cos2a'-|-acos2/J'  —  «, 

wenn  *  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks  ist.  Es  enthalten  diese  Glei- 
chungen ausser  den  Seiten  uud  Wiukeln  auch  der  Umfang  des  Drei- 
ecks und  stellen  somit  eine  Gruppe  vou  Aufgaben  dar,  bei  denen  der 
Umfang  gegeben  ist  Man  sieht,  dass  darunter  auch  die  cnthalteu 
ist,  die  halben  Winkel  zu  berechnen,  wenn  die  Seiten 
gegeben  sind.   För  diesen  Fall  erhält  man  aus  obigen  Gleichungen: 


eos2a' 

daher 


«  c  b 


2alc  bc 


et 

cos  g 


1  a). 
V  bc 


Unter  andern  steckt  in  obigen  Gleichungen  auch  noch  die  Lösung 
der  häufiger  vorkommenden  Aufgabe:  die  'drei  Seiten  zu  be- 
rechnen, wenn  die  Winkel  und  der  Umfang  gegeben  ist. 
Man  erhält  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  nach  den  Seiten  ord- 
net, die  bekannte  Formel: 
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ß  v 

cos  2  *  eos  '2 


8  .  8111 


u.  s.  f.  Formt  man  ferner  die  drei  Hauptgleichungcn  nach  den  siu 
der  halben  Winkel  uro,  so  erhält  man: 


IV) 


^sin^'-J-^siu*/  =  s — a 
6'sin2a'-f-</8in*/  =  *  —  b 
AsinV-|-  asin2jS'  =  •  —  c, 


Gleichungen,  in  denen  auch  die  Aufgabe  enthalten  ist,  aus  den  Seiten 
die  sin  der  halben  Winkel  zu  berechnen. 


Man  erhält: 


sin2«'  — 


s  —  a    c  h 
s  —  b    0  « 
1  * — c    a  0 


2abc 


und  daraus  schliesslich 


sin 


bc 


Um  ein  ähnliches  System  für  die  Taugenton  der  halben  Winkel 
zu  bekommen,  dividirt  man  je  eine  Gleichung  aus  IV)  durch  eine  aus 
III)  und  erhält: 

a  =s  s  (1  —  tang  ß'  tang  y') 
V)  b  =         tang  a'  tang/) 

ü  =  8(1  —  tang«'  tang  ß'). 

Die  Gleichungen  zeigen  zunächst  die  Lösung  der  Aufgabe:  die  Sei- 
ten aus  dem  Umfange  und  den  Winkeln  zu  berechnen. 
Um  die  Aufgabe,  aus  den  Seiten  die  Winkel  zu  berochueu, 
zu  lösen,  isolirt  man  die  Functionen  auf  jeder  Seite  und  man  erhält 
leicht 


***-v*  8(8-0) 


(s—a) 

u.  s.  f.  Addirt  man  die  Gleichungen  V),  so  gelangt  man  noch  zu  der 
bekannten  Bedingung: 


a       8  .        «       y  .        ß  y 
1  -  taug  2  tang  ^  +  tang  ^  taug  %J+ tang  2  tang  2- 
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Im  Vorstehenden  sind  dio  Hauptaufgaben,  so  weit  sie  Seiten  nud 
Winkel  betreffen,  erledigt,  es  würden  sich  daran  Aufgaben  knüpfen, 
wobei  hervorragende  Linien  des  Dreiecks,  Höhen,  Transversalen,  Ra- 
dien u.  a.  vorkommen,  die  dann  gleichfalls  als  Eliminatiosaufgaben 
betrachtet  werden.  Als  hübsche  Anwendung  der  Determinanten  in 
der  metrischen  Geometrie,  wollen  wir  aus  der  Frage  nach  dem  In- 
halt des  Dreiecks  zunächst  einige  Gleichungen  ableiten,  welche  für 
den  Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  von  Wichtigkeit  sind. 

Bezeichnet  man  dio  Lote  von  irgend  einem  Punkte  im  Dreieck 
auf  die  Seiten  o,  b,  c  mit      x8,  ar5,  so  ist,  wenn  A  der  Inhalt: 

7)        +  bxt-\-cx%  =  24. 

Lässt  man  den  Punkt  in  eine  der  Ecken  fallen,  so  werden  von  den 
Loten  je  zwei  =  0,  und  aus  dem  3.  wird  die  Höhe.  Setzt  man  z.  B. 
x\  ^  hii  80  igt  x*  ==■  0,  a*3  =  0  und  es  bleibt  aht-\-bO-{-c .0  =  2d. 
Fällt  man  von  einem  Punkte  ausserhalb  des  Dreiecks  jene  Lote,  "so 
wird  iu  obiger  Gleichung  je  ein  Glied  negativ.  Wir  erhalten  so  noeb 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

ax1-\- bx^-\- cxz  =  24 
<iä,  +  &.0+c.0  =  2/* 
a.Q+bh„+c.0  =  24 
a.0+b.0  +  chm=24. 

Eliminirt  man  hieraus  a,  b,  und  24,  so  erhält  man : 

1 


h 
0 

0 


0 

h 


II 


0 
0 


oder 


0  h, 


H)    h  +  h  TF 


1 
1 
1 


0 


Xo 


eine  Gleichung,  worauf  wir  noch  einmal  zurückkommen  werden. 

Lässt  man  den  Punkt  x  in  die  Mittelpunkte  der  Berührungskreise 
fallen,  so  erhält  man  aus  7)  folgendes  System  von  Gleichungen: 


VI) 


woraus  folgt: 


Ww+ *><>,„- cqm- 24  =  0, 
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i 


9  Q 

9h  —Qt, 


9m 


9  1 

Q,  1 

9„  1 


1  1  1 

-1  1  1 

1  1  1 

1  1  -1 


d.  i.  die  bekannte  Bedingung: 

1 


1 

l 

1_ 

9h 
1 

9m 


=  0 


*i      9»  T  9m  9 
Setzt  man  nun  in  8)  *,  =  *2  -     «  e,  so  wird 

üm  die  Höhen  einzeln  durch  die  Radien  darzustellen,  berechnet 
man  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  von  VI)  die  Seiten  a  b  c 
Man  erhält  leicht  '   '  ' 


ebenso 


1 

9, 

*'  \ 

2J 

1 

—9,, 

9tl 

1 

9m 

-9,„ 

—1 

1 

1 

9s9u9m 

1  - 

-1 

1 

1 

1 

— 1 

Setzt  man  diese  Werte  in  7),  so  wird : 

x^^tt+9l9m)+^{9i9tl+9tl9m)+H(9t9m+9u9m)  =  2p/P^w. 
Setzt  man  darin  *2  =  0,  *a  =  0  d.  i.  *,  =  hu  so  erhält  man  direct 

9ti9m  . 


ebenso  für     =  0,  xz 


QDd  mr  *,  -  0,  *,  -  0: 


0: 


*(<>,+ ej' 
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d.  h.  die  Höhen  sind  harmonische  Mittel  der  Radien  nud  somit  ist 
die  Aufgabe  des  Dreiecks  für  die  Höhen  gelöst,  wenn  sie  für  Be- 
rührungsradien gelöst  ist  und  umgekehrt. 

Wir  wollen  jetzt  das  Problem  allgemeiner  lassen,  und  Gleichun- 
gen aufstellen,  welche  für  Höhen  und  Transversalen  gleich  massig 
gelten.  Zu  dem  Zwecke  führen  wir  alsVariabele  das  Verhältoiss  ein, 
in  welchem  je  eine  beliebige  Ecktrausversale  die  gegenüberliegende 
Seite  schneidet.  Die  Transversalen  von  den  Ecken  A,  B,  C  seien 
in  £«m  das  Teilverhältniss  auf  der  Seite  a  sei  «:m;  dass  der 
beiden  andern  ni :  mt  und  »M :  m4l.  Man  erhült  dann  mit  Hülfe  des 
Pythagoreischen  Lehrsatzes  folgendes  System  von  Gleichuugen: 

VII) 

n*  (l>*  -*,*)  +  m*  (c*  +  m  «  [(*«  - {,*  ) — fc* )—  a2]  -  U 

*„V  -  ^ + -  V) + ■vaJK*  -  M+  (*2  -  M-  **]  =  a 

Die  Gleichungen  sind  homogen  für  die  /*  und  9»;  wie  sie  für  jede 
Transversale  gelten,  müsseu  sich  auch  die  Höhen  aus  ihnen  berechne« 
lassen.  Setzt  man  £,  =  /<,,  |„  =  hlt  uud  —  so  ist  für  ht  daa 
Teilverhältniss 


m2  "~  b*-h* 


oder 


—  r  *2-v 


und  ähnlich  für 


und  -SL 


m 


14 


Setzt  man  diese  Werte  in  VII)  ein,  so  erhält  man  nach  einer  kleiuen 
Umformung  folgendes  System  von  Gleichuugen: 


VIII) 


4a*h*  =  2a*(Ä2-f  c2)  —  «*  —  (/>'  —  c2)2 
4Ä»V  -  2A2(«2+ c2)  -  —  («2  —  c2)2 
4*2/,„,2  -  2e2(a2-|-  i2)  —  c4  —  (a2  — 7>2)2. 


Sind  nun  die  Seiten  gogebcu,  uud  will  man  die  Höhen  berechnen,  so 
erhält  man  direct: 


oder 


4a2/4/2  =  a*[(l,  +  c)*—a*]+a*(b  —  c)2  —  (i2  — c2)2 


und  ähnlich  für  htt  uud  /<„,. 


Die  Gleichuugen  VIII)  gestatten  aber  auch  sofort  die  Seiten  aus 
-  Höhen  zu  berechnen.   Dividirt  man  nämlich  die  erste  Gleich^ 
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durch  a*  und  erinnert  sich,  dass  die  Seiten  sich  umgekehrt  vorhalten 
wie  die  Huben,  so  wird 

woraus  man  nach  einer  bekannten  Umformung  erhält: 

L     K*  A,+M  »)'- KV)  W3 

«*  4h*htlAhm* 
Setzt  man  h*h„Ahm4  dividirt  durch  obigen  Zähler  =  77*,  so  erhält  mau 


a2  =  -  -  77*- 


nnd  ebenso 


6» 


2Ji  1 


woraus  noch  folgt,  dass  der  Inhalt 

z/  =  IL 

Um  aus  System  VII)  dio  winkelhalbirenden  Transversalen  zu  berech- 
nen, setzt  mau 

n      c  (    tij       a  (  n 

und  erhält 


h 
a 


m*  =  — 


b2ac 


ac  — 


c*ab 


Es  erübrigt  noch  die  Seiten  durch  die  Schwcrpunktstransversalen 
anszudrücken.  Ein  Vorzug  der  Gleichungen  VII)  besteht  noch  darin, 
dass  bei  gegebenen  Teilverhältnissen  dio  Quadrate  der  Seiten  sich 
linear  aus  ihnen  berechnen  lassen.  Ordnet  man  sie  nach  den  Seiten» 
so  erhält  man: 

°v+w<»/)-Äy"/        <»#,+«vo = 

Man  erhält  daraus  für  die  Seite  a 


(n  -f-m  )2    n*  +m  w     ma+n  nt 

fc/ (»#  +  "*<)*  —  msHi  **+*im4 


a2  « 


*u  +  »V»«  "V»*       —  m*r*H 
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Setzt  man  die  Teilverhältnisse  einander  gleich  *),  sn  erhält  mau 

Für  die  Schwerpunktstransversalen  tttjtm  wird  daraus 

etc.  Berechnet  man  noch  wie  in  9)  die  Quadrate  aller  drei  Seiten, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  VIII),  wo  links  (4^)2  steht: 

Für  den  Fall  m  =  «  erhält  man  daraus  die  bekannte  Formel : 

worin  7'=  gesetzt  wurde. 

*)  Dieser  specicllc  Fall,  bei  welchem  alle  Teilvcrh&ltnisse  gleich  -  ge- 
setzt sind,  findet  sich  als  vereinzelte  Aufgabe  in:  Programm  des  niederotter* 
rcichischcn  Obergymnasiums  ssn  Horn  von  Prof.  H.  Trefkorn. 
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XTT. 


Ueber  die  Bedingung,  welcher  eine  Flächenschar 
genügen  muss,  um  einem  dreifach  orthogonalen 
Flächensystem  anzugehören. 


Die  oben  bezeichnete,  von  Cayley  gelöste  Aufgabe,  deren  Unter- 
suchung von  Darboux,  und  deren  Ergebniss  von  Weingarten  (Crelle 
J.  LXXXIII.  1.)  vereinfacht  worden  ist,  finde  ich  gleichwol  Anlass 
noch  einmal  aufzunehmen.  In  der  letzten  Arbeit  wird  nämlich  noch 
getrennt  die  Entdeckung  einer  Relation,  welcho  Folge  der  Orthogo- 
nalität  sein  würde,  von  dem  Beweise,  dass  diese  Relation  dann  auch 
ausreichende  Bedingung  für  dieselbe  ist.  Man  kann  aber  durch  eine 
Betrachtung,  die  sich  an  die  Aufgabe  anschliesst,  die  gleich  anfanglich 
als  ausreichend  zu  ersehende  Bedingung  entwickeln,  in  einer  neuen 
und  wie  mir  scheint  noch  einfacheren  Form. 


Es  sei  eine  mit  dem  Parameter  w  variirende  Fläche  gegeben. 
Eine  Curve  schneide  die  ganze  Flächenschar  rechtwinklig  und  variire 
mit  2  Parametern  u,  v  so,  dass  sie  denselben  Raum  erzeugt,  den  die 
Flächenschar  einnimmt.  Dann  ist  jeder  Punkt  dieses  Raumes  ein- 
deutig durch  m,  v,  w  bestimmt,  uud  gleichzeitig  ein  System  von  3 
Flächeuscharen  u  =»  const,  v  =  const,  w  =  ooust.  Nur  die  letzte 
ist  gegeben,  doch  sind  durch  sie  auch  die  2  andern  bestimmt,  wenn 
eine  einzige  Fläche  w  =  const.  in  Parametern  a,  v  dargestellt  ist. 
Da  das  System  der  «,  v  auf  dieser  individuellen  Fläche  noch  beliebig 


Von 


R.  Hoppe. 


l. 
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gewählt  werden  kann,  so  setzen  wir  fest,  dass  daselbst  alle  Conen 
u  =  coust.  und  v  —  const.  Krümmungslinien  sind.  Dann  ist  es  not- 
wendige und  ausreichende  Bedingung  der  Orthogonalität  des  so  be- 
stimmten Flächensystems,  dass  «,  v  auf  allen  Flächen  ?r  =  cons? 
Parameter  der  Krümmuugslinien  werden,  und  zwar  folgt  dies  succes- 
sive  durch  die  ganze  Schar,  wenn  es  nur  für  die  consecutive  Fläche 
festgesetzt  wird. 

Die  Bedingung  der  anfänglich  construirten  rechtwinkligen  Traos- 
versalcurven  (t*  =  const,  t>  =  const)  ist 

£=^;         £-*  <1! 

wo  />,  <7,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale  der  gegebenen  Flache, 
der  Wert  von  

für  den  rechtwinklichen  Durchschnitt  gleichgültig,  dagegen  wesentlich 
für  die  gegebene  Flächenschar  ist 

Die  Bedingung  der,  nur  auf  eine  Fläche  anzuwendenden  Verfü- 
gung über  die  »,  v  ist,  dass 

dx  dx     dy  dy     dz  dz  * 
f  "  du  dv^Bu  dv^du  dv  -  °  [  > 

d*x   ,      d*y  d*z 
sei.   Dasselbe  wird  noch  für  die  consecutive  Fläche  gelten,  wenn 

ist.   Nun  hat  man  nach  Differentiation  von  (3): 

_  <t*  ^2\^y  ^.Nq    dz  d'Nr 
Bw      du  dv    'du  dv    'du  dv 

.  dx  d.Np     dy  B.Nq     Bz  B.Nr 
~*~ dv  Bn  ~t~Bi  ~Bn"^Bv  Bi't 

oder,  wegen  j>dx-\-qdy-\-rdz  =  0: 

— 2n     ■■)  °der: 
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Bf 

Da  nun  F=0  ist,  so  verschwindet  bedingungslos  die  Grösse  x- t 
und  die  erste  Bedingung  (5)  fallt  weg. 

Zur  Differentiation  von  F  ist  folgende  Entwickelung  nötig.  Dif- 
ferentiirt  man  die  Gleichungen 

Bx  Bx 


au 

nach  <r,  so  kommt: 


Bp  Bx         ,    d.Aft  , 

+  ■■•+ p~fa"r" 

dp  Bx  |      ,     d.Afo  . 


0 
0 


J-p  +  .„  =  0 


und  zwar  hat  man: 

&A>>  BN  B.Np  BN 

t>~Bu~+-==  Bu;     p  Bv  +~  —  0» 
daher  nach  Auflösung  des  Gleichungssystems: 

Bti  9»* 


3?; 
cw 


BN  By  Bz 
Bv    Bv  Bv 

0       Q  r 


das  ist: 


9Bp     (BN,    BN  \Bx.(BN, 
und  man  hat,  weil  /  =»  0,  die  3  analogen  Gleichungen : 

dp  ibnBx__ibnBx^ 


1w 


e  Bu  Bu     g  Bv  Bvy 


(7) 


wo  t*  =  eg  ist,  und  c,  f,  g  die  Fundamcntalgrössen  1.  Ordnung*) 
für  die  Fläche  w  =  const  bezeichnen,  von  der  wir  ausgehen. 

Ferner  ist  nach  Eigenschaft  der  Krümraungslinien 
gTt^^Si'    Bn-HBxS   ö«  ~~  Bu 


*)  Hoppe,  FUchcntheorio  §.  I.    Arol».  L1X.  p.  227. 
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daher 


Differeutiirt  man  nun  den  Ausdruck  für  F,  so  erhält  man  nacl 
den  Formeln  (1)  (7): 

d*  ~~  5m  8u8<>  +    +  p'Budv  + 

2c  a«  [S  W  +  "'J      85  LS«  W  +  j 

 1  8ccA'_  1  dg  BN  .  8*N 

2e  Sv  cu     2g  du  dv  '  dttdv 

Demnach  ist  die  einzige  Bedingung: 

.  c*N      8  log e  dlogg  dN 

2 duJv  "  du  +   8»    8r  (<1 

Aus  ihr  folgt,  wenn  sie  für  die  erste  Fläche  gilt,  dass  u,  v  auch  auf 
der  consecutiven  Fläche  Parameter  der  Krümmungslinien  sind.  Las- 
sen wir  sie  für  alle  Flächen  gelten,  so  sind  u,  v  Parameter  der 
Krümmungslinien,  mithin  orthogonal  auf  allen,  und  das  Flächensysten 
ist  dreifach  orthogoual. 

Um  jede  Undeutlichkcit  zu  entfernen,  welche  in  besondern  Fal- 
len aus  der  Bestimmung  der  Paramcterlinien  (?♦),  (»?)  als  Krümmungs- 
linien entspringen  könnte,  haben  wir  unter  die  Krüinmungsünieii- 
systeme  alle  diejenigen  Curvcnsysteme  zu  begreifen,  welche  den  Be- 
dingungen 

/=0;    F  — 0  (9) 

genügen,  auch  wenn  durch  diese  Gleichungen  kein  System  bestimmt 
ist.   Letzteres  ist  der  Fall  auf  Ebenen  und  Kugelflächen. 

Auf  Ebenen  sind  j>,     r  constant,  daher  ist  stets 

8  /  dx      dy  Bz\ 

auf  Kugelflächen  muss  ebenfalls  für/=0  auch  F=0  sein,  weil 
hier  alle  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Tangentialrichtungen  conju- 
girt  sind. 

Da  nun  nach  (6)  aus  F<=*0  auf  einer  Fläche  immer  f=0  auf 
der  consecutiven,  mithin  wieder  F=0  folgt,  so  sind  beide  Bedin- 
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gungen  auf  der  ganzen  ebenen  oder  sphärischen  Flächenschar  erfüllt, 
wenn  auf  einer  solchen  Fläche  f  =  0  ist  Demnach  fällt  hier  die 
Bedingung  (8)  weg,  und  man  hat  den  Satz: 

JedoSchar  vonEbenen  oder  Kugelflächen  lässt  sich 
durch  2  Flächenscharen  zu  einem  dreifach  orthogona- 
len System  ergänzen. 

Da  Gl.  (8)  aus  den  Gl.  (9)  hervorgeht,  so  folgt,  dass  sie  auch 
auf  jeder  Ebenen-  und  Kugelschar  erfüllt  ist.  Daher  ist  ohne  Aus- 
nahme Gl.  (8)  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  Flächenschar  einem  dreifach  orthogonalen  Flächensystem  an- 
gehört. 

Dennoch  findet  folgender  wesentliche  Unterschied  statt.  Ist  eine 
Flächenschar  gegeben,  die  aus  lauter  Ebenen  oder  Kugelflächen  be- 
steht, so  ist  das  dreifach  orthogonale  System  durch  sie  nicht  bestimmt, 
es  giebt  deren  unbegrenzt  viele,  jede  andre  Flächenschar  lässt  nur 
ein  einziges  zu. 

Um  den  Umfang  der  Variabilität  des  Systems,  welche  bei  gege- 
bener Kugelschar  möglich  bleibt,  zu  Übersehen,  wollen  wir  an  einer 
solchen  die  anfänglich  augedeutete  Construction  in  Ausführung  bringen. 


2. 

Die  Gleichungen  einer  Kugel  seien: 

ac  =  jr0  +  Aj>-,    y  =  y0+hq-,    z  =  z^^hr  (10) 

wo  (xoy0zo)  Mittelpunkt,  h  Radius,  beide  Functionen  von  tc;  p,  q,  r, 
RiehtungBCOsinus  des  Radius  und  der  Normale,  Functionen  von  «,  «?. 
Die  Gleichungen  der  consecutiven  Kugel  seien: 

xi  =  *<> + fob + (h  +  3%i  5  etc- 

Soll  nun  der  Punkt  (aift**)  auf  der  Normale  der  Kugel  (10)  liegen, 
so  muss  sein 

*i  —  *o  +  (h  +  D)Pi   etc-  (n) 
wo  D  unendlich  klein,  aber  Function  von  u,  tr,  w  ist,  also 

(h+D)P  =  dx0  +  (h+dh)Pl]   etc.  (12) 

Nimmt  man  die  Quadratsumrac,  lässt  die  Tcrme  2.  Ordnung  weg  und 
dividirt  durch  2h,  so  kommt: 

D  =  dh  -\-p1  Bx0 +g,  öy0  +ri  3-?6  =  HBüq 

wo  ds0  BogeueleiiKiit  der  Mittelpunktsbahn,  //  Cosinus  des  Winkels 
zwischen  ihm  und  ~~"**n  Radius.   Dies  in  (12)  eingeführt  giebt: 

T»il  LI  III. 
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(h  +  dh  +  Hd^  ^Bx^  +  ih+dh^   etc.  03) 
und  «ach  Division  durch  A-fdA: 

=  x+**'  etc  (14) 


Multiplicirt  man  mit        so  gicbt  die  Summe  der  3  Analogen: 


\  F  %<>  +  *  %» .  ?S + Ä  oder 
ds0  h- 


und  nach  Division  durch  den  Coefficienten  von  H  erhalt  man: 

?*0  \  h  )  h 

Demzufolge  geben  die  Gl.  (14): 

pi  _  (1+fM«k+!?«»)?_^  etc.  (16) 

und  die  Gl.  (10)  gehen  über  in 

*i  =  *o+(/i  +         3^0+5^0  +  r&o)j>t   etc.  (17) 

Es  ist  nun  vorauszusetzen,  dass  auf  einer  Fläche,  nämlich  der 
Fläche  (10),  die  Linien  v  =  const.  und  t»  =  const  sich  unter  rechtes 
Winkel  schneiden,  dass  also 

dxdx     dydy     dz  dz  = 
9m  dr>     Ott  9t>     St*  Öt.» 

ist,  was  sich  reducirt  auf 

§P  i  ??  92  i  ?ü  ?ü  Ä  Q  fl» 
8i*  9i>    5n  8v  '  3t*  dv 

und  dann  die  Forderung  zu  erfüllen,  dass  auch  auf  der  consecutiven 
Fläche  für  dieselben  Parameterwerte  ein  rechtwinkliger  Durchschnitt 
erfolgt.   Es  müssen  also  die  Ausdrücke  (11)  der  Bedingung  genügeu. 

dxi  är,     dyj  dyx     cb,  8f, 

Die  Linke  ist,  was  immer  D  bedeute,  schon  sofern  es  sammt  sein« 
Derivirten  unendlich  klein  ist, 
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=  h^P  pdp-{-qdq-)~rdr  .     dD pdp-\-qdq~\-rdr 
du  dv  '    00  Bu 

das  ist  =  0,  wofern  Gl.  (18)  besteht,  folglich  sind  die  Parameter  u,  v 
auf  allen  Flächen  orthogonal,  wenn  sie  auf  einer  einzigen  so  bestimmt 
sind,  wie  bereits  bekannt. 

Zur  Bestimmung  der  2  schneidenden  Flächenscharen  dienen  die 
Gl.  (16),  deren  dritte  eine  Folge  der  2  ersten  ist  Nach  ihnen  hat 
man: 

Bp  =   ydgQ+qdyo+rfofr _  d*o  ) 

Bw      "  hdw  hdw  f 

}  (19) 
Bq  =    7?9go  +  q0yo+r8go_  dy0  l 

die       ^  ä8?4'  /töte  / 

Um  die  3  Variabein  /),  q,  r  rational  auf  2  unabhängige  zurück- 
zuführen, braucht  man  nur  den  Punkt  (pqr)  von  der  Kugeln1  äche 
J»8+flf +r*  =  1  stereographisch  mittelst  der  Substitution 

wo  zur  Abkürzung 

i+il+V 

*  —  2 

gesetzt  ist,  auf  die  Ebene  zu  Ubertragen.  Hier  bezeichnen  |,  rj  die 
cartesischen  Coordinaten  der  Abbildung.  Um  letztere  dann  durch 
neue  Abbildung  in  ein  beliebiges  orthogonales  Curvcnsystem  übergehen 
zu  lassen,  substituircn  wir  ferner 

dann  wird 

r  l±ea 

i  —  2 

daher 

fl+V  1   fX  —  V  1—flV 

«"il+iS?      r     FRS  (20) 

In  gleicher  Form  stellen  wir  auch  die  Richtungscosinus  der  Tangente 
der  Mittelpunktsbahn  dar,  nämlich 
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Führt  man  diese  Werte  in  die  Gl.  (19)  ein,  so  findet  man: 

Bv  1+vct 

Hier  sind  nicht  nur  die  Gesuchten  p,  v  geschieden,  so  dass  jede 
Gleichung  einzeln  zu  lösen  ist,  sondern  beide  haben  auch  diejenige 
Form,  deren  allgemeine  Integration  aus  irgend  einer  Speciallösuug 
gefunden  werden  kann.  Eine  solche  lässt  sich  aber  gewinnen,  wofern 
man  die  Aufgabe  dahin  abändert,  dass  nicht  die  Kugelschar  gegeben, 
sondern  das  allgemeinste  dreifach  orthogonale  Flächensystem  gesucht 
sein  soll,  dessen  eine  Flächenschar  aus  Kugeln  besteht.  Dann  kann 
man,  wenn  x,  k  zwei  willkürliche,  aber  conjugirte,  complexe  Func- 
tionen von  w  bezeichnen,  die  Werte 

fl  =  x,    v  =  k 

als  Speciallösuugeu  von  (22)  auuehmen  uud  aus  denselben  Gl.  (22) 
die  entsprechenden,  gleichfalls  conjugirten  Werte  von  «  und  ß  ent- 
wickeln. 

Gleichviel  ob  «,  ß  aus  gegebener  Mittolpunktsbahn  hervorgehen, 
und  x,  k  durch  (22)  gefunden  sind,  oder  x,  k  als  willkürlich  betrach- 
tet werden,  und  er,  ß  sich  aus  ihnen  ergeben,  so  wird  man  immer 
die  allgemeinen  Integrale  von  (22)  in  der  Form  darstellen  können: 

J      h  J  h 

welche  in  die  Gl.  (22)  eingeführt  ergeben: 


i  Pl-aß+2%ßd80 
Sei  nun 


(24) 


f*&t  =  H+A,  fh^=h  +  ü  (25) 

und  zwar  x3,  A3  Functionen  von  10  allein,  dagegen  die  Integrations- 
constanten      B  Functionen  von  «,  v.    Dann  ist  die  Anordnung 
treffen,  dass  auf  einer  besondern  Fläche  w  =  («?)  die  Parameter  *,* 
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orthogonal  worden.  Die  Bedingung  hierfür  (18)  geht  bei  der  Substi- 
tutiou  (20)  über  in 

dv     dv  dp 

da  dv     du  de 

und  wird  allgemein  erfüllt  durch 

p  =  <3P(«-f"«')-,    v  =  ty{u — iv)  (26) 

für  beliebig  complexe  <p,  1//,  oder,  damit  ft  und  v  conjugirt  bleiben, 
durch 

fx  =  (p(n-\-it\  i);     V  mm  q>(n  —  *V,  —  t) 

für  reelle  q>.  Die  Substitution  (26)  ist  nämlich  gleichbedeutend  mit 
einer  Abbildung  der  Parameterlinien  auf  der  Ebene  in  ein  recht- 
winklig geradliniges  System.  Sofern  sich  jedes  orthogonale  Curven- 
system  nach  Aehulichkeit  der  Flächenelemente  so  abbilden  lässt,  ist 
die  Lösung  allgemein.   Auf  der  Fläche  w  =  (w)  hat  man  also: 

<p(u  +  >„,  ,)  =  j-q-^  ;      <p(n  -  ,r,  -  0  = 

Hiernach  sind  aber  X,  Z*  selbst  coujugirt  und  von  der  Form 
qp(t»dt*0f  +*)•   Wir  können  daher  einfacher  schreiben: 

A  =  <p(tt-j-w,  i)  ;        =       —  *V,  — i) 

dann  werden  die  Gl.  (23): 


p  —  x  + 


i 


(27) 


Das  allgemeinste  dreifach  orthogonale  Flächensystem  mit  einer 
Kugelschar  ist  also: 

*+*-J  l+mß+l+p,'     *    V-J  l  +  o/J  +  l  +  ^v 

wo  p,  v  durch  (27),  x.„  A3  durch  (25),  x„  A1?  xs,  A2  durch  (24) 
«,  0  durch 

7*5-  —  (x  —  ß  rrj;  Är  =  (A  —  P)  T~i — ä 

w0                l-r<*P  ™o                1  +  «P 

bestimmt  'Vrcnd  x,  A  als  conjugirtc  complexe,  /<,  *0  als  reelle, 

Func*1"  *io  die  reelle  Function  9?,  willkürlich  bleiben. 


■ 
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XIII. 

Ueber  einige  Sätze  aus  dem  Gebiete  der 

Dreieckslehre. 

Von 

Herrn  Norbert  von  Lorenz, 

stud.  phil.  in  Wien. 


1. 

Bekanntlich  bcetehen  für  die  Abstände  pu  p3  des  Mittelpunkte* 
des  einem  gegebenen  Dreiecke  von  den  Seiten  x,  y,  a  umschriebenen 
Kreises  dio  Formeln: 

ft  -  Qf         9   Pi  =  8/       9    P3  ~  8? 

respective  für  die  Summe  dieser  Mittellote  die  Gleichung: 

Da  der  Zähler  des  rechterhand  stehenden  Bruches  augenscheinlich  mit 

identisch  ist,  und  das  den  ersten  Bestandteil  dieser  Summe  bildende 
Product  gemäss  der  allbekannten  Relation 
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16  f* 

durch  den  Quotienteil  x_^y^_z  ersetzt  werden  kann,  so  gestattet  (1) 
auch  die  Darstellungsweise: 

d.  h.  in  jedem  ebenen  Dreiecke  ist  die  Summe  der  3  Lote  p1%  pt, 
p3  gleich  der  Summe  der  Radien  der  diesem  Dreiecke  ein-  und  um- 
schriebenen Kreise. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  ersteren  mit  *,  jenen  des 
letzteren  mit  r,  so  wird  also: 

Pi+P*+Ps  —  *+r  (2) 

Seien  ferner  </„  q3  die  von  den  Ecken  bis  zum  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  gerechneten  Stücke  seiner 
Winkelbalbiruugslinien,  so  bestehn  für  sie  die  Formeln: 


1  A*(— a+y  +  *)  \/xz(x—y-)rz) 

\/xy{x+y— g) 
*8  ~  |/    *  +  y  +  *  " 

Bildet  man  das  Product  dieser  drei  Grössen,  so  ergibt  sich: 


xyz       \/(x  +  y  —  z)  (x—  y+z)  (—  x  +  y-\-z) 
qi'^  ~  x  +  y+z'V  *+V+* 
respective 

d.  h.  das  Product  aus  deu  drei  Strecken  7„  ^3  ist  gleich  dem  Pro- 
dnete  aus  dem  vierfachen  Radius  des  dem  Dreiecke  umschriebenen 
Kreises  in  das  Quadrat  des  demselben  eingeschriebenen  Kreises. 
Ausserdem  bestehen,  unter  «,  ß,  y  die  den  Seiten  des  Dreiecks  gegen- 
überliegenden Winkol  verstanden,  die  Relationen 

cos «  =  — ,  cos  ß  —  " ,  cosy  =  ~ 

.    tt         8  ß         8  y  8 

«ms  =  - ->  sin^  ->  — »    Bin f,  =  - 
2      qt        2     q2        2  g, 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Winkel  die  Gleichungen: 
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-  (£)' 


(5) 


(6) 


resultiren;  d.  h.  es  bestehe  zwischen  den  8  Grössen  pu  p^,  pz\  qu 
4fc  <h\  ri  *  neben  den  Beziehungen  (2)  und  (3)  noch  drei  weitere 
Gleichungen,  so  dass  sich  mit  ihrer  Hilfe  jede  dieser  Grössen  durch 
drei  andere  demselben  Grössensysteme  angohörige  Elemente  aus- 
drücken lä88t 

Im  folgenden  sei  es  uns  gestattet  die  interessantesten  dieser  Re- 
lationen, welche  durch  die  Symbole 

■ 

1)    r  q»  (Zs),        2)    ff  =  f(qu  92,  r/3) 

3)    r  «=  f(pv      p3),       4)    s  =/(pii  Pt,  P*) 
5)    (Pi,  P»  Ps)  =/fen  3a»  9b)s      6)    fa,       «fe)  =/(Pu  P*>  Pz). 

charakterisirt  sind,  in  Xürze  zu  betrachten.  Sic  sind  allerdings  teil- 
weise bekannt,  (2)  und  (3)  aber  noch  nicht  in  einheitlicher  Weise  her- 
geleitet worden. 

Nach  Gl.  (3)  ist 

aus  Gl.  (4)  folgt 

4r**  -  22l8(r-ji1) 

woraus 

ggffa  /7) 

resultirt,  und  analog  p2  und  j>8  unter  Hinzuziehung  von  (5)  und  (6) 
sich  ergeben. 

Nun  handelt  es  sich  darum  px  noch  auf  eine  zweite  Art  in  Func- 
tion von  «fr,  </8  und  r  darzustellen,  wodurch  sich  dann  die  erste 
Forderung  r  =  f(qv  q»  qs)  durch  Comparation  der  beiden  Darstel- 
lungsweiscn  sofort  erledigt  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  die  Summe 
der  Gl  (4),  (5)  und  (6)  und  erhalten  so: 

3-;<ft+*+^-w(£+£+£i) 

oder  wenn  wir,  unter  Einführung  der  Abkürzung  e  «= 
die  Summe  der  Mittellote  aus  (2)  ersetzen: 

woraus 
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8 

r~  2(1-  bH) 

folgt.  Nun  ist  aus  Gl.  (4) 

/>t<?i2 

r  mm 


somit 

«  — 


2(1  ^ 
und  daraus 

*W  -  2*.*) 
2^(1  -  sH) 


Vollzieht  man  nun  noch  iu  dieser  Formel  für  />,  die  aus  (3)  stam- 
mende Substitution   

,  =  j  j/üiä, 

so  ergibt  sich 


womit  die  zweite  Darstellungsweise  von  —  /(«h,  (j2>  3»  *0  gewon- 
nen ist,  welche  in  Verbindung  mit  der  eben  vorausgegangenen  liefert : 


22l       \r  2qJ{4r-qiqiq^)Vr 

oder  nach  Kürzung  durch  die  rechte  Seite 

welche  Gleichung  nach  r  geordnet  gibt: 

16r3  —  8r* r/j  tf2  tfa  £ + r('7i    ?3  f )2  —    ?2 2s  =  0 
oder  in  homogener  Schreibweise: 


0 


durch  welche  Gleichung  also  der  Radius  des  einem  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreises  durch  die  Winkeihalbirenden  ausgedrückt  ist. 

Nun  gelangen  wir  mit  Leichtigkeit  zur  Aufstellung  der  Beziehung 
Nach  Gl.  (7)  ist 

n  .  r,_.g»q» 
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oder  mit  Zuhilfenahme  der  Substitution  r  «=  ^-^f* 
andrerseits  liefert  Gl.  (8) 

-  *fa2-2'2) 

respective 

'lrtsW-  *fa2-2**) 
woraus  nach  Kürzung  durch   entsteht 

oder  nach  Restitution  des  Wertes  von  s 

wodurch  also  der  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschriebene!!  Kreises 
durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugenden  Linien  ausgedrückt  ist 

Noch  weniger  umständlich  gestaltet  sich  die  Aufstellung  der  Be- 
ziehungen 

Bildet  man  das  Product  der  Gleichungen  (4),  (5),  (G),  so  erhält  man 
sofort: 

(-?)  (>-?)('-?)-;&. 

welche  Gleichung  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  beiden 
Seiten  und  nach  vollzogener  Substitution  des  Productcs  aus 
Gl.  (3)  die  Form  annimmt: 

V*(r-Pl)(r-p«)(7-p;)  ~  i  V  r  (9) 
oder  nach  Substitution  von  *  aus  Gleichung  (2): 

V20 — Pl)(r—  pt)(r—  2).J     0>i+f>2+P3  — r)Vr 
welche  Gleichung  in  Bezug  auf  r  geordnet  liefert: 

*-3— K7>i2+/>/+7>32)  —  2P1P2P3  =  0 

die  bekannte  Gleichung,  welche  den  Radius  des  dem  Dreiecke  um- 
schriebenen Kreises  durch  die  seinen  Mittelpunkt  erzeugenden  Linien 
ausdrückt. 
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Hier  sei  es  uns  gestattet  auf  die  völlig  identische  Bauart  der 
Gleichung  mit  jener  fnr  {  =  /(?-.  ~,  L)   hin  w  wei8en, 

ilta?  Fora  &  ^  idUr°h  DiViSi°n  ^  *$'h<*q>  hervor«eht 

Stu^n  SChJie88liCh  n0ch  iü  GL  <9>  öl.  (2)  herrührende 

so  wird  r  ""A+Ä+ft-*, 

In  Bezug  auf  a  ordnend  erhält  man 

<5 -  *».  3( Pi  +Pt  +P3) + s . 2 ((^  +ft  +A)t+A A  +Pl ps  +PiP3) 
~2((Pi+Pt  +j>3)  (PiPt+PiP^PtP^)  —PiPtP.d  =  0 

Diese  Gleichung  liefert  also  den  Radius  des  dem  Dreiecke  eingeschrie- 
benen Kreises  in  Function  der  Mittellote. 

Es  erübrigt  nun  noch  der  Vollständigkeit  halber  die  Relatiouon 

(Pli  7>2,  Ps)  —  J(qt,  <fc,  q3)    und    (ft,  q2,  q3)  =  f(Pu  p2,  p.J 

anzuführen. 

Durch  Vollziehung  von  ganz  eiufaclien  aus  dem  gesagten  leicht 
zu  abstrahirenden  Substitutionen  iu  den  Gleichungen,  welche  für 

r  —/fei  Vi,  q3)    Uüd    r=f(p»  p2,  j>3) 

aufgestellt  wurden,  resultirt: 

und  ähnlich  />„  ^  iu  Function  von      g„  9a- 

Die  letzte  der  anzuführenden  Relationen  hat  die  Gestalt: 

+1Wl(PiPi—p1*)(2p2*+3PsPs+2p3*--Pi*)+fyirtri(f''  I  "*)\ 

-tePtPMpiPs—pflVpJpt+pJ+PiPs—pfi+WPnt'n)  ~  O 
und  ähnlich  </„  ,i3  in  Function  von  ply  p2,  p3- 
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2. 


Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Es  sind  die  Seiten  y,  z  eines 
ebenen  Dreiecks  durch  die  Verbindungslinien  des  Höhendurchschiiitts- 
puuktes,  des  Mittelpunktes  des  dem  Dreiecko  umschriebenen  und  des 
demselben  eingeschriebenen  Kreises  auszudrücken.  —  Um  die  Lösung 
dieses  Problems,  in  welchem  der  analytische  Zusammenhang  zwischen 
den  gegebenen  und  den  gesuchten  Grössen  auf  einem  directen  Wege 
wol  kaum  zu  ermitteln  sein  dürfte,  durchzuführen,  stellen  wir  zunächst 
Formeln  für  die  eben  erwähnten  bekannten  3  Grössen  auf,  in  welchen 
dieselben  durch  die  gesuchten  Dreiockssciten  ausgedrückt  sind.  Daun 
suchen  wir  diese  Formol u  so  zu  transformiren  und  zu  Zerfällen,  dass 
für  ihre  Teile  bestimmte  aber  vorderhand  noch  unbekauute  Dreiecks- 
grössen,  und  zwar  3  an  der  Zahl,  eingeführt  werden  köunen.  Hier- 
mit ist  selbstverständlich  die  Möglichkeit  geboten  jene  3  Teilgrössen 
durch  die  gegebenen  Grössen  auszurechnen.  Der  Umstand,  dass  un- 
sere Teilgrössen  eine  geometrische  Bedeutung  besitzen,  ermöglicht 
weiter  3  brauchbare  Gleichungen  zwischen  denselben  und  den  unbe- 
kannten Dreiecksseiten  aufzustellen,  welche  die  Lösung  des  vorgeleg- 
ten Problems  in  sich  schlössen  und  dieselbe  auch  ohne  Schwierigkeit 
in  expliciter  Form  hinzuschreiben  gestatten.  —  Zunächst  bestimmen 
wir  die  Länge  der  Verbindungslinie  (»»)  des  Höhendurchschnittes  mit 
dem  Mittelpunkte  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Krei- 
ses. Bezeichnet  r  den  Radius  desselben  und  c  die  Länge  der  Ver- 
bindungslinie irgend  einer  Ecke  des  Dreiecks  mit  dem  Höhendurch- 
schnittspunkte (wir  wählen  die  Ecke  der  Seiten  x  und  y)  und  sind 
<p  und  y  die  Winkel,  welche  beziehungsweise  x  und  y  gegenüber- 
liegen, so  besteht,  wie  aus  einer  passenden  Figur  leicht  abzulesen 
ist,  die  Gleichung: 

=  r*  +  c*  —  2rc  COS  (<p  —  (1) 

Bezeichnet  ht  das  Höhenperpendikel  auf  die  Seite  s,  so  ist,  wie  be- 
kannt oder  leicht  ersichtlich: 


Setzt  man  diese  Werte  in  (1)  ein  und  bringt  dann  auf  die  gemein- 
samen Nenner  4A52  und  8^2ä,2,  so  wird: 


cos  (cp     tp)  = 


m 


*V + (** +V 2  -  3*)*  —  2/*,V + y*  -  z-) 


(**+!/*  -  »')  (*2  —  y*+z*)  (-  *8 +y*  +  a») 
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Der  Minuend  (M)  dieser  Differenz  gewinnt  nach  Einführung  der  all- 
bekannten Relation: 

die  Form: 

Hiermit  ergibt  sich  für  m2  die  Gleichung: 
oder 


+ g ;  -  *2)  (-  g + y * + g)  (*'  -  y* + g 

4-2A,2 


Der  Subtrahend  dieser  Differenz  ist,  wie  die  einfache  Aufsteilung  der 
betreffenden  Formeln  lehrt,  das  doppelte  eines  der  gleichen  Producte 
aus  der  Verbindungslinie  irgend  einer  Ecke  (wir  wählen  wieder  die 
Ecke  der  Seiten  x  und  y  und  haben  daher  die  Länge  der  Verbin- 
dungslinie mit  c  zu  bezeichnen)  mit  dem  Höhenschnittpunkte  des 
Dreiecks  und  der  Entfernung  (y)  dieses  Punktes  von  derjenigen 
Dreiecksseitc,  welche  durch  die  Verlängerung  der  Linie  c  getroffen 
wird. 

Somit  gewinnt  m2  die  Form: 

m*  —  r*  —  2cy 

oder  nach  Einführung  der  Substitution  cy  =  t*: 

m*  =  r*_2<2  (2) 

womit  also  die  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  des  Höhenschnitt- 
punktes und  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises  in  der 
oben  präcisirten  Form  gefunden  ist, 

Nun  schreiten  wir  zur  Aufstellung  der  Formel  für  die  Verbin- 
dungslinie (n)  des  Höhcudurchschuittcs  mit  dem  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wobei  wir  einer  etwas  inter- 
essanteren Transformation  begegnen  werden. 

Haben  c,  q>  und  die  frühereu  Bedeutungen,  und  bezeichnet 
ausserdem  q  das  Stück  der  an  derselben  Ecke  wie  c  entspringenden 
winkelhalbirenden  Linie  bis  zum  Mittelpunkte  des  eingeschriebeneu 
Kreises,  so  ist,  wio  leicht  ersichtlich: 

»«  =  c2+</2  —  2«/ COS  2lpÜ 
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Macht  man  folgende  leicht  zu  verificirende  Substitutionen  in  der 
Gleichung  für 


2         fc  r  *y 


so  ist: 


oder 


R,_  jgjbCzaflg  ,  *y(*+y--«)     (x  +  yH^+y»-^ 
4***  *  +  y  +  *  x  +  y-|-* 

•  _  y*  -  ff  +  y)  -  *»- y'  -  gyS 

-       4ä,*     ~  ~*+y+« 


wird  hierin  aus  der  bekannten  Formel,  in  der  es  in  Function  von 
<r,  y,  *  erscheint,  ersetzt,  so  kommt: 


9 

n£  = 


,'(x*+y*-s*)*  +  (x+y-2)  (*-?+*)  (-g+y+^^^y)^. 
Vollzieht  man  jetzt  die  Substitution  der  Identität: 

<*+y+»)  (*+>-*)(*-y+»)(-*+rh) 

so  folgt  nach  einigen  kleinen  Reductionen: 

Wirf*)  (*+*-*)  <*-*+.)  <-*+jrM 

Um  (3)  einer  Auslegung  in  dem  angedeuteten  Sinne  fähig  zu  machen, 
benutzen  wir  zunächst  die  Identität: 

—  (*+y— »)(«— y+*)(—  *+y+*)] 

welche  in  (3)  eingesetzt  liefert: 

,  _  8xV^~ (*+.v+*)  (*+y~*) (*-y+«) (-x+y+z) 

W  +       +  y  —  *)(x  —  y+»)(—  tf+y+z) 

,  (x+y  — s)  jx—y-\-z)  (— g-f-y+g) 

2(*+y+«) 

Der  zweite  Posten  dieser  Summe  ist  das  doppelte  Quadrat  des  Ra- 
dius («)  des  dem  gesuchten  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises,  wah- 
rend der  Subtrahend  der  Differenz  im  Zähler  des  ersten  Bruches  noch 
folgende  sinngemässe  Transformation  gestattet  : 
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Nach  vollzogener  Substitution  in  der  letzten  Gleichung  für  «*  kommt: 

2(*+.v+z)(*-h/  —  *)(*  — jt+ä)  (—  s-f-y+zj"^* 

Da  nun  nach  unseren  oben  gegebenen  Ausführungen  der  Bruch 
reebterband  vom  Gleichheitszeichen  mit  t*  identisch  ist,  so  folgt  un- 
mittelbar : 

„i  =  2«*  — <" 

als  die  Relation,  welche  uns  die  Länge  der  Verbindungslinie  des 
Höhenschnittes  mit  dem  Mittelpunkte  des  unserem  gesuchten  Drei- 
ecke eingeschriebenen  Kreises  in  der  angestrebten  Form  bestimmt. 

Die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe  erfordert  jedoch  noch 
eine  Nebendarstel Inn gs weise  für  ?*,  welche  die  Einführung  der  Iden- 
tität: 

^+ys+zz+xyz        4*3«—  (s-f-y—  z)(x— y  +  z)(—  x+ y+z) 

+  (*+y+z)(xy+xz-\-yz) 

in  (3)  notwendig  macht. 

Man  erhält  hierdurch  die  Form: 


=  4r*  +  -x^-  +  {T+y~Z)  -  (xy+xz+y*) 

•  x-f-y+z  1  x-{-y-\-z 


oder,  wie  leicht  ersichtlich  ist: 
woraus 

xy+xz+yz  =  4r*+2s*+Sr8+t*  (4) 

folgt. 

Bezeichnen  a  und  a,  b  und  ß  für  die  beiden  anderen  Höhon- 
perpendikel  des  gesuchten  Dreiecks  diejenigen  Grössen,  welche  e  und  y 
für  Ä2  vorstellen,  so  bestehn,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Formeln: 

xy  -  2r(c  +  y),    xz  =  2r{b  +  ß),    V*  -  2r(a  +  a) 

somit 

Nun  ist  aber  ,   %  /M 
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Diese  Beziehung  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  man  erwägt,  dass  o. 
b,  c  die  doppelten  Längen  der  respectiven  Entfernungen  des  Mittel- 
punktes des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  von  den  3  Seiten 
vorstellen  und  dass  von  der  Summe  dieser  Grössen  die  Gleichheit 
mit  der  Summe  r+«  von  uns  bereits  erwiesen  wurde.  Mit  Rücksicht 
auf  (5)  erhalten  wir  also: 

xy+xz+yz  =  4r(r+*)  +  2r(cr  +  |3  +  y) 

woraus 

2r(«  +  0  +  y)  =  2«*+4r*+<*  (6) 

folgt 

Was  endlich  die  Entfernung  (p)  des  Mittelpunktes  des  einge- 
schriebenen vom  umschriebenen  Kreise  anlangt,  so  ist  nach  einem 
Satze  aus  der  Lehre  von  den  Potenzlinien: 

p*  =  r2  —  2r* 

eine  Formel,  die  sich  auch  und  zwar  ohne  die  Schwierigkeit  sinn- 
gemässer Transformationen  analog  unseren  eben  gegebenen  Ableitun- 
gen leicht  veriticircu  licsse.  —  Die  bisherigen  Betrachtungen  fahrten 
uns  somit  zu  den  Formeln: 

m2  =  r* — 2t* 

»*  =  2s2  —  t* 

p*  =  r* — 2r8 

Diese  3  Beziehungen  als  Bestimmungsgleichungen  für  die  3  Grössen 
r,  «,  /  aufgefasst,  liefern  sofort: 

P* 

(7) 


V2(n»+j>")— m« 
2l/2(n8+p2)-m2 


'  V  2(2(n 


p*)*-2m*n* 
2(2(n*+*>8)  —  m*)  {i 

Da  r,  *  jederzeit  positive  reelle  Strecken  darstellen,  so  gestatten 
diese  Formeln  folgonde  Bedingungen  abzulesen,  an  welche  die  rela- 
tiven Grössenverhältnisse  von  m,  /*,  p  geknüpft  sind,  damit  unser 
gesuchtes  Dreieck  reelle  Dimensionen  besitze.  Aus  (7)  folgt_uumit- 
telbar: 

und  in  Rücksicht  auf  die  eben  aufgestellte  Ungleichung  liefert  (9)  die 
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m>  y  2  •  0der 

welche  Bedingung  aussagt,  dass  unser  gegebenes  Dreieck  von  dt»n 
Seiten  m,  »,  j>  notwendig  einen  stumpfen  ^Vinkel  besitzt,  der  jederzeit 
der  Seite  m  gegenüberliegt.  Ausserdem  ersehn  wir,  durch  Zusammen- 
fassung der  1.  und  2.  Ungleichung,  dass  m  stets  liegen  muss  zwischen 
den  Grenzen: 

Y2{n*  +  p*)  >  m  >  V^+^+ny'nS  +  V  (10> 

Nach  diesen  vorbereitenden  Betrachtungen  könuen  wir  zur  Auf- 
stellung der  3  notwendigen  Gleichungen  für  x,  y,  i  Übergehn,  in 
welche  zunächst  die  Grössen  r,  *,  i  eintreten  werden. 

Wie  man  sich  ohne  Schwierigkeit  an  einer  passenden  Figur  über- 
zeugt, bestehen  folgende  Beziehungen: 

x*  =  b(b+ß)  +  c{c+f)  j 
y*  =  c(c+y)+fl(fl4-ß)    \  + 

a»-o(a  +  «)+ft(*  +  «  ' 
r*+9*+z*  =>2(a*  +  b*+c')  +  2(aa  +  bß  +  c7) 

Nun  ist 

a«  —  hß  =  cy  =  t* 

also  augenscheinlich: 

^4.^4.^  _  2[(«-f  6  +  c)2-2(oA  +  ^+M]  +  6/8  (11) 

Ferner  ist,  wie  ebenfalls  leicht  ersichtlich: 

be  ss  2«r,    nc==2j5r,    a£  =  2yr 

somit 

=  2**+4i-*+<2  nach  Gl.  (G). 

Wir  erhalten  somit  unter  gleichzeitiger  Einführung  der  uns  schon 
nach  Gl.  (5)  geläufigen  Substitution  a+Ä  +  c  =  2(r+*)  in  Gl.  (11): 

=  2[4(r+*)*-2(2^+4f*  +  «2)]+6«2  -  8r*+2<* 

Nun  ist 

2(Xyi-xz+t,z)  =  2(4r*+2s*+8r8+t*)  aus  (4), 
es  folgt  somit  durch  Summation  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

(*+y+*)*  =  4((2r+*)*+t2) 

x  +  y+z  -  2V(2f+*)8  +  ^  <12> 

20 
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eine  wichtige  Gleichung,  von  der  wir  sofort  den  Uebergang  zu  einer 
zweiten  Bestimmuugsgleichung  für  unsere  gesachten  Dreiecksseiten 
machen  können;  es  ist  nämlich  bekanntlich: 


xyz 

rs  = 


also 

xyz  =  2rs(x-\-y-{-z) 

=  4r*V^-H)«+7*  (13) 

welche  Beziehung  im  Vereine  mit  den  Gleichungen  (4)  und  (12)  hin- 
reicht, um  xy  y,  z  durch  die  Grössen  r,  *,  t  zu  bestimmen. 

Wir  besitzen  also  —  um  die  gewonnenen  Resultate  übersichtlich 
zusammen  zu  stellen  —  die  Gleichungen : 


x+y+z  —  2V(2r  +  «)*  +  <* 
xy+xz+yz  «=  4r2+2*2+8r*-H2 

xyz  =  4r«V(2r+*)2+*2 

Die  Form  dieser  3  Gleichungen  überhebt  uns,  gemäss  einem  bekann- 
ten Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen,  jeder  Eliminationsarbeit 

und  wir  erhalten  sofort: 

   (14) 

n3-n*.2y(2r+*)2+<2+«(4rJ+2Ä2+8rÄ+^)-  W  (2r+*)2+ <2  =  0 

oder  nach  Vollziehung  der  durch  die  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  gege- 
benen Substitutionen: 


M3  _  M2   _____  


m4  +  2n*  +  j)4  +  2m  V  —  3m2n2  —  6n  V 
2(«*+p»)  — m1 


1  /3m4-r-4»4+llj?i:r-2m2ij2— 8m2»2— l2nV2  ftflfiJ 
2(n2+7>2)-m2  r  2(n2-h>2)-m2  Ul 

als  Gleichung,  deren  3  Wurzeln  u,  =  <r,  v^  =  y^  u^  =  z  gesetzt,  die 
3  gesuchten  Seiten  in  Function  von  m,  n,  repräsentiren.  Nach- 
dem es  jedoch  aus  der  Form  dieser  Gleichung  nicht  unmittelbar  evi- 
dent ist,  dass  derselben  wirklich  3  positive  reelle  Wurzeln  zukommen, 
so  werden  wir  noch  die  Bedingungen,  unter  denen  dies  notwendig  der 
Fall  ist,  aufzustellen  haben. 

Vorher  jedoch  sei  es  uns  noch  gestattet  2  interessante  Special- 
fälle der  Gleichungen  (14)  resp.  (15),  in  welchen  wir  zu  relativ  ein- 
fadien  Resultaten  gelangen,  zu  betrachten,  nämlich  das  gleichscheak- 
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lifre  und  das  rechtwinklige  Dreieck.  Im  ersten  Falle  besitzt  Gl.  (14) 
zwei  gleiche  Wurzeln  und  behält  daher,  wie  ein  bekannter  Satz  aus 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  lehrt,  einmal  nach  u  deri- 
virt  jene  doppelte  Wurzel  von  (14)  als  einfache  Wurzel  bei.  Nach 
Vollziehung  dieser  Operation  erhalten  wir  unter  gleichzeitiger  Ein- 
führung von  v  an  Stelle  der  Unbekannten  m  sowie  von  r„  *„  <,  an 
Stelle  von  r,  *,  /: 

3t>*  —  v  .41/(2*-,  +Ä1)2  +  tf+ 4r12  +  2*,*  +  Sr^  + 1*  =  0 
woraus 

•  -  J  [2V(2r1+#l)«+«1»±y4(r1»-2r1.i)-(ai1»-Ö] 

folgt 

Wie  eine  einfache  Ueberlegung  lehrt,  ist,  wenn  w„  n„  px  für 
7*,  P  gesetzt  wird,  in  diesem  Falle : 

mi  =  ni+/;i 

also 

p3*  «1(2^-/4)  w,        ,  - 


r. 


naheliegende  Betrachtung  ergibt,  dass,  wenn  e  der  Winkel  am 
Scheitel  unseres  gleichschenkligen  Dreiecks  ist,  *  <;  3  ausfallen  wird, 

je  nachdem  rn<Pi  isti  Ulld  dem  entsprechend  die  Wahl  des  Vor- 
zeichens in  den  Nennern  dieser  Formeln  zu  treffen  ist.  —  v  gewinnt 
somit  die  Form: 

Eine  einfache  Combination  überzeugt  uns,  dass  v  sich,  da  wir  es 
lediglich  als  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  auffassen,  auf 
die  Form  reducirt: 

±(»i  —  7>i)     11  1 
Die  Basis  (»r)  unseres  gleichschenkligen  Dreiecks  besitzt  die  Form: 

Da  für  das  gleichseitige  Dreieck  m  =  n  -~  p  —  0  ist,  so  wird  in  die- 
sem Falle  die  Aufgabe  unbestimmt.  Für  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
von  den  Seiten  x^y^  ist  t  —  0  und  es  folgt  daher  aus  Gl.  (9)  un- 
mittelbar die  Beziehung: 


*)  Aas  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  der  beachtenswerte  Satz:  v.w  = 
Pi.-n,,  der  einer  weiteren  Interpretation  wol  nicht  bedarf. 

20« 
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wenn  mt,  w8,  p$  an  die  Stelle  von  w,  jt,  />  getreten  sind ;  es  ergibt 
sieb  ferner  ohne  jede  Schwierigkeit  zunächst  die  Hypotenuse  un- 
seres rechtwinkligen  Dreiecks  i«  der  Form: 

während  die  beiden  Katheten  a-2t  yÄ  die  Gestalt  besitzen: 

=  nt  V  2  +  V2p2» + V  W^ii«* 

*  =  n2  V  2 + V2p7- y 

Zur  vollständigen  Lösung  des  Problems  erübrigt  uns  noch,  wie 
schon  angedeutet,  den  Nachweis  zu  Hefern,  dass  Gl.  (15)  notwendig 
3  positie  reelle  Wurzeln  besitzt,  wenn  w,  «,  p  der  durch  Gl.  (10) 
fixirten  Bedingung,  sowie  der  wol  selbstverständlichen  Forderung 
»+P  >  m  genügen.  Zu  dem  Behufe  entfernen  wir  auf  die  bekannte 
Weise  aus  Gl.  (14)  das  zweite  Glied  und  erhalten  so,  die  neue  Un- 
bekannte mit  «o  bezeichnend: 

=  0  (16) 

respective  nach  Einführung  von  m,  n,  />: 
«n3-i( V  -  "*)  +  A(5»*+ 7ji»  -  37»*)  X 

I  /.w^Hu*+i  y+2my — 8m  v^iäüy»  _ 

Bezeichnet  in  Gl.  (16)  p0  den  Coefficientcn  von  uq  und  </0  das 
von  der  Unbekannten  freie  Glied,  so  findet  man  nach  etwas  umständ- 
licher Rechnung  als  den  in  der  Cardanischen  Formel  für  die  Realität 
der  Wurzeln  entscheidenden  Ausdruck: 

=  27  (4*4  +  ^-  +  '1  +  4rV  +  8r^_l2r^~-4rV*)  ' 

Das  rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  der  Klammer  stehende 
Aggregat  von  Grössen  gestattet  nun  folgende  überraschende  Trans- 
formation; es  ist  identisch: 

q1t  +  27  *  ~"  S?  (4(2r  V "  rH*  -  4r*3 + 2r8t9)  ~  (4ä* + 4**'*  + 

 ^  (4(2«*  -  <*)  (r*  -  2r*)  -  (2«*+    —  2r*)8) 

woraus  unter  Zuhülfenahme  der  Gl.  (7),  (8),  (9)  unmittelbar  folgt: 
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9o2  ,  Po*  »* 
4  ^27  ~  27 


(4mV  — (hs+j>»  — 


=  —  97  ("»  +  »+  />)  ('»  +  »  —P)  (»  —  »  +/>)  (—  » 


+  »  +  />) 


Da  m,  ?t,  p  Dreiecksseiten  sind,  so  sind  die  Klammem  wesentlich 
positiv  und  somit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  wesentlich  negativ, 
also  erwiesen,  dass  für  Gl.  (16)  resp.  (17)  der  casus  irreducibilis  ein- 
tritt und  demgemäss  drei  reelle  Wurzeln  existiren  müssen;  da  ausser- 
dem die  vollständige  Gl.  (14)  augenscheinlich  3  Zeicheuwechsel  auf- 
weist, so  ist  auch  die  Behauptung,  dass  die  :>  reellen  Wurzeln  der 
Gl.  (14)  resp.  (15)  auch  notwendig  positiv  sind,  verificirt  —  mit 
welchem  Nachweise  wir  ifieees  Problem  verlasn?»  Woilenr. 

Wten  am  J.  Norember  1878. 
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XIV. 


Zur  Theorie  der  Attraetion  einiger 
Rotationskörper,  deren  Gestalt  sich  nur  wenig 
von  der  einer  Kugel  oder  einer  Kugelschale 

unterscheidet. 


Bei  der  Betrachtung  der  Anziehung  eines  homogenen  Rotations- 
ellipsoides  auf  einen  Punkt  kann  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
so  gewählt  worden,  dass  diese  Action  in  zwei  zu  den  gleichbenannten 
Coordinatenachsen  parallele  Componenten  X  und  Y  zerlegt  werden 
kann.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Rotationsellipsoid  und  den 
angezogenen  Punkt  m  eine  Meridianebene  gelegt,  so  findet  die  An- 
ziehung natürlich  in  dieser  Ebene  Statt. 

I.  Ziehen  wir  jetzt  speciell  ein  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid in  Betracht,  und  nehmen  wir  an,  es  seien  a  >  b  die  Hatö- 
achsen  dos  elliptischen  Meridianschnittes,  und  die  Achsen  desselben 
fallen  mit  den  Coordinatenachsen ,  und  zwar  2a  mit  der  X-  und  3* 
mit  der  Y- Achse  zusammen,  so  kann  die  Action  dieses  EUipsoides 
auf  einen  Punkt  m  auf  seiner  Oberfläche,  dessen  Masse  =  1  ist?  ^' 
kanntlich  durch  die  beiden  Componeuten: 


Von 


Herrn  Heinrich  von  Hoepflingen-Bergendorf 


in  Wien. 


einiger  Rotationskörper. 
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ausgedrückt  werden*),  wo  M  die  Masse  des  Ellipsoidci.  «  und  ß 
die  X-  und  y-Coordinaten  des  Punktes  m,  /  die  Action  zweier  Mas- 
seneinheiten in  der  Entfernung  «=  1  auf  einander  bedeuten,  und  eud- 

lieh  y  — =  k  gesetzt  ist.  Führt  man  in  diese  Formeln  die 
numerische  Excentricität  y  — =  e  ein,  indem  man 

X '  —    e  =  -7   6        und    M  =  4«pa3Vl  —  «* 

setzt,  wo  o  die  Dichte  des  Ellipsoides  bedeutet,  und  berücksichtigt 
mau,  dass 

arc  tang       —  =  arcsin« 


yi- 


ist,  so  findet  man  leicht: 


*p/«|_ — ^3 — arc  sin«  ^—  | 

|  ^2  —  V1J6      sine   J  j 


(2) 


Ist  die  Abplattung  des  Ellipsoides  sehr  gering,  also  c  eine 
sehr  kleine  Grösse,  und  begnügt  man  sich  mit  angenähert  rich- 
tigen Werten  für  die  Anziehung  —  indem  man  Glieder  mit  c4  bereits 
vernachlässigt  —  so  ist  es  vorteilhaft  in  den  obigen  Ausdrücken  für 

arc  sine  und  Vi — e-  die  bekannten  Reihen  einzuführen.  Man  er- 
hält dann : 

wo  die  Glieder  mit  eA  bereits  vernachlässigt  sind.  Durch  Uebergang 
zu  Polarcoordiuaten  deren  Ursprung  wir  in  den  Mittelpunkt  des 
Ellipsoides  gelegt,  und  deren  Achse  wir  mit  der  Achse  a  zusammen- 
fallend denken,  ergiebt  sich  die  Resultante  R  der  Kräfte  X  und  Y 
—  wenn  r  den  Radiusvector  und  q>  die  Anomalie  des  Punktes  m  be- 
deuten —  in  der  gewählten  Annäherung: 

R  =  i     bf[l  +  J  e»  -  ^  e*  COS>]  (4) 

worin  r*  —  6*(l  +  e2cos2m)  gesetzt  ist. 


*)  Anmerkung.  Da  hier  keine  Unterscheidung  zwischen  Aneiehung  und 
Abstossung  nötig  ist,  so  werde  ich  immer  die  Action  mit  poiitirem  Vorreichen 
anfuhren. 
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Wir  fragen  nun  nach  der  Richtung  der  r<*snlüreu.den,  An- 
ziehung. Die  Richtung  der  Action  auf  den  Punkt  («,  §)  kann  leicht 
durch  die  Coordiuaten  desselben  und  die  Exce^ricität  <  bestimmt 
werden.  Bedeutet  nämlich  t/>  den  Winkel,  welchen  diese  Richtung 
mit  der  AVscisseuachse  x  einschüesst,  so  ist 

Y 

tangt/;  =  ^ 

oder  nach  Einführung  dor  obigen  Werte  für  X  und  .Y 

tangt^  =  f[l+^], 

wenn  die  Glieder  mit  e*  und  höheren  Potenzen  von  c  vernachlässigt 
werden. 

Der  Winkel  i//  aber,  welchen  die  Normale  der  eil  ipso  Uli  sehen 
Oberfläche  im  Punkte  («,  ß)  mit  der  -Y-Achse  einschliesst,  ist  be- 
kanntlich durch 

gegeben.  Da  nun 

o2  1 

ist,  so  ergiobt  sich  in  unserer  Annäherung 

tang*'-£(l+«") 

Es  ist  somit 

mit  Ausnahme  für  ß  =  0  oder  a  —  0,  wo  dann  ^  -»  ist 

Der  Radiusvector  des  Punktes  (a,  ß)  endlich  schlicsst  mit  der 
A'- Achse  den  Winkel  cp  eia,  somit  ist 

0 

tangqp  =  J  • 

Es  ist  daher  immer: 

<P  <  *  <  V 

mit  Ausnahme,  dass  a  oder  ß  —  0  sind,  in  welchem  Falle  der  ange- 
zogene Punkt  in  einem  Scheitel  der  Meridianellipse  liegt,  und  g>  — 
#  —  ^'  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  haben:  die  Anziehung,  dto 
Normale  und  der  Radiusvector  dieselbe  Richtung.  Im  Allgemeinen 
aber  können  wir  sagen,  dass  die  Anziehung  immer  eine 
Richtung  hat,  welche  zwischen  den  Radiusvector  und. 
die  Normale  fällt. 
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Nehmen  wir  uuu  für  eilten  Augenblick  au,  die  Actum  geschehe 
in  der  Richtung  der  Normale^  bezeichnen  wir  sie  mit  iV,  und  zerlegen 
wir  sie  in  eine  Componente  R  in  der  Richtung  des  Radiusvectors  und 
i»  eine  zu  dieser  senkrechte  Coinponente      so  erhalten  wir 

jV2  =  R*+S2  =  J^+^tangW—  y)  («) 

Gelingt  es  nun  den  Nachweis  zu  tiefern,  dass  die  Grosse  Ä^tang^i//— qp) 
von  zu  veniachlässigender  Ordnung  ist,  so  köunen  wir  umsomehr  in 
unserer  Annäherung  die  wirkliche  Action  ihrer  in  die  Richtung  des 
Radiusvectors  fallenden  Componente  der  absoluten  Grösse  nach 
gleichsetzen.  Wir  können  übrigens  diese  Identität  auch  direet  nach- 
weisen. 

Für  die  Richtung  bleibt  selbstverständlich  die  oben  ausge- 
sprochene Bestimmung  aufrecht. 

Den  grössten  Wert,  welchen  taug(ij/ — <p)  erreichen  kann,  findet 
man  leicht  mit  Hülfe  der  beiden  bekannten  Relationen 

tangtl/ — taneep        .  /'A*  , 

Wir  finden  dieses  Maximum  für 

.     a  b 

tang^  =  b>    wozu   tang<p  =  - 
gehört.   Es  ist  dann 

tang  («//—?>)  =  ^«2. 

In  unseren  Falle ,  wo  das  Ellipsoid  nahezu  kugelförmig,  also  e 
ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  wird  auch  das  Maximum  von 
tang(<p' — <p)  sehr  klein,  und  jedenfalls  tang2(tf/ — q>)  <  e*  sein. 

Wir  haben  nun  angenommen,  wir  hätten  es  hier  mit  einem 
solchen  Ellipsoide  zu  tun,  für  welches  e  so  klein  ist,  dass  wir  in  dem 
Ausdrucke  für  dessen  Action  auf  m  Glieder  mit  c4  vernachlässigen 
können  —  ohne  hierdurch  einen  bedeutenden  Fehler  zu  begehen. 
Bei  dieser  Approximation  geht  die  Gleichung  (a)  über  in 

N  «  R  (ß) 


Wir  sehen  also,  dass  wir  zwischen  der  wahren  Totalaction  und 
ihrer  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallenden  Componente  der 
Grösse  nach  keinen  Unterschied  zu  machen  haben. 

Die  Action  <l<4s  Sphüroides  können  wir  uns  nun  zusammengesetzt 
ilenkcu_aus  der  Action  einer  mit  ihm  eoneentrischen  Kugel  mit  dem 
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Halbmesser  b  und  aus  der  Action  des  Wulstes,  welcher  diese  Kugel 
—  indem  er  auf  ihr  aufliegt  —  zum  Sphäroide  ergänzt. 

Die  Action  dieser  „inneren  Kugel"  bedarf  nun  keiner  besonderen 
Untersuchung  —  und  zwar  auch  in  dem  Falle,  dass  ihre  Dichte  von 
Schale  zu  Schale  variirt.   Ihre  Action  —  die  immer  gegen  den  Mit- 
telpunkt gerichtet  ist  —  findet  man  in  unserer  Annäherung,  wenn 
ihre  mittlere  Dichte  ist: 

A,  —  |  »fc  bf{\  —  e*  cos  V)  (ö) 

Da  wir  die  Action  des  Wulstes  der  Grösse  nach  ihrer  Compo- 
nente  in  der  Richtung  des  Radiusvectors  gleichzusetzen  haben,  so  er- 
halten wir  für  die  Action  des  Wulstes,  welcher  die  innere  Kugel 
zum  Sphäroid  ergänzt,  als  Differenz  der  Action  des  Sphäroides  und 
der  inueren  Kugel  —  wenn  g  die  Dichte  des  Wulstes  ist  —  : 

Ist  das  Sphäroid  nicht  vollkommen  homogen,  sondern  ist  die  Dichte 
in  der  „inneren  Kugel"  eine  Function  des  Halbmessers  der  sie  bilden- 
den Schalen,  und  ist  ihr  Mittelwert  p„  und  kommt  dem  Wulste  eine 
gleichförmige  Dichte  g2  zu,  so  können  wir  in  unserer  Annäherung  die 
Action  des  Sphäroides  ausdrücken  durch: 

* a  *•  i " Wih  +  le*Qt—(Qi  —  fis  9*) cos*?]  (7) 
Liegt  der  Punkt  m  nicht  in  der  Oberfläche,  sondern  ausserhalb 

des  Sphäroides,  so  lässt  sich  die  Action  R  des  letzteren  auf  den  Punkt 
w  nach  einem  bekannten  Satze  von  Maclaurin  berechnen.  Sind  näm- 
lich a',  b'  und  c  die  a,  b  und  c  entsprechenden  Halbachsen  eines 
mit  dem  in  Frage  streuenden  confocalen  uud  gleichdichten,  durch  m 
gelegten  Sphäroides,  so  ist  wenn  Ii'  die  Action  desselben  auf  m  be- 
zeichnet 

R_  a*b^ 
R'  5=8  a'H' 

und 

Die  Anziehungsrichtung  ist  aber  dieselbe,  welche  die  Action  R'  besitzt 
Da  die  beiden  Sphäroide  confocal  sind,  so  kann  man 

p°tzeu;  daraus  folgt  aber 
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Ist  i  die  dem  grossen  Sphäroidc  outsprechende  numerische  Ex- 
centricisät,  also 

|i  a    — , 

a  * 

so  ist  auch 

a*  —  a8  aJ  . 


»  =  —  _  — ~  cs  — 

a*-f-a>      a'-f-w  a 


'2< 


Da  a'>o,  respective  w  immer  positiv  ist,  so  ist  f  <«?  und 
werden  wir  daher  folgerichtig  auch  die  Grössen  mit  «*  uud  mit  e*t* 
zu  vernachlässigen  haben;  die  Anziehungsrichtung  aber  wird  einen 
noch  kleineren  Winkel  mit  dem  Kadiusvector  bilden.  Substituten 
wir  in  Gleichung  (8)  für  R'  dessen  Wert  nach  Gleichung  (4),  so  er- 
giebt  sich 

Wird  nun  a  durch  b  und  e,  a'  durch  b'  und  e  ausgedrückt,  so  geht 
die  letzte  Gleichung  über  in 

.  *  -  i^^i+^-l^-A«'^]  (8) 

Führen  wir  noch  für  «*  seinen  Wert 
oder 

b* 


ein,  und  versehen  wir  jetzt  die  verschiedenen  Actioucn  R  zum  Unter- 
schiede von  den  früheren  mit  einem  Querstrich,  so  finden  wir  leicht 
in  unserer  Annäherung: 

p  b*  b*  ~| 

Äi  -  i  *t>  ä7»  /     —  jJi  #  cosV  I  (10) 

7?f  =  2*p  ^  \j  -  l  ~  +  i  ~  cos (11) 

=  t*y§j[ji+*ir-i  ^^-^(pi-tW'W^T]  (12) 

wo  2//  die  Rotationsachse  des  mit  dem  betrachteten  confocaleu  durch 

i»  gelegten  Sphäroides  ist.    (Wird  in  7?3  p,  —  &  q2  gesetzt,  so  wird 
***e  Action  von  <p  unabhängig). 
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Ich  will  bkr  noch  die  Bemerkung  an kn tiefen ,  dass  «Im-  Action 
eines  homogenen  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  von  »dir  geringt-r 
Exceutrieität  auf  einen  äusseren  Punkt  ihrer  absoluten  Grösse 
nach  iu  der  gebrauchten  Annäherung  der  Summe  zweier  Actionen 
gleichgesetzt  werden  kann,  von  welchen  die  eine  die  Actiou  der  „nrnc- 
reu  Kugel"  (S.  314)  mit  einer  gewissen  Dichte  plr  und  die  andere 
die  Actiou  einer  auf  ihr  aufliegenden  Kugelschale  mit  der  Dichte  p' 
und  des  DUke 

b{l  +  $e- COS-rp)  —  b  =  ±U2 cos-> 

ist.   Nehmen  wir  etwa  den  Punkt  auf  der  Oberfläche  Kcgencr  an. 

Die  Action  der  Kugel  auf  m  war  (5) 

ß,  =  $7tp,  b/(l  —  c2cosV)  (5*) 

und  die  Actiou  der  Kugclscbale  ist 

Rr  =  2ti$' b  fe*  cos29>  (13) 

Durch  Yergleichuug  der  Summe  aus  (5')  und  (13)  mit  (4)  ergiebt 
sich  i 

fa - a+J«*)f  und 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  Ii'  die  Dichte  q'  wieder  mit 
multiplicirt  erscheint. 

Wir  können  demnach  sagen:  Die  Action  ciues  homogenen  sehr 
wenig  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  mit  der  Dichte  q  auf  einen 
Punkt  seiner  Oberfläche  ist  der  absoluten  Grösse  nach  gleich  der 
Summe  der  Action  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  gleich  der  kleinen 
Halbachse  des  Ellipsoides  ist,  mit  der  Dichte  (l  +  f<r)p  und  der 
Action  einer  auf  dieser  Kugel  aufliegenden  Kugelscbalo,  deren  äusse- 
rer Halbmesser  der  Abstand  des  angezogenen  Punktes  vom  Mittel- 
punkte ist,  mit  der  Dichte  }f,  wenn  e  die  numerische  Excentricität 
des  Ellipsoides  bedeutet. 

II.  Wir  wendeu  uns  nun  zu  einer  anderen,  viel  einfache- 
ren Methode  die  Action  eiues  homogenen  abgeplatte- 
ten Rotationsellipsoides  von  sehr  geringer  Excentri- 
cität auf  einen  äusseren  Pu nkt  zu  berechnen,  wobeiwir 
die  früheren  Approximationsgrenzen  beibehalten. 

Hierbei  werden  wir  direct  zu  der  Formel  (11)  gelangen,  zu 
deren  Ehtwickeluug  wir  früher  den  Macfaurin'schen  Satz  benötigten. 

Es  kann  nämlich  in  unserer  Annäherung  die  Action  des  Wulstes 
gleichsam  so  berechnet  werden,  wie  die  Action  einer  sehr  dünne» 
Kugelschale  mit  —  sit  venia  verbo  —  von  Punkt  zu  Punkt  va-ri- 
irender  Dicke. 
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Das  Potential  einer  unendlich  dünnen  Kugelscbale  mit  der  Dicke 
6  und  der  Dichte  g  ist  der  Figur  1,  welche  die  „innere  Kugel"  des 
Spbäroides  darstellt,  und  für  welche  die  Bezeichnungen 

AP  =9  OA 

n  A*U  mm  X       OA'    f  . 

Om  =  *  1  V  =  h.    um  =  r 

Pu  =  6  OB 
Wkl.  APu  —  «  Op 

gelten,  entsprechend,  bekanntlich 


r' 


wobei  die  Integration  über  die  ganze  Kugelfläche  auszudehnen  ist. 
Für  den  Wulst  ist  die  Dicke 

d  =  r  —  b 

wenn 

r  =  /,(l+pcos*A) 
gesetzt  wird.   Daher  ist  jetzt 


also  nicht  mehr  unendlich  klein.  Daher  ist  auch  die  Rechnung,  als 
ob  einem  Massenelemente  mit  der  Dicke  d  nur  ein  r#  zukäme  — 
das  ganze  Massenteilchen  also  in  einem  Punkte  vereinigt  wäre  — 
nicht  genau;  doch  liogt  der  Fehler,  welchen  wir  durch  eine  solche 
Rechnung  begehn  ausserhalb  unserer  Approximationsgrenze. 

Die  Dicke  des  Wulstes  und  somit  auch  die  Massen  eines  Ele- 
mentes ist  gegeben  durch  ein  Product,  iu  dem  6*  ein  Factor  ist.  Ob 
nuu  a  durch  r*  oder  durch  (r'+fl)  dividirt  wird,  ist  für  unsere  Rech- 
nung gleichgiltig,  da  die  Differenz  dieser  beiden  Quotienten  eine  Grösse 
mit  e*,  also  von  einer  schon  zu  vernachlässigenden  Ordnung  ist.  Es 
ist  nämlich 


5(i-5+~)-5 


r'+ö 

Das  Potential  des  Wulstes  ist  sonach : 


V=tb*e*Q  II  -,  C082A  (a) 

wobei  die  Integration  auszudehnen  ist  über  den  ganzen  Wulst,  re- 
spective  über  die  gauze  „innere  Kugeloberflache". 

WMl  Awtt  dem  sphärischen  Dreiecke ßf**  folgt: 
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cos  (90  — A)  =  Bin*  =  sin  9  cos  6  —  cos  <p  sin  0  cos». 
Es  ist  daher 

cos2A  =  1  —  sin2g>  cos20  —  cos2<p  sin20cos2eo  -\-  2  sin  q>  cos  <jp  sin0  co9  6  cos» 

Substituirt.  man  diesen  Wert  für  cos2A  in  Gleichung  (o),  so  geht  letz- 
tere über  in: 

V  f=  \h*  e2g  JJ*  sin  ßdß  rfw^  ^        cosiß  _  cos*qp  sin  0  cos2«  + 

-f  2  sin  <p  cos  <p  sin  0cos  0cos  o] 
was  wir  der  Kürze  halber  in  folgender  Form  schreiben  wollen: 
V  =  J&3  e*y  { J,  — -  sin2<p./2  —  cos2<p./3  -\~  2  sin  q>  cos  tp J4| . 
Nun  ist  aber 

r'*  =  A2-}-*2-2ä*COS0, 

woraus  sich  durch  Differentiation 

r'dr' 

—  -  sin  0  r/0 

/>* 

ergiebt,  und  cos0  ist  als  Function  von  r'  gegeben  durch 

cos0=-  -2h8  . 

Fuhren  wir  nun  die  Integration  nach  r'  und  «  aus,  so  ist  r 
zwischen  den  Grenzen  (»—b)  und  (*+/>),  und  w  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  2n  zu  nehmen.   Es  ist  also 


(«4-6)  In 
(.-6)  0 


und  —  wenn 
gesetzt  wird  — 

2tt 

 7— 

Ferner  ist 


woraus  durch  Integration  und  Reduction 
i4^ergiebt. 
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Wird  jetzt 

J63e*psin  (pJ$  =  »| 

gesetzt,  so  ist 


Nach  vollbrachter  Integration  nach  a>  ist 


7t 


J3  _  « / 

0 

oder 


r%mßd6         /*cos*0sin0r/Ö        rV,  J,n 


Somit  ist 
Setzt  man  nun 

}63e2pcosV/s  =*  rs> 

so  ist 

Die  letzte  Integration  fällt  weg;  denn  man  sieht  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  Jf  eo8»<to»0  ist,  sofort  ein,  dass 

ist.   Wir  erhalten  sonach: 

V=  v1  —  v%  —  v3 

oder 

Durch  Differentiation  nach  »  erhalten  wir  die  Action  des  Wulstes 
auf  einen  äusseren  Punkt  (nach  Aenderung  des  Vorzeichens) : 

*-^[|-lS  +  iSc«*]  (14) 
Nun  ist  aber 

-  *'*<l+«acosfv), 

wenn  6'  die  kleine  Halbachse  und  t  die  numerische  Excentricitilt  des 
mit  dem  in  Rede  stehenden  confocalen  Sphäroides,  in  dessen  Ober- 
fläche der  Punkt  m  sich  befindet,  bedeuten.  Führen  wir  diesen  Wert 
in  (14)  ein,  so  finden  wir  unserer  Annäherung  entsprechend: 
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welche  Gleichung  vollkommen  mit  der  früher  gefundenen  (11)  über- 
einstimmt Für  den  Fall,  dass  m  auf  der  Oberfläche  des  Sphäroides 
liegt,  ist  V  =     und  (15)  geht  dann  in  (6)  über. 

Es  könnte  für  den  ersten  Anblick  auffallen,  dass  in  Gl.  (ß) 

t  =  yV^P/S-  die  einzige  Veränderliche  ist,  und  dass  wir  durch 
Differentiation  nach  dieser  den  bereits  in  (11)  gefundenen  Wert  für 
die  Action  erhalten,  während  wir  doch  wissen,  dass  die  factische 
Anziehung  nicht  gegen  den  Mittelpunkt  gerichtet  ist,    Das  Befremd- 
liche verliert  sich  aber  sofort,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  die  resnl- 
tirende  Action  der  Grösse  nach  mit  ihrer  Componente  in  der 
Richtung  des  Radiusvectors  bei  unserer  Approximation  identisch  ist 
Was  wir  hier  gefunden,  ist  aber,  da  das  Potential  nur  nach  *  diffe- 
rcutiirt  werden  kann,  nichts  anderes  als  die  in  die  Richtung  des 
Radiusvectors  fallende  Componente  —  selbstverständlich  ist  Auch  diete 
nur  in  unserer  Annäherung  gefunden.    Es  ergiebt  sich  also  auch 
daraus,  dass  bei  der  gewählten  Annäherung  die  resultirende  Action 
mit  ihrer  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallenden  Componente 
der  absoluten  Grösse  nach  identisch  ist    Ihre  Richtung  ist 
natürlich  eine  andere. 

Differentiiren  wir  das  Potential  nach  a  oder  0,  so  erhalten  wir 
als  zur  X-  und  F-Achse  parallele  Componenten  in  unserer  Annäherung 


und  finden  7?2-  =  A*-\~IJ*.  Diese  Componenten  sind  jedoch  nicht 
mit  den  Componenten  der  factischen  Action  zu  verwechseln,  wenn 
auch  die  Summe  ihrer  Quadrate  das  Quadrat  der  factischen  Action 
giebt ;  denn  die  Componenten  sind  nicht  bloss  von  der  Grösse  sondern 
anch  von  der  Richtung  der  Resultante  abhäugig.  Mit  dem  überein- 
stimmend finden  wir  auch 


Addirt  man  zu  der  Action  des  Wulstes  (15)  die  Action  der  „in- 
neren Kugel"  (10),  so  erhält  man  die  Action  des  Spbaeroids  auf  den 
Punkt  m,  wie  wir  dieselbe  früher  (9)  gefunden  haben. 

Es  ist  noch  interessant  die  Action  dieses  Wulstes  auf  einen  Ober- 
flächenpunkt m  mit  der  Action  der  mit  jenem  concentriseben  und 
gleich  dichten  Kugolschale  mit  dem  inneren  Radius  b  uud  dem  äusse- 
ren Radius  =  (oder  >)  r  zu  vergleichen.  Man  siebt  nämlich  leicht, 
dass  für  einen  bestimmten  Wert  von  <p  diese  Actionen  der  Grösse 
'i  einander  gleich  sein  müssen.   Es  muss  für  diesen  WTert  von  <? 


=  tang<jp. 
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COSfy  =  T*fc  +  ?C082qp 

bestehen,  und  dieser  entspricht 

cos2<p  m*  3  oder 
Wkl.  <p  —  35°  15'  51.8". 

Das  Sphaeruid  zieht  sonach  eiuen  Punkt  m  auf  seiuer  Oberfläche, 
für  welchen  Wkl.  g>  diesen  Wert  hat,  ebenso  stark  an,  wie  eine  Kugel 
mit  dem  Radiusvector  dieses  Punktes  als  Halbmesser  und  derselben 
Dichte  diesen  Punkt  auf  ihrer  Oberfläche  anziehen  würde. 

III.  Wir  gehen  nun  zu  dem  „gestreckten  Rotations- 
Eliipsoidc  mit  sehr  kleiner  Ex centricität"  übor: 

Auf  dieselbe  Weise  können  wir  jetzt  zu  den  Gleichungen  für  die 
Action  eines  gestreckten  elliptischen  Rotationssphaeroides  und  des 
zugehörigen  Wulstes  gelangen.  Indem  wir  hier  im  Allgemeinen  die 
früheren  Bezeichnungen  beibehalten,  ergiebt  sich  wie  vorhin 


wobei  wieder  die  Integration  über  den  ganzen  Wulst  respective  über 
die  ganze  „innere  Kugelobcrflächc"  auszudehnen  ist. 

Aus  dem  sphaerischeu  Dreieck  BPh  folgt  nach  Fig.  2: 

cos  k  =  cos    cos  0  +  sin    sin  0  cos  a>. 

Substituten  wir  diesen  Wert  für  cosA  in  die  obige  Gleichung,  so 
erhalten  wir: 

V  =z  $b*e*Q  I  I       —i  [cos2!/;  cossö  +  sin-«/; sin*0  cos*w  + 

2  sin  y  cos  V  sin  6  cos  6  cos  w  ] 

wo  nach  6  von  0  bis  n  und  nach  w  von  0  bis  2n  zu  integriren  ist. 
Die  Integration  des  letzten  Gliedes  giebt  nach  Substitution  der  Grcnz- 
werto  0-,  die  übrigen  Integrale  kennen  wir  bereits  aus  den  früheren. 
So  erhalten  wir  gleich 

V  =  'i  [(l  +  h  (l  -  .'s  S)dn»# 

oder 


Der  Diflferentialquotient  von  V  nach  *  (mit  geändertem  Zeichen)  giebt 
die  Kraft  IL: 


[i-ip+i?cos^J  (16) 


91 
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Durch  Substitution  von  £'2(l  +  f2cosV)  für  *-  geht  diese  Gleichung 
bei  weiterer  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  c1  über  in: 

2n9b*fe*f\      J>*   ,  ,  1 

&t  -  ~ |  i  ~  *lT*  «>sty  J  (H) 

Liegt  der  Punkt  m  auf  der  Oberfläche  des  Sphaeroides.  so  wird  l'  = 
uud  Gleichung  (17)  geht  über  in 

7?2  =  2nQbfe%  [fs  +  'i  cos2^]  U8 

Es  besteht  auch  hier  bezüglich  der  absoluten  Grösse  eine  solche  Iden- 
tität der  Actionen  des  Wulstes  und  der  (S.  321)  gekennzeichneten 
Kugelschale  auf  den  Oberflächenpunkt  m  und  zwar  für  den  Fall,  dass 

eos2tj/  =  J 

also 

Wkl.  ^  =  54°  44' 8.2" 

ist  Dieser  Wert  von  y  mehr  dem  entsprechenden  Wert«  von  q>  be- 
trägt 90°.  Der  Winkel  tp  wurde  von  einer  Aequatoraebse,  der  Win- 
kel aber  von  der  Rotationsachse  aus  gezählt  Würden  beide  Winkel 
von  der  jeweiligen  Rotations-  oder  einer  Aequatorachse  aus  gemessen 
werden,  so  würde  mau  sie  einander  gleich  findeu.  Auch  hier  hat  also 
das  Potential  bloss  die  eine  Veränderliche  enthalten  —  auch  hier  ist 
also  die  Compoucntc  längs  des  Radiusvectors  der  absoluten  Grösse 
nach  in  unserer  Annäherung  mit  der  resultirenden  Action  identisch. 
Hätten  wir  hier  eine  ähnliche  Untersuchung  wie  Eingangs  für  das 
abgeplattete  Sphaeroid  durchgeführt,  so  hätten  wir  gefunden,  dass  die 
Richtung  der  Action  eines  homogenen  gestreckten  Rotations-Ellipsoides 
auf  einen  äusseren  Punkt  nicht  zwischen  den  Radiusvector  und  die 
Normale  füllt,  jedoch  ersterer  mit  ihr  einen  kleineren  Winkel  bildet 
als  mit  der  Normale. 

Die  Grösse  der  Anziehuug  des  Sphaeroides  selbst  finden  wr 
durch  Addition  der  Gleichungen  (10)  und  (17)  und  erhalten: 

Liegt  m  auf  der  Oberfläche  des  anziehenden  Sphaeroides,  so  ist 
b'=~b  und 

R  =  4tngbf[l  +  Je*  _^Cos^]  (« 

IV.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  diese  Methode  mit  den- 
selben Approximationsgrenzen  noch  zur  Berechnung  der 
Action  einiger  anderen  homogenen  Schalen  auf  einen 
f    ■•»*en  Punkt  anwenden: 

ja 
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a)     Wird  ans  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  ein  abge- 
plattetes Rotationsellipsoid  mit  sehr  geringer  Excentricität 

y  — — g  welches  denselben  Mittelpunkt  wie  die  Kugel  besitzt  — 

herausgeschnitten,  so  erhält  man  einen  Körper,  dessen  Action 
sich  leicht  folgendermassen  näherungsweise  berechnen  lässt.  Ist  r  der 
I^eitstrahl  des  Ellipsoides,  so  ist  die  variable  Dicke  unserer  Schale 
6  =  a  —  r  oder,  wenn  wir  die  anderen  Bezeichnungen  wie  in  Fig.  1. 
beibehalten, 

ö  =  a—  a(l  —  i«s)(l  +  ^2cos2A)  =  Jarsin2*, 

wofür  wir  in  unserer  Annäherung  ö  =  jÄe2sin2A  schreiben  können. 
Das  Potential  dieser  Schale  ist  somit 


ff 

V  =  \b*e*Q  B*n0f^d(O  [sin2qp  cog2^  _j_  cos»^  g*m*0  cos2 a> 

—  2  sin  <jp  cos  qp  sin  ß  cos  H  cos  «]. 

Die  frühere  Rechnung  berücksichtigend,  können  wir  also  gleich  auf- 
schreiben : 

oder 

V-  "i  [(i  +  A  ?)  *™*<P  +  (i  -  A  5)  cos2?] 
Daraus  ergiebt  sich  unmittelbar: 

fr        2*0 /A2  p  /,2  /,*  T 

Der  Differontialquotient  von  V  nach  *  (mit  geändertem  Vorzeichen) 
giebt  die  Kraft 

«-^[i+^-iJ-V]  (81) 
wofür  aus  früher  dargetanen  Gründen  wir  auch  schreiben  können: 

Ä  =  — *7r-  | J  +  1  pi- 1  jTi  C082(jpj  (22) 

Liegt  der  Punkt  i»  auf  der  Kugcloberfläche ,  so  ist  und 
Gleichung  (22)  geht  über  in: 

i?  =  2*pi/fe*[ii  - 1  cos2<p]  (23) 

Diese  sowie  die  späteren  Actionen  sind  eigentlich  wieder  nur  die 
Componenten  in  der  Richtung  des  Radiusvectors. 

11* 

i- 
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b)  Wir  wollen  jetzt  eine  Schale  betrachten,  die  eich  von  der 
vorigen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  das  ihre  iunere  Begrenznngs- 
fläche  bildende  Sphaeroid  ein  gestrecktes  Ellipsoid  ist 
Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  Figur  2.  im  Allgemeinen  behalten 
—  nur  ist  jetzt  der  Radius  der  Kugel  —  n  —  ist  das  Potential  der 
Schale 

v=  \t>*t-Q  J  J   sin** 

oder  —  wie  man  leicht  findet: 

1  ™*    m      I  *  +  | 

Für  die  Kraft  erhalten  wir: 

und  für  einen  KugelobcrrÜichenpunkt: 

I?  -  Sst«0[4|— ftmty]  (*) 

c)  Endlich  betrachten  wir  noch  die  Action  eines  Wulstes,  welcher 
dadurch  entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  aus  dem  abgeplatteten 
das  gestreckte  Kotationssphaeroid,  welches  mit  dem  ersten  central  ist 
und  diesellicn  Achsen  2a  >  2A  wie  jenes  hat,  herausgeschnitten  winl 
Bei  der  Berechnung  der  Action  dieses  Wulstes  benutzen  wir  beide 
Figuren  und  andern  die  Bezeichnungen  nur  insofern,  dass  wir  die 
Radicnvectoreu  der  Sphacroidalftüchcu  nach  den  zugehörigen  Anoma- 
lien des  Punktes  m  mit  r(V)  und  r^),  und  die  Anomalien  der  Paukt? 
fi  bezüglich  mit  A{y)  und  A(,r()  bezeichnen. 

Die  Dicke  Ö  des  Wulstes  ist  demnach: 

ö  =  r(f)— 

Es  ist  aber 

r(f)  —  Ä(lH-i^cos2A(v)) 

und 

>*(•/')  —  ^(l  +  |c8cos8A(,»,)) 

Daraus  folgt: 

d      {/>c*(co8aA(y)  —  cos*A(^)) 
Das  Potential  des  Wulstes  ist  somit: 

K  -  wff**^  <cosUw-cosUw) 
Nach  den  vorhergehenden  Rechnungen  ergiebt  sich  leicht: 
^  =     7—  Li  -     82+ 1  Ji  (cosV  -  COS**)  J 
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Für  die  Actiou  erhält  man: 

und  für  ciucn  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  abgeplatteten  Sphae- 
roides: 

R  =  27t9bfe^  +  3  (cos2?  -  cos  V)]  (27) 

Durch  Aneinanderreihung  der  drei  Schalen  III.,  IV.  c,  IV.  a, 
kauu  mau  eine  Kugclschale  mit  a  als  äusseren  und  b  als  inneren 
Radius  bilden;  die  Summe  der  Actioueu  dieser  drei  Schalen  muss 
demnach  der  Action  dieser  Kugclschale  gleich  sein.  Die  Addition 
der  Gleichungen  (17),  (22),  (26)  oder  der  Gleichungen  (18),  (23),  (27) 
liefert  in  der  Tat  die  Ausdrücke  für  die  Actiou  dieser  Kugelschale. 
Es  ist  klar,  dass  diese  Formeln  erst  dann  ciue  grössere  Bedeutung 
crlaugen,  weuu  die  Schalcu  auf  Körpern  mit  grösserer  Masse  auf- 
liegou,  da  sonst  die  Vernachlässigung  verhältuissmässig  bedeutend  ist. 
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1. 

Elementare  Ableitung  des  Newton'sehen  Oravitationsgesetzes 
aus  den  3  Kepler'sehen  Gesetzen. 

In  den  elementaren  Lehrbüchern  wird  gewöhnlich  nur  gezeigt, 
1)  dass  der  Flächensatz  aus  der  Annahme  einer  Centraikraft  deduört 
werden  kauu  und  2)  dass  im  speciellen  Falle  kreisförmiger  Bewegung 
diese  Kraft  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  gesetzt  werden 
muss,  wenn  das  3.  Kcpler'sche  Gesetz  gelten  soll.  Die  folgende  Be- 
trachtung wird  zeigen,  dass  man  auf  streng  iuduetivem  Wege,  nur 
wenigo  Eigenschaften  der  Ellipse  voraussetzend,  von  den  3  Kepler- 
schen  zum  Newton'schen  Gesetze  elementar  übergehen  kann.  Es  er- 
scheint mir  als  ein  Vorzug  des  vorzutragenden  Gedankenganges,  dass 
er  sich  dem  von  Newton  überlieferten  möglichst  anschliesst  (Der 
Unterschied  liegt  wesentlich  darin,  dass  im  Folgenden  die  Berechnung 
des  Krümmungshalbmessers  der  Ellipse  umgangen  wird).  Er  eignet 
sich  wohl  auch  zur  Behandlung  in  Prima,  weil  er  mehrfach  Gelegen- 
heit zur  Einübung  von  Sätzen  giebt,  die  dem  üblichen  physikalischen 
Lehrstoffe  angehören. 

Die  einfache  schwingende  Bewegung  kann  man  bekanntlich  als 
Projection  einer  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  auf  einen  Durch- 
messer ableiten.    Ihre  Beschleunigung  ergiebt  sich  —  als  Projection 

/2rc\8 

der  Kreisbeschleuniguug  —  gleich  dem  I -=r  1  -fachen  der  Elongation, 

weun  T  die  Schwingungsdauer  bezeichnet.  Setzt  man  nun  2  anfein- 
ander  senkrechte  Schwingungen  von  der  gemeinsamen  Dauer  T,  den 

71 

Amplituden  a  und  b  und  der  Phasendifferenz  ^  zusamm 
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tirt  eine  elliptische  Bewegung  und  man  erkennt  durch  Zusammensetzen 
der  Beschleunigungen  beider  Schwingungen,  dass  diese  elliptische  Be- 
wegung unter  dem  Einfluss  einer  nach  dem  Mittelpunkte  gerichteten 

—  J  R  ist,  wo  R  den  Abstand  eines 

KUipscnpunktes  vom  Mittelpunkte  bezeichnet.  Dieser  bekannte  Satz, 
dessen  Beweis  hier  nur  angedeutet  werden  sollte,  kauu  übrigens  durch 
ein  sphärisches  Pendel  von  kleinem  Ausschlag  experimentell  bestätigt 
werden. 

Unser  Problein  liegt  nun  folgendermassen  vor:  Ein  Punkt  bewegt 
sich  in  einer  Ellipse,  wenn  auf  ihn  die  Beschleunigung 


nach  dem  Mittelpunkte  0  wirkt,  und  hat  dabei  die  Umlautszeit  T. 
Wie  muss  eine  nach  einem  Breunpunkte  /'gerichtete  Beschleuni- 
gung p  beschaffen  sein,  damit  sich  unter  ihrem  Einflüsse  ein  Punkt 
in  derselben  Ellipse  mit  derselben  Umlaufszeit  bewegt?  —  Der  Win- 
kel, den  OM  =  H  mit  der  Normalen  der  Ellipse  im  Punkte  M  bildet, 
sei  vi,  der  Winkel,  den  FM  =  r  mit  derselben  bildot,  sei  a.  Die 
Geschwindigkeiten,  die  in  M  der  bewegliche  Punkt  besitzt,  wenn  er 
nach  0  bez.  F  hin  beschleunigt  wird,  seien  V  bez.  v.  Ist  endlich  q 
der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  im  Punkte  A/,  so  muss,  damit 
die  jedesmal  erforderliche  Normal beschleuuigung  vorhanden  ist,  gelten 

r-  »Cosa  v* 

i'COSvl  =-  — >      «COS«  =  —>       „  =  tto  (1) 

Aus  dem  Flächensatzc,  der  in  der  üblichen  Newton'schen  Art 
bewiesen  werde,  folgt  aber,  wenn  man  die  in  der  Zeiteinheit  beschrie- 
benen Ellipseusectoren  als  Dreiecke  berechnet,  und  die  Halbachsen 
der  Ellipse  mit  a  und  b  bezeichnet, 

nat>       7?cosJ  v 
i  VMcosA  =  Ärrcosa  «  — ,        m  -       .-.  (2) 
*  z  1         rcos«       V  ' 

Die  Eliminatiou  von  ~y  und  die  Einsetzung  des  Wertes  von  P  liefern 

2n\3/e3cosM 


er? 


2  cos3« 

Da  nun  der  Abstand  des  Puuktes  O  von  der  Tangente  in  M  das 
Mittel  aus  den  Abständen  der  beiden  Brcnnpuukto  von  derselben 

Taugeute  ist,  beide  ßrenustrablcu  den  Winkel  a  mit  der  Normalen 
M  bilden,  und  die  Summe  «1er  Brennstrahlen  l?a  ist,  so  folgt  leicht 

JlcosA  =  a  cos  et  (3) 
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was  sofort  zum  Resultat  führt 

J>  =  4*'.£  (4) 

Diese  Formel  entspricht  den  beiden  ersten  Keplcr'schcn  Gesetzen. 
Aus  dem  dritten  folgt,  dass  für  das  Sonnensystem  4*2  Tt  eine  Con- 

stante,  die  Centralbcschlcunigung  nach  der  Sonne  also  lediglich 
von  der  Entfcrnuug  abhängig  ist.  Das  erst  berechtigt  dazu,  ihre 
Ursache  in  einer  von  der  Sonne  ausgehenden  Kraft  zu  suchen. 

Dresden.  G.  Helm. 


2. 

Zur  Teilung  des  Winkels. 

Im  56.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  335  und  336  behandelt  Herr 
v.  Wasserschieben  folgende  Aufgabe: 

„Den  geometrischen  Ort  für  die  Scheitel  C  aller  derjenigen 
Dreiecke  zu  finden,  welche  die  Basis  BA  —  c  gemeinsam 
haben  und  so  beschaffen  sind,  dass  der  eine  an  der  Basis 
liegende  Dreicckswinkel  CBA  der  ?»te  Teil  des  Nebenwinkels 
des  andern  an  der  Basis  liegenden  Dreieckswinkels  CAB 
wird." 

Die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  wird  jedoch 
von  Herrn  v.  Wasserschieben  nur  für  die  beiden  besondern  Fälle 
n  •=  3  und  n  —  5  entwickelt,  und  zwar  gelangt  er  für  »  =  5,  indem 
er  B  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  BA  zur  positiven 
Richtung  der  z-Axe  wählt,  zu  dem  Resultate: 

(16x*  —  cV  —  (16x2+32ex  -  13c*)*y  — 16^  —  4c*  +  2cVr 

+  (16*4  +  15c*z*—  32cV  =  0. 

Von  der  Unrichtigkeit  desselben  kann  man  sich  leicht  durch 
folgende  allgemeine  Betrachtung  tiberzeugen: 

Für  irgend  einen  Punkt  C  der  Cnrve  besteht  gemäss  ihrer  Defi- 
nition die  Proportion 

1 

CB;CA  =  sincr:sin-a, 

n 

wo  der  Nebenwinkel  von  CAB  durch  a  bezeichnet  ist  Nimmt  man 
nun  a  so  klein  an,  dass  die  Sinus  ihren  Bögen  proportional  gesetzt 
werden  können,  so  geht  C  in  einen  Schnittpunkt  der  P~     ™H  der 
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jc-Axe  über,  und  wenn  noch  die  Entfernung  desselben  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  durch  p  bezeichnet  wird,  so  ist 

-  1 


oder 


n 


Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  der  allgemeinen  («-teilenden)  Cum, 
wenu  ihre  linke  Seite  nach  Potenzen  von  y  geordnet  wird,  ein  von 
y  unabhängiges  Glied  mit  dem  Factor  (« —  X)x  —  nc  enthalten  muss, 
und  dass  demnach  die  Endgleichung  des  Herrn  v.  Wasserschlcbcn, 
deren  letztes  Glied  durch  ±x  —  5c  teilbar  sein  müsstc,  nicht  richtig  ist. 

Da  auch  Herr  Emsmann  in  der  Zeitschrift  für  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  (Jahrgang  VII,  pag.  107)  nur 
die  besondern  Fälle  n  =  2,  3,  4  und  5  behandelt  hat,  überdies  für 
n  =  5  gleichfalls  zu  einem  falschen  Resultate  gelangt  ist,  so  dürfte 
die  Mitteilung  einer  Lösung  der  oben  aufgestellten  allgemeinen 
Aufgabe  gerechtfertigt  sein. 

Wie  ersichtlich ,  handelt  es  sich  (BC  =  a  gesetzt)  um  die  Eli- 
mination der  Grössen  a  und  «  aus  den  drei  Gleichungen 

1  .  1 

X  =  ff  COS  -  ff,      y  =  a  Sin  -  ff, 

n  —  1  .  _ 

«sin  et— csina  =  0. 

n 

Die  Anwendung  der  bekanuten  Formel 

sinm<p  =  (m)1cosw-1qp  sin<p  —  (m)3eosm-3<)p8in3<p  +  ... 

ff  a 
auf  sin(n — 1)    und  sina  =  sin».-  verwandelt  die  dritte  dieser  Glei- 

n  n 

chungen,  wrenn  noch  der  Kürze  halber  cos  «  =  $,  sin-«=  tj  gesetzt 

fi  ii 

wird,  in  folgende: 

«[(»— Di  l»-2n  -  («  - 1),  6— V+ («  -  Ds    V-  •  •  •] 

-c[    (»),    1— ^-    («)3  (*>6  ltt-V-..]=0. 

Nun  aber  ergiebt  sich  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 

ff         1  a 

and 

a«  =  + 

man  erhält  daher 


iL  man  erhält  dab 
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(*2+*2)[>- D,*-2- (H-l)aaf»-*y«  +  (»  -  1)3*— V  —  .  •  0 

-c[    (»),  (u)3    a:H-3y2+    (m){.  _...]  =  G, 

und  wenn  nach  steigenden  Potenzen  von  #  geordnet  wird, 


(»)i<ü 

-1):;- 

(»- 

1)1)*- 

(")ac3 

+/*•-*[((«- 

-ih- 

<»- 

-l)s>*- 

Wi«] 

— /x»-7[((«- 

-1)7- 

•  («- 

1)3)*- 

0. 


+   I 

welcher  Gleichung  uoch  durch  Bcuutzuug  der  Identität 

MkM  =  (w  — l)jk+i  —  (m—  l)k-l 

die  elegantere  Form 

J°H~l[_    ~^p*— Wt«  ) 


0  (A) 


.  ■  ■   x  «—13       (  v  1 


+   ' 

gegeben  werden  kann. 

Für  die  von  den  Herren  v.  Wasserschleben  und  Emsmanu  be- 
handelten Fälle  n  =  2,  3,  4,  5  erhält  man  hieraus  die  Special- 
gleich  uugeu 

x(x  —  2c)  +  y*~=0 

xi(2x  —  Sc)'\-yH2x+c)  =  0 

*3(3*  —  4c)  -f-  y  *x  (2x  -f  4c)  —     =  0 

*H4*— 5c)  +  10cyV  — y4(4*-fc)  =  0. 

Die  Curve,  welche  durch  die  Gleichung  (A)  repräseutirt  wird, 
hat  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punkt  /'  der* 
selben  die  Verbindungslinien  PB  uud  PA  mit  der  ^--Axe  Winl 
einschliesseu,  von  denen  der  erste  gleich  dem  wten  Teile  des  zw< 
ist;  sie  kaun  daher  kurz  als  das  verallgemeinert 
ilcnde  Folium  Cartesii  bezeichnet  w< 


Von  den  wichtigeren  accessorischen  Eig«ckaA» 
ich  noch  folgende  hervor: 

1)  Die  Curve  ist  von  der  -ten  ^^^J^Ta« 
geschlossenen  Teile,  der  sogenannten  Schleife,  -elehe  *e 

ta  »  *  =  0  nnd  *  -  ^  -  ^  ^ 

tankte  der  Coordinnten  .nahenden  -nd  i»  ü~dbei*  — 
laufenden  Zweigen. 

2)  Jede  dnreh  den  PnnVt  ^  gezogene  gerade  Linie  —  »J*  An** 
oahn.e  der  *-A*e  und  der  nm  ein  gan-es  Vielfach«  von  .  _  ,  r~ 
M  geneigten  0^^,^  i£  ~ 

einze>ne  Strafen  gegen  einander  nm  de.  Winke.  -  «L 
Der  der  positiven  Seite  der  ,-Axe  «**  Strahl  bil-M       ^  den 


Winkel  -« 


,  Die  >.  M.  »»-TÄ-  ^ 
genen  Tangenten  schlössen  mit  der  x  Axe 

den  ganzen  Vielfachen  von  \  sind,  so  dass  al*>  für  ein  gmte  • 
die  rA»  zn  den  Tangenten  *S J.£ 

gcnten  auch  die  - 
Cnrve;  nnr  in  dem  lalle,  dass  die  r  ^ 
im  Falle  eines  ungeraden  n+1,  ist  statt  AsrmpU^  z» 

dnrch  die  Gleicbnng  n*+*  =  0  defimrte  Gerade  ab  Asymptote  « 

wählcn-  .     lft7fl  A.  Radicke. 

Bromberg,  Deccmber  18<*. 


3. 

Tragen  ans  der  mathematischen  Geographie  znr  t'e.nnf . 

Sei  a  der  Radius  des  Aeqnators,  b  die  halbe  Azc  der  Erde,  in 

Mcter  ioga  =  n.pn  4  6434 

logÄ  =  6,*»3  190a 
Gleichung  (k-s  Meridians 


_2  ..2 


332  Miscellen. 

oder,  iu  der  Breite  ß  dargestellt, 

x        cosp  :    y  =  —  sinp 

r,*  =  «^cosV+^siu-'/J 

1,  Frage.  Wie  gross  ist  der  Abstand  zweier  Orte  Ton  gleicher 
Breite  deren  Mittage  um  1  Minute  differiren,  längs  dem  Pardlel- 
kreisc  V 

Rr      Ite2  cos  /* 
Antwort.  36U  ~  360^ 

för  Berlin  (£  —  52,5°)  —  16  975,45  Meter 

2.  Frage.  Wie  weit  muss  mau  von  der  Breite  ß  aus  nach  Nor- 
den gehen,  um  dem  Erdmittelpunkt  um  1  Liuiencinhcit  näher  zu 
kommen  (die  Linieneinheit  als  unendlich  klein  betrachtet)? 

Antwort. 


8r     («*  —  ^jsin/Jcos/S 
wo  *  den  Meridianbogen,  r  deu  lladiusvector  bezeichnet,  und 

rJ  =  «*cos20+&*sin20 

ist.   Für  Berlin 

-     =  309,1912 

3.  Frage.  Von  welcher  Breite  aus  ist  die  Auuäherung  an  den 
Erdmittelpunkt  die  schnellste? 

Autwort.   Die  Breite  wird  durch  die  Gleichung 

bestimmt,  welche  ergiebt: 

tg/5  =  ~  ;    0  =  45°1'47",6 

4.  Frage.  Wie  weit  muss  man  bei  schnellster  Auuäherung  nach 
Norden  gehen,  um  dem  Mittelpunkt  um  1  Einheit  näher  zu  kommen? 

Antwort.  jjXf \  =  298,9130 

5.  Frage.  In  welcher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Meridian- 
bogen gleich  einem  ebensoviel  Grad  enthaltenden  Aequator bogen? 

Antwort.  Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  ö*  -  adß 
oder  r3  =  ab\  welche  ergiebt: 


^^^^ 

Digit  ^^^Soglfc 
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« -  ©•+  er 

0  =  54°  4G'  50",8 

6.  Frage.  In  welcher  Breite  ist  ein  unendlich  kleiner  Meridian- 
bogen gleich  dem  Parallelkreisbogen  von  ebensoviel  Grad? 

Antwort.   Die  Breite  wird  bestimmt  durch  die  Gleichuug  3*  -=  xdß 

oder 

—  ljcos3p+cosP  =  1 

welche  ergiebt: 

ß  —  6°  34'  38",1 

7.  Frage.  Um  wieviel  ist  der  in  1.  Frage  verlangte  Abstatid 
längs  dem  Parallelkreis  grösser  als  der  kürzeste  längs  der  Oberfläche, 
wenn  die  Mittagsdifferenz  unendlich  klein  genommen  wird? 

Antwort.  Ist  X  die  Längendifferenz,  a  der  kürzeste  Abstand, 
so  ist 

e 

ein  Bogen  der  Ellipse,  deren  Halbaxen  sind 

-y«*—(a*— &*)<?*  und  i 

a 

aj    x\  (**— c*)  (af — **J 

ein  reines  Integral  3.  Gattung,  4.  Form  ohne  Coefficienten.  Durch 
letztere  Gleichung  wird  c  bestimmt,  während  er,  6,  x  bekannt,  und, 
wenn  ft  die  Mittagsdifferenz  in  Minuten  bezeichnet, 

ist.   Für  unendlich  kleines  k  wird  der  Hauptwert: 
für  Berlin 

-  0,008475751  Meter  für  p  =  1 

R.  Hoppe. 
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4.  . 

Zur  Integration  irrationaler  Ausdrücke. 

In  Folgendem  soll  ein  einfacher  Weg  angegeben  werden,  die 
beiden  Integrale 

(1)  J. Pffx   und  (2) 
zu  bestimmen,  in  welchen 

n  •      <»•  w(w — 3)   ,       .     n(n— 4)(« — 5)  .  m 

(3)  i"  =  a«-iPV-2+  -i—V*«-*--      123  y*»- 

und  wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute. 

Was  die  irreductible  Gleichung  (3)  anbelangt*),  so  ist  dieselbe 
zuerst  von  Moivre  aufgestellt  und  algebraisch  gelöst  worden.  Sie 
nimmt  durch  die  Substitution 

•-*(•+;) 

die  geschlossene  Form 

an,  und  daher  können  wir  die  Integrale  (1)  und  (2)  durch  die  fol- 
genden ersetzen 

da)  «*(•+;)  (2a) 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integral 

M 


Substituten  in  dasselbe  für  u  die  Exponentialgrösse  und  zerlegen 
es  in  die  Summe  zweier  Integrale 

Um  das  erste  dieser  Integrale,  welches  mit  F(k)  bezeichnet  werden 
soll,  zu  bestimmen,  setze  man 

M  _____ 

•)  Kulcr,  Analysis  d.  Unendlichen,  p.  IC.  Iid.  3. 
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dann  wird 


Nun  ist  aber      fZT^t»  s^e^  ausführbar  und  möge  f(v)  liefern,  dann 


wird 


ti 


Das  zweite  Integral  in  (lb)  wird  durch  die  Bemerkung  erhalten,  dass 
es  aus  dem  ersten  hervorgeht,  wenn  — X  an  die  Stelle  von  -\-X  ge- 
setzt wird;  es  hat  also  die  Gestalt 


daher  ist 

F(X)  +  F(- 1)  =  Ve»l+e-* 

n  n   

und  weil 

=  -     und    V*1* =  — 
so  ergibt  sich  für  das  Integral  (1)  die  Lösung 

wobei  r,  und  r2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

r*_|_-r_|_l  =  0 

sind. 

Das  Integral  (2)  kann  in  aualoger  Weise  gelöst  werden.  Wir 
erhalten,  wenn  wieder  ti  =  e?-  gesetzt  wird,  die  beiden  Integrale 


/eKlX  s       P  e 

»  J  « 


V  «wA  +  e~"*  Vew* + er- 

setzt man  hier 


=  t? 


und  bezeichnet  das  ersto  Integral  mit.  F(k),  so  wird 
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Das  zweite  Integral  wird 

n-i)  -  vi*  *~*  ) 

bilden  wir  die  Summe  und  ersetzen  die  Exponentialgrösse  wie  früher, 
so  entsteht 

F(l)  +  Fi.-  M  =  i  [f (|  ra)  +  /  (|  rf)  } 

welches  die  Lösung  des  Integrals  (2)  ist  Die  Bedeutung  von  f  und  r 
ist  dieselbe  wie  vorhin. 

Dresden,  im  Januar  1879.  Hans  Gebhard. 


5. 

Geometrische  Summation  einer  arithmetischen  Reihe. 

A  sei  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  wir  tragen  auf  dem 
einen  Schenkel  desselben  Stücke  ab: 

AB  =  13  lix  =  //j  li^  =  . . .  =  1 

ebenso  auf  dem  andern  Schenkel 

AD  -  DDX  —  I\Dt  «=...=  1 

In  den  Puukten  /?,  £>  errichten  wir  Senkrechte,  die  sich  bzhw.  in 
C,  C,,  C2  ...  treffen.   Wir  erhalten  dann  die  Quadrate: 

ABCD,  AB&Dn  ABiCvDt  ... 

Nun  ist: 

Fläche  BCDBXCX  0,-2X1  +  1 
„     B&D&CtDt  =  2X2  +  1 
„     B,t-2C»-2Du-2BM-iCn-\DH-i  -  2(n  — 1)  +  1 

=  2n-l 

Quadrat  ABH-\CH-\DH-\  —  n8 

Also 

1+3+5  +  . ..  +2»-l  =  n* 
Wien,  1.  December  1878.  Emil  Hain. 
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XX. 

Die  Radicalaxen  der  wichtigsten  Symmetriekreise 

des  Dreiecks. 

Von 

Emil  Hain. 


X  sei  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Coordinatendreiecks  ABC 
(BC  =  «,  Winkel  CAB  =  «)  mit  den  proportional  den  Seitenabstän- 
den gewählten  Coordinaten  xa  n  rc.  Mit  Uy  .7,  F  bezeichnen  wir 
beziehungsweise  die  Mittelpunkte  des  dem  Dreieck  umschriebenen^ 
eingeschriebenen  und  durch  die  Seitenmitten  gehenden  Kreises.  Ihre 
Gleichungen  sind: 

Saxixc  —  0 

2a2(b-\-c—  a)8Xrt2—  2£bc(c+a  —  b)(a  +  b  —  c)xbxc  =  0 
£a  cos  axa2 —  2axbxe  =  0. 

Ist 

2g<xaTa*-\-%2gbcXbxc  =  0  =  (gaa,  gbc) 
die  Gleichung  eines  Kreises,  so  ist  (Archiv  LX  78) 

f^gcc-^^gbb  —  2bcgbc  =  const  =  G. 
Für  den  Um-,  In-  und  Feucrbach'schen  Kreis  ist: 

G„  =  2abc,    Gi  =  4a8&*cs,    Gf  —  iabc. 

Durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  (gaa,  gbc),  (gaa\  gbc')  geht 
der  Kegelschnitt  (gaa-\-lgaa,  gbc-{~lgbc').  Degenerirt  derselbe  iu  ein 
System  von  zwei  Geraden,  so  ist  die  eine  von  diesen  die  Radical- 
axo  der  beiden  Kreise,  die  andere  die  Verbindungsgerade  der  imagi- 
nären Kreispunkte,  die  uueudlich  ferne  Gerade  der  Dreieckebene. 
Also  ist  d 


Teil 
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2(<?<m  +  l§m9  2  Z(gbc  +  lgbc')rb  rc  —  £axa .  2«,  ar«, 

Die  Gleichungen: 

fl«,  =  0a«  +  Igaa'y    bCj  +  oft,  =  2gbc  +  2A^c' 

ergeben: 

Die  Radicalaxe  der  Kreise  (gaa,  gbc),  {gm,  gbc')  ist  also  die  Gerade r 

/  gaa  gaa'\ 

Bezeichnen  wir  die  Radicalaxe  zweier  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten P,  Q  mit  Jipq ,  so  ist: 

Äw,  =  a(&+c-a)* 

Ruf  =  cos  « 

Rif  =  a(a  —  6)  (a  —  c). 

Die  RHi  geht  durch  den  Punkt  i  — c,  den  unendlich  entfernten  Punkt 
der  Harmonikaien  des  Inkreiscentrums,  welche  also  auf  der  UJ  senk- 
recht steht. 

Die  RM/  ist  die  Harmonikale  des  Höhenschnittes.   Die  By  geht 
durch  den  Punkt 

Z  ==  6c(i  ~  «)*    +  «  —  «)• 

Die  Coordinaten  dieses  Punktes  genügen  auch  der  Gleichung  des 

I  nkreises :   

2ia{b+c  —  a)xn  =  0. 

Jede  Tangente  n,  des  Inkreises  muss  die  Gleichung 

Za(b-\-c —  <*)blcl  —  0 

befriedigen.    Dies  geschieht  für  at  =  a(a  —  b)  (a  —  c). 

Sonach  ist  die  Ri/  Tangente  des  Inkreises.   Inkreis  und  Feuer- 
bach'scher  Kreis  berühren  sich  in  Z. 
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AM  4er  Sae*  BC  *s  Prv*v*s  ABX  w»  fc^e»*»  ISwalU* 

■  » 

wo  m  eime  beliebig«  oi»  Zakl  ist.  Beiwohnen  «MA  *M*X  ^.1  > 
die  Normale»  xtm  A<  a*f  SC,  CAy  AB%  so  gibt  die  Kigur: 

M«)  =  0 

2(-— 1)F 

^)  =  wo 

Walen  wir  trimetrisehe  Coordinaten ,  die  dioaeu  AuadrnYketi  proptir 
tional  sind,  so  erhalten  wir: 

Ae  =  0  (m— \)c  b 

Ebenso  ist 

Nach  dem  Carnot'sehen  Satze  liegen  die  sechs  Punkte  Ah  aul 
einem  Kegelschuitte 

wo  die  den  Normalen  X(a)  des  Punktes  X  proportional  und  dto 
gaay  gbc  zu  bestimmen  sind. 

•4  h« 
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Setzen  wir  die  Coordinatenwerte  von  Aby  Ae  in  diese  Gleichung 
ein,  so  folgt: 

9»  c*  +  9cc(n  —  l)*b*  +  2gbc(n  —  l)br  —  0 
gbb(n  - 1)  V  +  gccb*  +  2gbc(n  - \)bc  -  0 

Die  Subtraction  dieser  Gleichungen  gibt: 

gibigce  =  &*:c2,      gaa  =  ow*, 

wo  oü  einen  Proportionalitatsfactor  bezeichnet.  Diese  Werte,  in  eine 
der  vorigen  Gleichungen  eingesetzt,  bestimraeu: 


2gbc  =  -  <obc{     n_tl  J 


Der  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  Ab  liegen,  hat  also  die  Gleichung: 
(n  —  l)2a*xa*  —  («*—  in+2)£bcxixc  =  0 

Bezeichnen  wir  mit  Acm,  Abm  ein  Punktepaar  auf  BC  in  der  Auf- 
einanderfolge 

BAcmAbwC 

so  dass 

BAcm  Aln,C 
n  u 

Dann  ist 

Acm  =  0  («— l)c  6 

^U™  =  0  e  («— 1)£ 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  auf  welchem  die  Abw  liegen,  lautet : 

m(n  —  m)2a*Xa2  —  (2w*— 2mn-\-ni)2bcxbxc  =  0 

Denken  wir  uns  die  Teilung  der  Seite  BC  über  B  und  C  hinaus  fort- 
gesetzt und  bezeichnen  wir  mit  Ac~m  Ab~m  Punkte  auf  BC  in  der 
Folge 

Ac~m  B  CAb-» 

für  welche 

i/ia 

A~mB  =  —  =  CAb~,n 
n 

Es  gelten  dann  dieselben  Beziehungen,  nur  ist  das  Vorzeichen  von  m 
in  das  entgegengesetzte  zu  verwandeln. 

II.   Wird  in  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  S 

(H  —  l)2a*xai  —  (n*—2u  +  2)£bcxbXc  =  0 

« — 1=0,  so  fallen  je  zwei  Punkte  Ab  mit  den  Ecken  des  Dreiecks 
zusammen  und  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  hat  die  Form: 

£bcxbxc  =  0 
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Das  ist  die  Gleichung  eines  dem  Urdreieck  umschriebenen  Kegel- 
schnitts. In  A  sind  die  Punkte  BnCa  verewigt;  weil  aber  BaCa  pa- 
rallel BC  ist,  so  ist  für  den  Fall 

u  — 1=0,    m  =  u 

der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  welche  die  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks ?u  den  Gegenseiten  parallel  gezogenen  Geraden  berührt.  (Ar- 
chiv LXII.  Seite  435.). 

Sollen  die  Coefficienten  der  xbxc  verschwinden,  so  sagt  die  Be- 
dingung 

m*  — 2m+2  =  0, 

dass  es  keinen  reellen  Kegelschnitt  <S  giebt.  dem  das  Dreieck  ABC 
polar  entspricht. 

Der  Kegelschnitt 

2  OaaXa*  gbcXbXc  =  0 

ist  ein  Kreis,  wenn 

b*gCc  "f*  ci9*>b  —  2bcfßc  =  const  =  G 

Für  S  werden  die  drei  Werte  von  G  verschieden,  der  Kegelschnitt 
S  ist  (den  Fall  des  gleichseitigen  Dreiecks  ausgeschlossen)  kein  Kreis. 

Nach  Schendel  (Elemente  der  analytischen  Geometrie,  Seite  79.) 
ist  für 

,       gu  ,  gec  %2gu 
A"  """  b*  T  c2  bc 

der  Kegelschuitt  (gM,  gbc)  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel,  je  nachdem  0 
negativ,  Null  oder  positiv  ist.   Für  unsern  Fall  wird 

Alle  Kegelschnitte  S  sind  sonach  Ellipsen.  Für  u  «*  2  erhalten  wir 
die  Gleichung  der  Ellipse,  welche  die  Dreieckseiten  in  den  Mitten 
berührt;  sie  lautet: 

Ea%j-,r  —  2£l/cxbxc  0 

III.   Setzen  wir 

S      ZatTa*  +  2tZbcjchxc 

t**  —  2u+2 

2f  =  -t- 

u  —  1 

so  hat  die  Polare  eines  Punktes  f  in  Bezug  auf  S  die  Gleichung: 

dS         dS  BS 

S  für  die  *  die  £  substituirt  werden. 
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ist: 


Dio  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Dreieckebene 


axa~\-bxb-\-  cxc  =  0 

Soll  4  der  Mittelpunkt  von  S  sein,  so  müssen  die  £  den  drei  Glei- 
chungen genügen: 

Der  Punkt  |  ist  also  der  Symmetriepunkt  be.  Die  Kegelschnitte  S 
haben  also  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt,  den  Schwerpunkt  des 
ürdreiecks. 

IV.  Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  S  ist  ein  Büschel,  des- 
sen Elemente  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei  imaginären  Punkten 
berühren. 

Quadriren  wir  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden,  so 
erhalten  wir: 

Die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 

2a*xa%  —  0,      ZbcxbXc  =  0 

liegen  also  auf  der  unendlich  fernen  Geraden,  indem  zwei  Paare  in 
je  einem  Punkte  zusammenfallen. 

Dio  Kegelschnitte  S  sind  also  concentrisch ,  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen. 

V.  Ist 

Qaa    Qab  gac 

4  =   gba  gbb    gbc   ,     gut  =  gki 

gca    geh  gee 
gaa    gab    gac  O 

gba  gbb   gbc  b 
gca  geb  gec  c 
a     b      c  0 
so  ist  der  Flächeninhalt  O  der  Ellipse 

2gaaXa*  +  2E gbc  *bXc  =  0 

gegeben  durch  den  Ausdruck: 

2abcFJn 

(Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte,  Seite  530.) 
Für  die  Ellipsen  S  ist: 

A  —  (2e  +  l)(c  —  l)»a*A*c8 

D  3(«  —  l)*4pb*4* 

2Frc_  2f  +  l  _  \Fn   ug  —  3u+3 
•  ~  3V3*  £-1  ~  3V3* 


Wien,  Jänner  1879. 
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XXII. 

Zur  Involution. 

Von 

Emil  Hain. 


Bezeichnungen. 

ABC  sei  das  Fundamentaldreieck,  BC  =  a,  Z-CAB*=>u, 
A  ABC  =  F. 

P  sei  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene  dieses  Dreiecks,  I\a)  die 
Normale  von  P  auf  BC.  Wir  bezeichnen  die  trimetrischeu  Coordi- 
nalcn  von  P  mit  p„,  />&,  pc  und  nehmen  diese  den  Scitcnnormalen 
P[a)  proportional  an,  so  dass 

I\a)  =  paw,    l\h)  —  />öw,    P{c)  =»  peW 
'  apa-\-bpb-\-cpc 

Dass  *„,  x6,  j-e  die  Coordinaten  des  Punktes  X  seien,  zeigen  wir  an 
durch : 

X~  x<i        xb  xc 

Die  Gleichung: 

wo  aj,  <?!  constant,  und  die  xa  variabel  sind,  gehört  einer  bestimm- 
ten Geraden  ©  an,  und  wir  drücken  dies  aus: 

&  =  a,  b}  cx 

Ist  pa  («i)  eine  symmetrische  Function  von  b,  c  und  gehen  p&,  pe 
(*„  c,)  durch  cyklische  Substitution  der  «,  6,  c  aus  pa  («,)  hervor, 
so  heisst  P  ein  Symmetriepunkt  (uud  ®  eiue  Symmetriegerade)  des 
Dreiecks.   Wir  schreiben  dann:  P  =  pa,  ß^Oj, 
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Bezeichnen  J,  S,  U,  H  Inkreiscentram,  Schwerpunkt,  Umkreis- 
centram, Höhenschnitt  des  Fandamentaldreiecks,  so  ist: 

JSl,   S  =  hc,    U  ==  cos  o,   H=  cos|3cosy 

Die  Gerade  ©  =  b —  c  enthält  alle  Symmetriepunkte  gpa+A-J-c, 
wo  qp  parametrisch  den  einzelnen  Punkten  entspricht. 

Verlängert  man  die  Höhe  von  A  auf  BC  über  ihren  Schnittpunkt 
Ha  mit  dieser  Seite  bis  Af,  so  dass 

HaA'  wm  <pa  +  b  +  c 

und  zieht  man  durch  A'  zu  2?C  eine  parallele  Gerade,  so  bilden  diese 
Normalen  auf  die  Höhen  ein  Dreieck,  das  dem  Urdrciecke  ähnlich  ist. 
Der  Homologiepunkt  beider  Dreiecke  ist  der  Punkt 

P  =  cpa-\-b-{-c 

Für  HaA'=  a,  <p  =  oo  erhalten  wir  den  Grebe'schen  Punkt  G  =  a. 

Schneidet  PA  die  BC  in  und  ist  17«  der  vierte  zu  Pa  bezüg- 
lich BC  harmonische  Punkt,  so  liegen  die  Ua  in  der  Geraden  pbpe, 
welche  die  Harmonikale  von  P  heisst  und  die  gerade  Polare  von  P 
bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  ABC  ist  P  heisst  der  harmonische 
Pol  der  Geraden  nanbnc. 

Die  Punkte  P  =  pa,  Q=ptpe  heissen  reeiproke  Punkte.  Ihre 
Construction  beruht  darauf,  dass  AP,  AQ  mit  AJ  dieselben  Winkel 
bilden. 

Die  Geraden  ©  =  ati  ©'=*!<?,  heissen  reeiproke  Gerade.  Für 
sie  ist  der  Winkel  AXAJ  gleich  dem  Winkel  AX'AJ  auf  der  andern 
Seite  von  AJ,  wo  A„  At'  die  Schnitte  der  ©,  ©'  mit  BC  sind. 

Liegen  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  zweier  Punkte  Q 
mit  den  Seiten  symmetrisch  zu  den  Seitenmitten ,  so  ist  für  P  =  pa 

Ist  Sa  die  Mitte  von  BC  und  liegen  die  Schnittpunkte  zweier 
Geraden  ©,  ©'  mit  den  Seiten  zu  den  S(l  symmetrisch,  so  ist  ©  =  «fc 

©'  =  «Vi. 

I. 

Eine  beliebige  Gerade  ©  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreiecks 
ABC  werde  von  BC  in  Al%  von  den  Transversalen  PA  eines  Pauktes 
P  in  getroffen.  Aj$a  sind  Punktpaaro  einer  Involution.  Die 
Coordinaten  des  Centraipunktes  O  derselben  sind  zu  bestimmen. 

Für  P  =  pa,  @==a,  ist: 


by  Coogl 
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At==0  c, 

Die  Parallele  zu  @  durch  P  treffe  BC  in  At.  C,C, 
schneiden  sich  in  A;  B,%,  C&h  in  «.   ^«  tri^t  @  in  O. 

Wir  erhalten: 

A     =   0  y,  —ßi 

«,  =  aiibpb  +  cp^—aibipb+Crfc) 
Die  weitere  Rechnung  gibt: 

O  =  b1c1pa[(abl  —  chb)pb  +  {ac1  —  a^c] 

Für  P=l,  @  =  1  wird 

d.  h.  die  Halbirungslinien  der  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  treffen 
die  Gegenseiten  in  Punkten  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkte«  mit 
den  inneren  Winkelhalbirenden  zu  den  erstcren  conjugirte  Punkte 
einer  Involution  sind;  der  Centralpuukt  derselben  liegt  zugleich  auf 
derjenigen  Geraden,  welche  den  Grebe'schen  Punkt  des  Dreiecks  mit 
dem  Inkreiscentrum  verbindet. 

Ist  ©  die  Harmonikale  von  P,  also  o,  =  pbpc,  dann  erhalten  wir 

0=pu  (2ap„  —  bpb  —  cpc) 

Ist  also  die  Construction  des  Punktes  P  bekannt,  so  kann  die 
des  Punktes 

0  =  pa  (2aj»rt  —  bpb  —  cpc) 

anf  folgende  Weise  ausgeführt  werden: 

Die  Harmouikale  von  P  trifft  BC  in  II*,  PA  in  Der  Centrai- 
punkt der  Involution  UJ$a  ist  der  Punkt  O. 

Die  allgemeine  Form  des  Punktes  O  ergibt  noch  Folgendes: 

Dreht  sich  ©,  während  P  fest  bleibt,  um  einen  Punkt,  hat  also 
at  die  Form  gpa'-f-a":  dann  sind  die  Coordinaten  xa  von  O  bezüglich 
q>  dritten  Grades  und  der  Ort  von  0  ist  eine  Curve  dritten  Grades 
vom  Geschlecht  Null. 

n. 

PA,  QA  treffen  die  BC  in  />«,  Q*.  Die  Paare  B,  C  und  Pa,  Qa 
bestimmen  auf  den  Dreieckseiten  Involutionen,  deren  Ccntra  Sa  in 
einer  Geraden  liegen. 
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Ist  Sa  dio  Mitte  von  BC,  so  trifft  SbSc  die  BC  in  dem  zu 
conjngirten  Punkte.   Die  Verbiudungsgerade  der  Schnittpunkte 

(SbC\  ScPah  C&Qb, 
trifft       in  Sa.   Nun  ist: 


5a  =  0 

h 

P«==0 

Q«=0 

qb 

wenn  P  =  pa,  Q  =       Es  ist  S&6'=  yiC,  5CB  =  ^iB;  ferner: 


=  «J>c 

—  bpe 

=  aqb 

cqe 

—  cqb 

= 

0 

—  apc 

—  agfc 

0 

Die  Verbinduugsgcrade  dieser  Punkte  hat  die  Form: 

apcqi,  cpcqc  bpbqb 

Also  ist: 

Sa  S  0  p6  ff<  —  ca/)c  pa  qc  qa 

Die  3*0  liegen  demnach  iu  der  Geraden  bcpbpcqbqc 

Der  harmonische  Pol  dieser  Geraden  ist  der  Punkt  X=apmqn 
Die  Construction  von  X  ist  also  folgende : 

PA,  QA  (P  =  i>a,  Q  =  qa)  treffen  BC  iu  /'„,  Qa.  Sa  sei  die 
Mitte  von  BC\  Die  Verbindungsgerado  der  Schnittpunkte  (AC,  SePa), 
(AB,  SbQa)  treffe  BC  in  &.  Xa  trenne  BC  harmonisch  von  Sa. 
Die  yUTa  schneiden  sich  in  X. 

Fällt  P  mit  Q  zusammen,  so  wird  i*a  =  Qa  ein  Doppelpunkt  der 
Involution,  und  X  erhält  dio  Form  apm*. 

Für  />=  G,  Q  =  1  wird  X=  a*.   Weitere  Specialfalle  sind: 

P  =  pa,        Q  =  fbpc,  X=a^G 
P==pa,       Q  =  b*c*pb  pc,  X~S 
P=pa,         Q==S,  X=  P 

III. 

P  und  ©  seien  ein  beliebiger  Punkt  und  eine  beliebige  Gerade 
kl  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.    PA,  ©  treffen  BC  in  Pa,  At. 
ie  Ecken  BC  bestimmen  mit  dem  Punktpaar  Pa,  At  eine  Involution 
*,  dem  Centrum  Xa.   Die  AXa  schneiden  sich  in  einem  Punkt. 
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Sa  sei  die  Mitte  von  BC,  r  =  p.,.  %  ==  *j  i^t 
S*C,  SM,  sehneiden  sich  in  den  Punkten: 

Die  Verbindungsjrennie  dieser  P^nkia  trif!  4e  ji 

Sonach  begegnen  ska  <üe  AX.  ia  X  = 
Specieile  Werte  smi; 

P  =  ^  =  T,  X  = 

P  =  ?t.      3  =  1.         x  =  *h 
Achnlkh  äa&g  im  i^a  rid; 


Cr' 


Die  Scha;^«nto         Sosa  s&lrt»  Ir^At  jui  -tr 
in  der  Ebene  ie*t**:.:eü  le^inwi   mr  u-i  JL--«.'*  *.r  ^ 
drei  InvoInt>:  a»*n .  ixr*!L  1/«xriT»  jl  «i«r  vn~*Xr\  —  - 

©j  =  (ä  =  lz  dbl  2'^  jl  -fU-  -üy-  w  U^-pei  uj»  °.-&t*a  v 
die  Paare  B.  C  xiii  —  .  (rtfr»;*t*»Jii»4i  xir«i>itr>n>i^i  nrx  s**  .. 
Ac^oj.    Diese  hr  u  -  c^«~  dn  lid-ujisuiiMij»  i>—  . 

Pnnkte-«.  ftr  ^  =  ^ da  nu^uUir:!  Hi».  lf*~*c* 
ebene;  ktzvr**  WC  WX  uumirwluur  att  u-u  '.im«««** 


JV 

Die  Sdmmpnuicti  uer  lrrei*^*?!»**  im:  eu#»rii  Kepeiribiiir  üt- 
rthniDeB  mr  IKt  Lci»ei        >rwük«  an'  uet  uapü^  ü:e 

bro^vtamev  oerei.  l*iitmipuiük  u  elfter  Uer*uet  b-^et. 

Die  fefamujjttAku     .  V  tt^^i^t  tti       fa,^,  ; 


Dam  foig* 
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&C  =  0  1  0 

Sc<Da  =  agbb  —  bgub  Ha—ff*) 

(SbC\  Sc®,)  ==  b{a—ghc)  0  —  agbb 

ScB=0  0  1 

SftVa  =  —  a(a-\-gbc)  cgbb  c(a+gbc) 
(SblPa,  SCB)  =  cgbb  0 

Die  Verbinduagsgeradc  der  Punkte 

(&C,  SeOa),   (SbWay  SCB) 

hat  die  Form: 

<*(«-\-9hc)  —cgbb  —bgee 

und  schneidet  die  BC  in 

Sa  =  0  abgtc  —  cagpb 

Die  So  liegen  also  in  der  Geraden  bcgw.  Für  den  Feuerbach- 
schen  Kreis  (Neunpunktkreis)  ist  ga(l  =  «cos«,  bcgaa  =  cos«. 

Die  Harmonikale  des  Höhenschuitts  geht  durch  die  Contra  der 
drei  Involutionen,  welche  der  Feuerbach'scbe  Kreis  mit  den  Ecken 
des  Dreiecks  auf  dessen  Seiten  bestimmt. 

Bilden  die  Kegelschnitte  (</oa,  gu)  ein  Büschel,  so  geht  die  Ge- 
rade der  Involutionscentra  durch  einen  festen  Punkt. 

•  *  *  • 

Zugleich  erhellt,  dass  durch  Protection  der  vorigen  Figuren  all- 
gemeinere Sätze  erhalten  werden,  in  welchen  statt  der  unendlich  fernen 
Punkte  der  Drciecksciten  Schnitte  derselben  mit  einer  beliebigen  Ge- 
raden, und  statt  der  Involutionscentra  die  zu  diesen  Schnitten  conju- 
girten  Punkte  auftreten. 

Wien,  April  1879. 
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XXIII. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Teilbarkeit. 

Von 

Karl  Broda. 

Abdruck  »äs  d«m  Programme  der  k.  k.  R«al»chuU  in  C»rolin*atbal  (Prag). 


Es  sei  die  dekadische  Zahl 

Z=  00  +  ^10+  ...  aw10w+ot4filO'M+  ...  asb.lO^  +  ^fi       +  l  + 

...Ä3h103«+ä3(i+i103w+1+... 

auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  zu  untersuchen,  wobei 
%  . . .  äs*,  . . .  fon  die  einzelnen  Ziffern  vorstellen,  so  ist  bekannt- 
lich Z  durch  p  teilbar,  wenn  in  der  Gleichung 

1  :p==0  +  -° 


I0»;p  =  r/M  +  ^ 

bestimmt  sind,  wobei  durch  Qj,  qt  ...  nur  ganze  ;Zahlen  ausgedrückt 
werden.   Es  ist  daher 
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1 

rl  — 

10  - 

PQi 

■ 

• 

10*- 

• 
• 

« 
• 

• 

• 

10»  — 

• 

PI» 

(2) 


Verwandelt  man  nun  einen  gemeinsamen  Bruch,  dessen  Nenner  p  ist, 
in  einen  Decimalbrnch ,  und  ist  p  eine  solche  Primzahl,  dass  sich 
eine  geradstellige  Periode  von  2n  Ziffern  ergiebt,  stellt  a  irgend  eine 
constante  Zahl  vor,  so  besteht  die  in  meinen  Entwickelungen  in  Gru- 
ner^ Archiv  (1874)  56.  Teil,  Seite  90  aufgestellte  Relation 

# 

R  =  ^N-Z  (3) 

Beachtet  man  die  dort  für  i?,  N  und  Z  angenommene  Bedeutung,  so 
liefert  mit  Berücksichtigung  der  hier  durchgeführten  Bezeichnung 
Relation  (3)  folgende  Gleichungen 

ro  +  r»+i  =  »*i+rH+2  —  r2+r«+3  ■«  ...  —       .   .   .  •  (•*) 

Aus  der  angeführten  Arbeit  folgt  für  a,  falls  p  eine  Primzahl 
ist,  der  Wert  =  9,  woraus  sich  sofort  die  Relationen 

ro  +  r"+i  =  »i+r„+2  —  r2  +  r„+s  =  rs  +  r„|4  =  ...=/>.   .  (5) 

ergeben.   Aus  der  Gleichung  (5)  erhält  man: 

r,t  +  i  =  p  —  r0,    r„f2  =  />  — *i,    »*»*+S  —  P~rs,    r2„  —  p  —  r„  .  (6) 

Setzt  mau  die  unter  (6)  gefundenen  Werte  in  Gleichung  (1),  und 
bedenkt  man,  dass,  der  Annahme  zu  Folge,  nur  2n  verschiedene 
Reste  möglich  sind,  schreibt  man  also  für  »*o«fi  ...  ra,,,  rvn+i  ..  '«« 
die  entsprechenden  Werte,  so  ist 

z      [«orq4-      anrtl-)-<iH  +  \(p—r0S-\-...a2H(p—rH)] 
P  P 

,  [&2it+ir0-f-  ...  HnrH  +  &3n+l(p  —  r0)-f-  ...  bjnjp  —  rH)]  + . . . 
+  p 

Es  ist  nach  einfacher  Reduction 
Z  ^  [(<»(> r0+  ...  a»rH)  —  (ow+l  r0-f-  . . .  02»*»)] 

,   K^2«f  1  r0-\-  ...  bs»  r„)  —  (fon+i  r0  -f-  . . .  64«  *•„)]  +  •  •  •  1  ^  (7) 
Sei  Q  nur  eine  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
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Schreibt  man  für  r0  ...  rn  die  Werte  aus  Gleichung  (2)  in  die 
Relation  (7),  so  ist: 


+  ...  a2H(10"-M«)]+[i2H+l  +  Ä2M+2(10-p^)+  ...  M10"-jh?»)| 
-  [Ä3»+i-r- ...  M10»-w»)l  +  \+Q 

Die  letzte  Gleichung  liefert  nach  geschehener  Umformuug 


wobei  Q'  für  den  bei  der  Reduction  sich  ergebenden  ganzzahligen 
Wert  gesetzt  wurde.  Gleichung  (8)  liefert  sofort  das  Gesetz  der  Teil- 
barkeit der  dekadischen  Zahl  Z  durch  die  Primzahl  p,  wobei  betont 
werden  muss,  dass  p  eine  solche  Primzahl  vorstellt,  die  als  Nenner 
eines  gemeinen  Bruches  bei  der  Verwandlung  in  einen  Deciraalbruch 
eine  2n  stellige  Periode  liefert 

Gleichung  (8)  liefert  folgende  Regel  für  die  Teilbarkeit: 

Man  teile  die  zu  untersuchende  Zahl  von  den  Einern 
angefangen  in  Classen  zu  je  u  Ziffern.  Man  vermindere 
die  Summe  der  Zahlen  der  an  den  ungeraden  Stelleu 
stehenden  Classen  um  die  Summe  der  an  den  geraden 
Ciassensteilen  stehenden  Zahlen.  Ist  nun  djese  Diffe- 
renz ein  Vielfaches  vonp,so  ist  die  gegebene  Zahl  durch 
p  teilbar. 

Ist  z.  B.  p  eine  der  Primzahlen: 

7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  47,  59,  Gl,  73,  89,  97,  101  u.  s.  w., 

so  ergeben  sich  für  2n  der  Reihe  nach  die  Werte: 

6,   2,   6,  16,  18,  22,  28,  46,  58,  60,    8,  44,  48,     4  u.  s.  f. 

Einige  Beispiele  sollen  nun  die  praktische  Anwendung  der  ge- 
wonnenen Regel  klarstellen. 

I.  Es  sei  z.  B.  die  Zahl  Z  32132407917843944  auf  die  Teil- 
barkeit durch  p  =  137  zu  untersuchen.  Da  nun  alle  137 tel  8  Stellen 
besitzen,  so  muss  Z  in  Classen  von  je  4  Ziffern  geteilt  werden,  und 
zwar  in  folgender  Weise: 
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(3+4079  +  3944  =  8026) -(2132+ 1784  ±*  3916)  =  4110. 

Da  nun  411  ein  Vielfaches  von  137  ist,  so  ist  Z  durch  p  teilbar. 
Aus  dieser  Untersuchung  folgt  unmittelbar,  dass  Zahl  Z,  obwol  die 
73tel  8  Stellen  liefern,  durch  73  nicht  teilbar  ist,  weil  73  kein  ali- 
quoter Teil  von  411  ist. 

n.  Es  soll  die  Zahl  Z  =  14734922074^73  in  die  Primfactoren 
zerlegt  werden.  Man  findet  bald,  wenn  man  die  Einteilung  in  Classen 
der  Reihe  nach  mit  2,  3  und  4  Ziffern  vornimmt  und  die  besproche- 
nen Operationen  ausführt,  der  Reibe  nach  die  Reste:  0,  1001  und 
10001.  Dem  Reste  0  entsprechen  alle  Primzahlen,  die  vierstellige 
Perioden  liefern;  es  ist  daher  101  eiu  Mass  von  Z. 

Da  nun  alle  1001  tel  6  Stellen,  alle  10001  tel  8  Stellen  besitzen, 
und  da  den»  Rest  1001  durch  1001  und  der  Rest  10001  durch  10001 
teilbar  ist,  so  muss: 

Z=  (10« +  1)  (103+1)  (10* + 1)14573 

sein.  Untersucht  man  14573,  indem  man  die  Einteilung  zu  je  3  Zif- 
fern vornimmt,  so  erhält  man  als  Rest  559 ;  da  559  durch  13  teilbar 
ist,  so  ist  der  Factor  13  gefunden,  es  ist  14573  =  13.1121.  Bedenkt 
man,  dass  die  73 tel  und  137 tel  8  Stellen,  die  7 tel  und  13 tel  6 
Stellen  haben,  so  ist  10001  =  73.137  und  1001  =  7.11.13,  daher 

Z=  7. 11. 132. 19. 59. 73. 101. 137. 

III.  Wendet  man  dieses  Gesetz  auf  Zahlen  von  der  Form 

Zx  =  10»,+  1CK-1+  ...  10+1 

an,  so  ergeben  sich  bemerkenswerte  Teilbarkeits-Gesetze.  Schreibt 
man  der  Reihe  nach  für  r :  1,  3,  5  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  gerad 
stelligen  Zahlen:  11,  1111,  111111  u.  s.  f.;  wendet  man  nun  die  ent- 
wickelten Gesetze  in  der  Weise  an,  dass  für  die  erste  Zahl  11  die 
Classe  zu  je  einer  Ziffer,  für  die  zweite  Zahl  1111  die  Classe  zu  je 
zwei,  dann  für  die  folgenden  Zahlen  die  Classe  zu  je  drei,  dann  zu 
je  vier  u.  s.  w.  Ziffern  genommen  werden,  so  bekommt  man  nach 
Durchführung  der  angedeuteten  Operationen  immer  den  Rest  0.  Es 
folgt  hieraus  sofort,  dass  jede  dieser  Zahlen  für  sich  alle  jene  Prim- 
zahlen als  Masse  besitzt,  die  als  Nenner  gemeiner  Brüche  geschrieben 
bei  der  Verwandlung  in  Dccimalbrücho  so  viele  Stellen  liefert,  als  die 
Zahl  Ziffern  besitzt.  Wendet  man  die  zuletzt  gemachten  Bemerkungen 
z.  B.  auf  die  Zahl  Zx  =  11111111  an,  so  ist  1111  — 1111  =  0.  Da 
nun  allen  10001  tel,  da  10001  =  10* +1  ist,  acht  Stellen,  also  ebenso 
viel  Stellen,  als  Zv  Ziffern  hat,  zukommen,  so  ist  10001  =  137.73 
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ein  Factor  von  Z, ;  wendet  man  diese  Untersuchung  auch  auf  den 
Factor  1111  an,  so  ergibt  sich,  da  die  101  tel  4  Stellen  haben, 

ZA  -  10001.1111    -  11.73.101.137. 

Als  bemerkenswert  kauu  als  Folgerung  des  Vorhergehenden  noch 
hervorgehoben  werden,  dass  sich  für  die  Primzahl  p  immer  ein  Viel- 
faches von  der  Form  10r+10r-i+  •••  1  finden  lässt;  so  ist  leicht 
einzusehen,  dass  z.  B.  für  die  Primzahl  89  das  verlangte  Vielfache 
mit  44  Einsern  geschrieben  wird. 

Bildet  man  für  p  das  entsprechende  Vielfache  von  der  Form 

Zl  =  10r+10r"1+...  10+1, 

so  ist 

wo  u  irgend  eine  ganze  Zahl  vorstellt;  es  ist  dann 

Zx   (9) 

Wird  nun  a  als  eine  constantc  Zahl  angenommen,  so  ist  auch 

aZt  =  nfip  (10) 

Nimmt  man  a  =  9,  und  schreibt  statt  Zx  den  Wert  10r+ 
lO-i-f  ...  io  +  l  in  der  Gleichung  (10),  so  ist: 

9[10r+ 10»*-1  +  . . .  10+ 1]  =  9/?|*. 
Da  nun  für  9  =  10  —  1  geschrieben  werden  kann,  so  erhält  man 

[10- 1]  [10'+ 10'  -1  +  . . .  10+ 1]  =  9tyi 
oder  nach  einfacher  Reduction: 

10'+ i  —  l  =  9fiP, 

daher  die  Relation: 

10r+l_l 

—v  =  9f*   (11) 

Aus  Gleichung  (11)  erhellt,  dass  I0r+1  —  1  als  Vielfaches,  welches 
mit  r  +  1  Neunern  geschrieben  wird,  für  jedes  beliebige  p  gefunden 
werden  kann,  wenn  nur  für  r  die  entsprechende  ungerade  Zahl  ge- 
setzt wird. 

Ist  r  gerade,  so  bestehen  ganz  ähnliche  Relationen,  nur  sind  die 
entsprechenden  Primzahlen  solche,  die  als  Nenner  gemeiner  Brüche 
bei  der  Verwandlung  in  Decimalbrüche  eine  ungeradstelligc  Periode 
bilden;  z.  B.  37,  41. 
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Fasst  man  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  folgt  daraus, 
dass  eine  Zahl,  die  nur  mit  Neunern  geschrieheu  ist,  dureh  jede  be- 
liebige Primzahl  teilbar  ist,  wenn  nur  die  Anzahl  der  Neuner  die 
entsprechende  ist. 


Betrachtung:  des  Teilbarkeits-Gesetzes  in  Beziehung  auf  ein 

beliebiges  Zahlen-System. 

Ein  rein  periodischer  Bruch,  der  im  «  teiligen  System  geschrieben 
ist,  und  der  eine  gerade  Stellenzahl  besitzt,  kann,  wenn  x  die  erstt 
und  y  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  und  wenn  r  ihre  Steilenzahl 
bedeutet,  immer  dargestellt  werden  durch  die  Reihe 

ar  +  „1+  03r  +  ^lr+  f  + W 

Soll  die  identische  Gleichung 

(a-l)x+a  1    ■  fl31 

~  «r  i-  «2,  i"  o3r a4,  "t-    -    -  ■ 

wobei  u  eine  coustaute  Grösse  vorstellt,  bestehen,  so  muss 

[ftr  ^YJ(a _ 1)       «r  L1  T  ft2r  T  a4>  f  -  J 1-  a2,  L^ft^^^^J 

sein.   Setzt  mau  für  die  Reihe 

111, 

das  Summenglied 

1 


1 

«1 


so  wird: 

|o'-  +  ll(a— 1)  ~~         1  La'~*~a2Ü  ~  «2r  —  1* 

Berechnet  man  aus  der  letzten  Gleichung  x+y,  so  ergibt  sich 
nach  einfacher  Reduction 

(«r-l)[«+(«-:L)*]  « 

verrichtet  man  die  Operationen,  so  ist 

«(et*  —  l)+(«  —  l)(a'  —  l)x  -  <*'(«  —  l)s+(a  —  l)y; 
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ordnet  man  diese  Gleichung,  so  wird 

«(a'_l)  =  («-l)(*  +  3,),  • 

woraus  sich  für 

X+V  =  l~^~ia  (14) 

der  entsprechende  Wert  ergibt.   Es  ist  aber  weiter 

Da  nun  der  Factor  ft*'~ x+ •••  «+1  die  Summe  der  auf  eiuander 
folgenden  Potenzen  der  Grundzahl  a  bedeutet,  also  immer  eine  nur 
mit  Einsern  zu  schreibende  Zahl  ist,  so  ergibt  sich  für  x-\-y  die 
Relation 

x~\~y  —  «.IUI 

es  muss  also  die  Summe  der  beiden  halben  Perioden  eine 
r  ziffrige  Zahl  geben,  deren  einzelne  Ziffern  durch  die 
Zahl  a  ausgedrückt  erscheinen. 

Schreibt  man  für  die  Reihe  (12)  den  gemeinen  Brch  ^   im  a 

y       x  y 

teiligen  System,  so  ist,  wenn  für  ^.+  ^.+  4r+  ...  der  Ausdruck 
j^-^r  geschrieben  wird, 

Bedenkt  man,  dass  Gleichung  (14)  unter  der  Bedingung  entwickelt 
wurde,  dass  Z  und  N  die  nach  Gleichung  (13)  leicht  wahrnehmbare 
Bedeutung,  und  zwar 

Z=*{a-  l)x+a    und    X  =  («—  1) [or  +  l]  .  .  .  .(10) 

besitzen;  dass  ferner  aus  Gleichung  (15)  folgt: 

a'Z  =  xN-\-K  (17) 

und  schreibt  man  die  Werte  für  Z  und  N  aus  Gleichung  (IG)  in  die 
Relation  (17),  so  ist  sofort 


*)  Nach  Sturm  [im  33.  Band  des  Archivs  von  Grunert]  kann  man  für 

JL  4.  4.  . . ,  setzen  — ,  wobei  R  den  bei  der  Division  sich  ergebenden 
a2r  ■  aZr  *  iV  .tt* 

Rest,  nachdem  r  Stellen  entwickelt  sind,  bedeutet.  In  dieser  Arbeit  Sturms 
wurde  zwar  nur  Rft^ksicht  auf  Dccimalbruche  genommen ,  die  Anwendbarkeit 
für  das  a  tc:y  aber  für  sich  klar. 
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R  —  —  1)^J  —     —  1 J  C«r-h !>•  =  ««r  —  («  —  \)r. 

Aus  Gleichung  (IG)  ergibt  sich  für 

Z—a 

x  =  r 

et  — 1 

und  für 

1  a — 1 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  letzten  Ausdruck  für  Ii,  so  ist: 

R  =  aar  —  (a  —  l)^~^  =  aar  —  {Z—  a)  —  aav+a  —  Z 

N 

=  a[n>  +  1]  —  Z  =  a  r  —  Z. 

« — 1 

Berechnet  man  aus  deu  letzten  Ausdruck 

R+Z  =  a   (18) 

so  ist  das  Ergünzungsgesetz  zwischen  R  und  Z  leicht  ersichtlich. 
Berücksichtigt  man,  dass 

jV=  («  —  1)[«»+1] 
ist,  so  ist,  wenn  dieser  Wert  in  Gleichung  (18)  gesetzt  wird 

K+*~~.i'(«-l)l>r+l]  =       +     •  •  •  -(19) 


Aus  der  letzten  Relation  ist  ersichtlich:  Rest  und  Zähler  er- 
gänzen sich  immer  zu  einem  Vielfachen  von  «r-|-l,  wobei 
a  die  Ergänzuugsziffer  der  halben  Perioden  vorstellt  Nimmt  man 
für  a  =  «  —  1  an,  so  übergeht  Gleichung  (18) 

1  a — 1 

in  den  bemerkenswerten  Ausdruck 

H+Z=  N  (20) 

■ 

Gleichung  (20)  liefert  nun  folgende  Regel: 

Ergänzen  sich  die  halben  Perioden  eines  im  a  tei- 
ligen System  geschriebeneu  Bruches  zu  (« —  1),  so  ist 
Summe  des  Zählers  und  Restes  immer  gleich  dem 
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Der  im  12  tciligen  Systeme  geschriebene  Bruch  sei  z.  B.  > 
so  ist 

1 28 

m  =  0.127(10)94; 

hier  findet  nun  die  Ergänzung  zu  (11)  [(11)  bat  hier  die  Bedeutung 
einer  eiuziffrigcn  Zahl]  statt.  Dividirt  man  auf  gewöhnlichem  Wege, 
so  findet  man  für  den 

Zähler      1  2  8,      27(11),      7  (10)  (10)    für  die 

Rcsto     (10)  9  5,      93  2  ,      4  1     3     für  die  Summe 


V?+Z=  1001    =    1001      =  1001 

Die  Gesetze  der  Teilbarkeit,  die  für  dekadische  Zahlen  erwiesen 
wurden,  können  mit  Benutzung  des  Ergänzungsgesetzes  (Gleichung 
(18)  und  (19))  auf  jedes  beliebige  Zahlen-System  ausgedehnt  werdeu. 

Es  sei  die  im  «  teiligen  System  geschriebene  Zahl 

Z  =  0ft-]_aia_f-  ...         -j-„M|,aN+l_|_  _  a2H«2"  +  ^2»  +  l«2M+l+  ... 

auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  zu  untersuchen,  wobei  a 
die  Grundzahl  des  Systems,  die  andern  Grössen  die  früher  aufge- 
stellten Bedeutungen  besitzen,  so  wird  das  unter  Gleichung  (1)  auf- 
gestellte Kriterium  auch  für  diesen  Fall  Anwendung  finden,  nur  sind 
die  Zalüen  r0  . . .  r*, . . .  die  Reste,  die  der  Reihe  nach  bei  der  Division 
der  auf  einander  folgenden  Potenzen  von  «  durch  p  sich  ergeben, 
also  durch 

1  :  p  =  o  -\ — 
P 


a  :p 


öw  :  p  =  4fn+ 


bestimmt,  wobei  qu  nur  ganze  Zahlen  bedeuten.    Es  ist  daher 


ro  - 

1 

>'l  — 

a 

—  P<h 

■ 
■ 

• 
■ 

—  pq* 

m 

• 

• 

a'4 

—  pqn 

(21) 
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Ist  nun  /»  eine  solche  Primzahl,  dass  dieselbe  als  Nenner  eines 
gemeinen  Bruches  einen  rein  periodischen  geradstelligen  Bruch  im 
«  teiligen  System  liefert,  und  ist  a  die  constante  Zahl,  zu  welcher  je 
zwei  entsprechende  Ziffern  der  Periode  sich  ergänzen,  so  besteht  die 
unter  Gleichung  (20)  entwickelte  Relation 

da  für  diesen  Fall  a  immer  in  (o — 1)  übergeht.  Setzt  man  nun  der 
Reihe  nach  für  Ä:r0,  r,,  r2  ...  r«  und  für  Z:rw  +  i,  r„f2  ...  r2»,  und 
für  den  Neuner  N  des  gemeinen  Bruches  />,  so  muss  unter  weiterer 
Berücksichtigung,  dass  nur  2«  verschiedene  Reste  möglich  sind, 

ro  +  r"  +  l  =  ri  +  r«f2  =  rj  +  ^H+a  =  ...  =  p 
sein,  also  ist 

Schreibt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1),  so  ergibt  sich  nach 
einfacher  Reduction  die  schon  unter  (7)  aufgestellte  Relation : 

Z  _    [(a0  r0  -f-  •  •  •  gg  rn)  —        1  rp  +  ■  •  -  fl2n  rH)] 
jl  —  /> 

Werden  nun  in  den  letzten  Ausdruck  für  r0,  r,  . . .  rM  die  Werte 
aus  den  Gleichungen  (21)  geschrieben,  so  ist: 

Z_  (K+<*i(«— ;><zt)  +  •••  —/»/».)] 

[«n+i-r-"»+2(a~ +  •  •  •  («w  — ;?<zm)]1 

/> 

Es  ist  weiter  nach  vollzogeucr  Reduction 
1 

~  =  -j[(a()-}-airt_f_  ...  «„tt»)  +  (^2iifi  +  *Äi+i«+  •••  A3«ttH)+  •••] 
-— [(«n  +  l  +  flw  +  2«+  ...  <I2iift")  +  ^3Htl  +  ...  *4hOm)+  •••]!  + 

wobei  leicht  ersichtlich  ist,  dass  Q"  eine  gauze  Zahl  bedeutet. 

Durch  die  letzte  Relation  erscheint  das  für  dekadische  Zahlen 
(Gleichung  (8))  entwickelte  Teilbarkeitsgesetz  für  Zahlen,  die  in 
irgend  einem  Systeme  geschrieben  sind,  erwiesen.    Bei  einer  etwaigen 
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Untersuchung  wird  daher  derselbe  Weg  eingeschlagen  werden  müssen 
wie  bei  dekadischen  Zahlen,  nur  siud  alle  Operationen  im  «  teiligeu 
Systeme  durchzuführen. 

Es  sei  z.  B.  die  im  12  tciligen  Systeme  geschriebene  Zahl 
Z=  21(11)4972780  auf  die  Teilbarkeit  durch  die  Zahl  v  ~  1001  zu 
untersuchen.  Da  nun  1001  =  «3  +  l  ist,  wobei  «  =  12  angenommen 
wurde,  so  liefern  Brüche  vom  Nenner  1001  eine  Periode  vou  6 
Stellen.  Bei  der  Teilung  in  Classeu  müssen  daher  jeder  Gasse  3 
Ziffern  zugeteilt  werden;  es  ergibt  sich  folgende  Rechnung: 

780+1  (11)4  =  974  als  Summe  der  Gassen  an  den  ungeradenStcllen,  und 
972+   2    =974  als  Summe  der  Zahlen  an  den  geraden  Classen-Stcllcn. 

Da  nun  die  Differenz  dieser  beiden  Summen  gleich  0  ist,  so  muss  Z 
durch  p  teilbar  sein. 

Es  sei  die  Untersuchung  für  73(10)58  und  25  durchzuführen, 
beide  Zahlen  seien  abermals  im  12 teiligen  Systeme  geschrieben.  Da 
als  Nenner  25  angenommen  wurde,  so  besitzt  der  entsprechende 
Duodecimalbruch  4  Stellen,  daher  je  eine  Gasse  zwei  Ziffern;  es  ist 
daher  58+7  =  63  und  die  zweite  Summe  3(10).  Die  Differenz 
dieser  beiden  Summen  03 — 3(10)  «=  25;  da  nun  dieser  liest  durch 
25  teilbar  ist,  so  muss  auch  die  gegebene  Zahl  ein  Vielfaches  von 
25  sein.  Im  Decimalsystem  wäre  die  Durchführung  dieses  Falles 
minder  vorteilhaft,  da  statt  25  die  Zahl  29  geschrieben  werden  müsste. 
und  daher  die  entsprechende  Periode  28  Stellen  hätte,  die  eine  Ab- 
teilung nach  Classeu  zu  je  14  Ziffern  erfordern  würde. 

Die  Zahlen  33835  und  101  seien  im  14  teiligen  System  geschrie- 
ben, so  ergibt  sich  sofort,  da  [35  +  3]  — 38  =  0  ist,  die  Teilbarkeit 
der  gegebenen  Zahl  durch  den  Divisor  101. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  entnimmt  man,  dass  die  Unter- 
suchung auf  die  Teilbarkeit  im  a  teiligen  Systeme,  wenn  die  Primzahl 
auf  die  Form  a'  +  l  gebracht  werden  kann,  in  einfacher,  rasch  zum 
Ziele  führender  Weise  gemacht  werden  kann. 

Lässt  die  Primzahl  sich  nicht  auf  die  angedeutete  Form  bringen, 
so  bleibt  die  Anwendung  des  entwickelten  Gesetzes  in  theoretischer 
Beziehung  bemerkenswert.  In  praktischer  Hinsicht  wird  die  Anwen- 
dung und  Zweckmässigkeit  der  aufgestellten  Methode  von  der  im 
vorhinein  festzustellenden  Anzahl  der  Periodenziffern  abhängen.  Die 
Anzahl  der  Periodenziffern  ist  bestimmt  durch  einen  gemeinen  Bruch, 
dessen  Nenuer  die  gegebene  Primzahl  ist.  Der  gemeine  Bruch  so- 
wol,  als  auch  die  Periode  müssen  im  a  teiligen  System  geschrie- 
ben sein. 


Digitized  by  Google 


424 


Broda:  Beitrüge  zur  Theorie  der  1'eUbarktiL 


Oft  kann  bei  Berücksichtigung  der  entwickelten  Gesetze  die  Un- 
tersuchung der  Teilbarkeit  einer  dekadischen  Zahl  durch  eine  deka- 
dische Primzahl  auf  ein  anderes  Zahlensystem  übertragen  werden. 
Der  Uebergang  zu  eiuem  anderen  Zahlensystem  ist,  wie  das  folgende 
Beispiel  zeigt,  in  theoretischer  Beziehung  sehr  bemerkenswert,  in 
praktischer  Hinsicht  aber  nur  für  bestimmte  Fälle  anwendbar. 

Soll  die  dekadische  Zahl  Z  =  2054505856  auf  die  Teilbarkeit 
durch  die  dekadische  Zahl  p  =  401  untersucht  werden,  so  mü&ste 
cincClasse  je  100 Ziffern  besitzen,  da  alle  401  tel  200  Decimal stellen 
haben.  Da  nun  aber  401=202+1  ist,  so  ergeben  sich  im  20  teiligen 
System  nur  4  Stellen. 

Schreibt  man  daher  Z  und  p  im  20 teiligen  Systeme,  so  ergibt 
sich  die  folgende  Untersuchung: 


2  0  |  (13)  4  |  (12)  (16)  und  p  -  1 
3.  Kl.  I  2.  Kl.  I   1.  Kl. 


Z  ~  1  (12) 
4.  Kl. 
es  ist: 

[(12K16)  +  20]-[(13)4+l(12)]  =  0; 
daher  ist  die  Zahl  Z  durch  p  teilbar. 


Der  Proberest,  seine  Anwendung  bei  Untersuchungren 
über  Teilbarkeit  der  Zahlen. 

In  einigen  altern  Lehrbüchern  der  Arithmetik  findet  sich  das 
Verfahren  angegeben:  mit  Hilfe  des  Proberestes  die  Teilbarkeit  einer 
dekadischen  Zahl  durch  irgend  eine  Primzahl  zu  untersuchen.  Diese 
Untersuchungen  sind  aber  in  diesen  Werken  ohne  Beweis  durch- 
geführt. Da  nun  dieses  Verfahreu  in  theoretischer  Beziehung  nicht 
ohne  Interesse  ist,  und  da  die  praktische  Anwendung  dieser  Methode 
zur  Lösung  vieler  arithmetischer  Aufgaben  dient,  so  wird  hier  ein 
Beweis  für  dieses  Verfahren  im  a  teiligen  Zahlensystem  versucht 

Es  soll 

Z  =  a  +  ab  +  c?c.  +  **d+  (22) 

eine  im  et  teiligen  System  geschriebene  Zahl,  wobei  a,  ft,  c,  d  ...  die 
Anzahl  der  Einer,  Zehner  ...  vorstellt,  auf  die  Teilbarkeit  durch 
die  Primzahl  p  untersucht  werden;  bedeutet  m  eine  vorläufig  noch 
unbestimmte  ganze  Zahl,  so  muss,  da 

wp+[j>— =  ™/> -H>  -  ;>[m -f- 1]  , 
r  Ausdruck  jt>  —  l]  +  l  durch  p  teilbar  sein.   Es  ist  nun 
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almp  +  [p-\]  +  l\-  a\mp+plp-l]\+*    .   .  .  (23) 

durch  p  teilbar.  Wählt  man  nuu  für  ein  gegebenes  p  die  Zahl  m  so. 
dass 

den  Factor  «  enthält,  so  ergibt  sich  durch  den  Quotienten: 

mP-\-\v  —  1 1  * 

«         -t  ■  ■  -  ^  ™) 

der  Proberest. 

Nimmt  man  für  a  =  12  nnd  für  />  =  27  im  12  teiligen  System 
geschrieben  an,  so  ist  nach  Gleichung  (24),  da  für  »» —  6  gewählt 
werden  muss,  der  Proberest  ß  =  16. 

Ebenso  sind  für  dasselbe  Zahlensystem  z.  B.  für  die  Zahlen: 
57,  37,  15,  17,  35  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  die  Probereste:  33,  21, 
7,  (U),  15. 

Für  das  dekadische  System  ist  z.  B.  für  p  =*  17  nach  Glcichnng 
(24),  da  m  =  2  sein  mnss,  der  Proberest  ß  5. 

Es  entsprechen  den  Primzahlen:  7.  11,  13,  19,  23,  21».  31,  37 
u.  8.  f.  der  Reihe  nach  die  Probereste:  2,  1,  9,  17,  16.  20,  3,  11 
und  so  fort 

Der  Proberest  ß  kann  in  zweckmassiger  Weise  bei  den  Unter- 
suchungen über  die  Teilbarkeit  durch  die  Primzahl  p  benutzt  werden. 

Werden  die  Gleichungen  (22)  und  (23)  durch  die  Subtraction 
verbunden,  und  bezeichnet  man  diese  Differenz  mit  /?,  so  ist: 

Ä  =  [a+„a  +  «*r+a3</+aV_f_  ...]-{«l»*  +  (p-l)J  +  «|. 

Nach  einfacher  Reduction  ist: 

R  -  «b  +  a*c+a*d+ttf+  ...  —«[m^-f  (/,  —  !)]. 

Schreibt  man  für  »»/>+(  p  —  1)  in  diese  Gleichung  den  Wert 
der  sich  aus  der  Relation  (24)  ergibt,  so  ist 

i?  =  (tj,  +  aic+aSd-\-  aV+...—  naß  =  ft[(6—a/5) +  «<?+«*</+ «»/+...] 
Setzt  man 

b  —  nß=A  (25) 

so  ist  endlich 

R  =  a[A+  ac+  er*rf+«y+  . . .]  (26) 

Man  sieht  sofort,  dass  R  eine  Zahl  bedeutet,  die  eben  so  viele 
Ziffern  besitzt  wie       nur  steht  immer  an  Stelle  der  Einer  eino 
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Null,  während  die  Anzahl  der  Zehner  durch  die  Relation  (25)  be- 
stimmt ist.    Schreibt  man  für  den  Factor 

A-\- ac-\-a*d-{-  ...  »  r, 

so  geht  die  Gleichung  (26)  über  in 

Ii  —  «r 

Ä  ist,  da  «  prim  gegen  p  ist,  nur  dann  durch  p  teilbar,  wenn  r  ein 
Vielfaches  von  ^  ist. 

Zieht  man  von 

r  =  A-j-ac-^a^d-^-  . . . 

den  aus  Gleichung  (23)  sich  ergebenden  Wert,  wenn  für  a  die  Zahl 
A  geschrieben  wird,  also  den  Ausdruck 

A[mP  +  (p-l)]  +  A 

ab,  wobei  berücksichtigt  werden  muss,  dass  der  letzte  Ausdruck  initiier 
ein  Vielfaches  vou  «  ist,  da 

vt[mp-f-  (p  —  1)]         =  'l[mp-f-;>]  —  vl/>[/H-f-  1] 

ist,  und  bezeichnet  man  diesen  Rest  mit  ru  so  ist: 

r,  =  A+€K+«*tl+a*f+  ...  —{A[mp  +  {p  —  l)]  +  A} 
-  ntc+«*f/+«V+  ...  —  A[mp  +  (p— 1)]. 

Schreibt  man  für  m/) -(-(;>  —  1)  den  Wert  «r/5,  so  ist 

r,  -  o[(c-^)+«rf+«y+  ...]. 
Schreibt  man  für 

Zl-f-cfrZ-f- aV+  •••  ~ 
wobei  J3  für  c  —  Aß  gesetzt  wurde,  so  ist 

rt  =  «r%  (27) 

Ist  nun  pf  durch  p  teilbar,  so  ergibt  sich  unter  Berücksichtigung 
der  durchgeführten  Entwicklung,  dass  auch  Z  ein  Vielfaches  von  p 
vorstellt. 

Man  sieht  sofort,  dass  dieses  Verfahren  immer  auf  den  sich  er- 
gebenden Rest  angewendet  werden  kaun  die  Rechnungsführung  gebt 
über  in  die  Subtraction.  Der  Proberest  dient  vor  allem  zur  Bildung 
der  zweckentsprechenden  Vielfachen  vou  p. 

Die  hieraus  sich  ergebende  Regel  lautet  : 
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Soll  eine  Zahl. die  im  er  i<  ilige  n  System  schrie  U  r 
ist.  auf  die  Teilbarkeit  durt-h  die  Primzahl  p  »nt<r- 
sueht  werden,  so  bilde  mau  mit  Hilfe  des  l'if  iccUf 
und  der  Ziffer  au  der  Stelle  der  Einer  [GJejiiunf  (23«] 
das  Vielfache.  Zieht  mau  mi  dieses  Prcdntt  toi  ter 
Zahl  ab.  die  au^  allen  Ziifern  mit  Ausschln**  uerEiner 
gebildet  wird,  so  erhäit  man.  Ulli  die  Zahl  dnr.h  r 
teilbar  wäre,  als  liest  ein  Vielfaches  tob  »*.  JAku  setzt 
diese  Operation  solange  fort,  bis  der  lieh  ergebende 
Rest  mit  Leichtigkeit  erkennen  li*ft.  ob  derselbe  ein 
Vielfaches  von  der  Primzahl,  ob  also  die  Zahl  dnreh  T 
teilbar  ist 

Herr  Professor  J.  Hann  entwickelte  in  Schlc-müchs  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  1.  Hvft .  1*77.  Seite  54  Gesetze  über 
Teilbarkeit  dekadischer  Zahlen  durch  7  und  13,  und  folgerte  hierac- 
sehr  bemerkenswerte  ErgaiLZungsgesetze »)  [Seite  5£  und  Das 
vom  Herrn  Professor  J.  Hann  entwickelte  Teilbarkeitsgesetz  kaa* 
demnach  als  ein  specieller  Fall  dir  Untersuchung  der  Teilbarkeit  -k  - 
kadi scher  Zahlen  durch  Primzahlen  mit  Hilfe  des  Proberestes  ange- 
sehen werden. 


Es  sei  die  im  12  teiligen  System  geschriebene  Zahi  656(10)5 
auf  die  Teilbarkeit  durch  17  zu  untersuchen  Da  nun  l7.6-f-l6— (11)0 
ist,  so  lautet  der  Proberest  (11). 


Untersucht  man  also 

656  (10;  5. 

so  muss  vernündert  werden 

um  5.(11) 

-=47; 

die  sich  ergebende 

Differenz 

6523 

vermindert  um  das  Product 

3.(11) 

=  29 

liefert  die 

Differenz 

625. 

Wird  diese  letze  Differenz 

vermindert  ui 

31  5.(11) 

=   47"  , 

so  folgt  daraus  das  Endre- 

sultat 

17. 

Diese  sich  ergebende  Diffc- 

renz  lässt  mit  Leichtigkeit  die  Teilbarkeit  durch  die  gegebene  Zahl 
erkennen. 

Wendet  man  die  leicht  ersichtlichen  Abkürzungen  an,  so  ergibt 
sich  folgende  Schreibart: 


*)  Diese  Ergänzungen  fanden  im  Jahre  1874  und  1875  im  Archiv  ron 
Grunert  in  den  Abhandlungen   „Beiträge  zur  Theorie  periodischer 
Dccimalbrüche  v.  Karl  Broda    [56.  Teil,   1.  Heft],  Beiträge  zur 
Theorie  unrein   periodischer  Dccimalbrüche  [57.  Teil  Seite  297] 
Karl  Broda*  ihre  Begründung  und  Anwendung. 
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656(10)5 
2  3~ 
25 
17 

Untersucht  man  1(10)358532(11)  auf  die  Teilbarkeit  durch  37, 
wobei  beide  Zableu  im  12teiligcn  Systeme  geschrieben  sind,  so  ist 

1(10)358532(11)  37Vfi 
343  36* 6 

79l"  210  Proberest 

58 

209 

873 

1 24  : 37  =  4,  der  Rest  0,  daher  toübar. 

Im  dekadischen  Systeme  sei  zu  untersuchen  die  Zahl  108076514 
auf  die  Teilbarkeit  durch  13  und  62572558  in  Beziehung  auf  137, 
so  ist 

Z  «  108076514 
15 

16 

17 

738" 
Ol 

91 : 13  -  7 

Die  Zahl  Z  ist  demnach  durch  13  und      durch  137  teilbar. 


13  v«  62572558  137 

12  *  b  6927     136  A  4 

90  Proberest  405      410  Probe- 

für 13  335  rest  für  137 

028" 
27 1 : 137  =  2 
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Miscellen. 


1. 

Aufgabe  über  Kegelschnitte. 

Unsere  Aufgabe  sei  folgende. 

Einen  Rotationskegel,  dessen  Axo  auf  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene  senkrecht  steht,  nach  einer  Hyperbel  so  zu  schneiden,  dass 
sowohl  die  horizontale  als  auch  die  verticale  Projection  gleichseitige 
Hyperbeln  werden.  Diese  Aufgabe  soll  auf  rein  construetivem 
Wege  gelöst  werden. 

Denkt  mau  sich  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene  parallel 
zu  der  zu  suchenden  gelegt,  so  wird  derselbe  nach  zwei  Erzeugenden 
parallel  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  geschnitten.  Der  Winkel, 
den  diese  cinschliessen,  projicirc  sich  nun  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe gemäss  auf  beiden  Projectionsebenen  als  rechter. 

Die  Spitze  des  Kegels  sei  S  (Fig.  1.),  seine  Basis  B,  X  und  Y 
die  verlangten  Erzeugenden.  Die  Durchstosspunkte  der  beiden  Er- 
zeugenden mit  der  Halbirungsebcne  des  zweiten  Raumes  seien  resp. 
x1y1.  Betrachten  wir  nun  die  Strecke  Xiyx,  so  knüpfen  sich  an  sie 
folgende  Bedingungen: 

1.  die  Endpunkte  xly1  liegen  im  Schnitte  des  Kegels  S,  B  mit 
der  Halbirungsebcne; 

2.  muss  die  Gerade  xxyx  den  Kegelschnitt  berühren,  welcher  als 
centrale  Projection  des  Kreises  K  auf  diese  sich  ergibt; 

3.  die  Strecke  xxyx  wird  im  Punkte  At  halbirt  von  der, /"  " 
Halbirungsebcne  zu  denkenden  Geraden  //,,  deren  Projec* 


Digitized  by 


430 


Misctllen. 


zontale  und  verticale)  JET,',  H"  im  Halbirungspunkte  von  S'S\  h'(h"), 
senkrecht  auf  diese  errichtet  ist;  denn  zW/V/y/)  ist  Durchmesser 
des  Kreises,  der  auch  durch  geht,  weil  Winkel  pfßTr"  und 
ifx'S'x^'  rechte  sind.  Da  nun  aVVi'ViW)  die  Parallel projectiou  von 
ist,  so  wird  auch  ^y,  vou  Ht  im  Punkte  Ox  halbirt 

Es  wäre  also  in  der  Halbiruugsebone  eine  Sehne  des  Kegel- 
schnittes Bx  zu  coustruiren,  die  von  Hx  halbirt  wird,  uud  A",  berührt 
Zur  einfacheren  Constructiou  projiciren  wir  das  Ganze  von  S  ans 
auf  die  horizontale  Projectiouscbene  zurück  und  erhalten  dadurch  die 
Kreise  Ii  und  A";  ferner,  wie  aus  Fig.  1.  ersichtlich,  II  parallel  zur 
Projectionsaxe  durch  *S"  und  die  Gerade  6%  die  Projectiou  der  un- 
endlich fernen  Geraden.  Die  Reihe  y\I\^xJOl  ist  eine  harmonische, 
daher  auch  ihre  Centralprojectiou  yPxO.  Die  Gerade  xy  muss  selbst- 
verständlich den  Kreis  K  berühren. 

Alle  Sehnen  des  Kreises  Ji,  welche  von  O  uud  //  harmonisch 
geteilt  werden,  umhüllen  bekanntlich  cineu  Kegelschnitt,  der  wie  hier 
leicht  ersichtlich  seinen  Mittelpunkt  in  S'  haben  uud  dessen  eine  Axe 
notwendig  8%  sein  muss.  Dio  Grösse  der  andern  Axc  ergibt  sich 
aus  folgender  Betrachtung:  Sei  Q  der  Pol  der  Geraden  //  (Fig.  2.) 
in  Bezug  auf  den  Kreis  H,  so  tiudeu  wir  zwei  entsprechende  Punkte 
der  projcctivischcn  Reihen  //  uud  <?,  indem  wir  irgend  einen  Punkt  m 
des  Kreises  Sl  mit  dem  Punkte  Q  und  O  verbiuden  uud  deu  Schnitt 
von  Qm  mit  G%  den  von  S'm  mit  //  aufsucheu.  Die  Verbindungslinie 
t  dieser  zwei  Punkte  ist  nun  eiue  Taugeute  an  unsem  Kegelschnitt. 
Führen  wir  eine  beliebige  Gerade  «,  senkrecht  auf  //,  und  ziehen  die 
Geraden  ß  und  y,  so  liegen  alle  dio  Punkte  p  iu  einer  Geraden  pa- 
rallel zu  //.  Der  Schnittpunkt  M  mit  dem  Kreise  &  gibt  uns  dann 
die  zu  suchende  Scheitel taugente,  somit  auch  die  Grosse  der  zweiten  Axe. 

Ks  handelt  sich  schliesslich  noch  um  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten, xy  des  AT  und  der  Ellipse  K.  Die  dircete  Ermittlung  dieser 
Tangente  ist  aus  Fig.  3.  zu  ersehen.  Fig.  4.  gibt  die  vollständige 
Construction  der  augegebeueu  Lösung. 

Ist  der  gegebene  Kegel  kein  Rotationskegcl,  sondern  eiue  Kegel- 
fl&cho  2°  überhaupt,  wobei  S'  ein  Brcnnpuukt  oder  ein  Umfaugspunkt 
der  Basiscurve  ist,  so  bleibt  die  Lösuug  im  Princip  ganz  unverändert; 
der  Kreis  A'  geht  hierbei  im  erstem  Falle  iu  einen  Kegelschnitt  über, 
im  zweiten  degenerirt  er  zu  einem  Punkte. 

Wion.  Jo8of  Herzog. 
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2. 

Centre  de  gravite'  da  perimetre  d'un  quadrilatere  quelconque  et 
Centre  de  grailtf*  du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  polygonale. 

1.  Le  centre  de  gravite  de  la  surfaoe  d'un  quadrilatere  quel- 
conque a  ete  determine  par  Poncclet,  au  moyen  d'une  coustruction 
aussi  simple  qu'  elegante.  Celui  du  perimetre  d'un  quadrilatere  peut 
ae  trouver  avec  non  moins  de  facilitc. 

2.  Soicnt  (Fig.  1.) 

EF  =  a,    FC  -  b,    GH  -  c,    HE  -  d 

les  cutes  eonsecutifs  d'un  quadrilatere;  A,  ß,  C\  D  les  points  milieux 
de  ces  cotes.  II  suffit,  pour  avoir  le  centre  de  gravite  du  perimetre, 
de  cbercher  le  point  d'applicatiou  de  la  resultante  de  quatre  forccs 
paralleles,  de  merae  sens,  appliquees  en  A,  B,  C\  D,  et  proportion- 
nelles  aux  cotes  respectifs        c,  d. 

Menous  la  bissectricc  de  rangle  AFß,  qui  rencontre  la  droite 
AB  en  Ft'i  prenons  Af  —  BF'. 

Comme  nous  avons 

Bf      AF'      AF  a 

Af=~  BF'   ~~  BF^  b 

f  sera  le  point  d'application  de  la  resultante  des  deux  forccs  a  et  b, 
appüquees  en  A  et  B. 

On  fcrait  voir  de  memo  que,  si  Ton  menc  la  bissectrice  HIV  de 
l'angle  CHD,  laquelle  rencontre  CD  en  H\  et  que  Ton  prenne 
Cli  =  DH',  le  point  h  sera  le  point  d'application  de  la  resultante 
des  deux  forccs  c  et  d,  appliqu6es  en  C  et  D. 

II  s'ensuit  que  le  centre  de  gravite  du  perimetre  de  notre  quadri- 
latere est  situe  sur  la  droite  fh. 

Menons  de  meine  la  bissectrice  GG*  de  l'angle  BGC,  laquelle 
rencontre  BC  en  G\  et  prenons  Bg  —  CG' ;  puis  tirons  la  bissectrice 
EEf  de  l'angle  DEA,  laquelle  rencontre  DA  en  E',  et  prenons 
Ae  «=  DE'.  Le  centre  de  gravite  do  notre  perimetre  appartiendra 
aussi  a  la  droite  ge.  Donc  le  centre  de  gravite  du  perimetre  de  notre 
quadrilatöre  EFGH  sc  trouve  a  l'intcrsection  O  des  deux  droites 
eg  et/A. 

3.  Proposous-nous  de  determiner  le  centre  de  gravite  du  tronc 
de  pyramide  polygonale  ABCde  (Fig.  2.). 
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Prolongeons  les  faces  laterales  jusqu'  ä  leur  intersection  com- 
mune S.  Nous  formons  ainsi  les  deux  pyramides  semblables  SABD, 
Said  dont  la  difference  ost  6galo  ä  notre  tronc  ABCde. 

Si  nous  joignons  1c  sommct  S  au  centre  de  gravite  G  de  la  base 
ABl)  par  la  droite  SG,  celle-ci  coupera  la  base  superieure  abd  ä  son 
centre  de  gravitß  g,  et  contiendra  en  meme  temps  le  centre  de  gra- 
vite" O  de  notre  tronc  de  pyramide. 

Designous  par  //,  la  bauteur  du  tronc,  par  B%  et  b*  sea  deux 
bases,  et  par  arj,  y,  les  distanccs  do  son  centre  de  gravite  O  aux 
plans  de  ces  bases. 

Keprcscntous  cu  meine  temps  par  //  et  h  les  hauteurs  des  deux 
pyramides  SABD  et  Sabd,  par  V  et  «  les  volumes  de  celles-ci  et  par 
Fj  le  volume  du  tronc  do  pyramide. 

Les  moments  de  la  grandc  pyramide  F,  de  la  petite  pyramide  r 
et  du  tronc  F„  par  rapport  au  plau  de  la  base  inferieure  ABDy  seront 

{Fi/,   »(J  +  //|)  -        +  -W4H-»),  F,x„ 

on  a  par  suite  l'equatiou 

qui  donnc 

(1)  4  Vtxt  =  VH—v^H—U). 

Les  moments  des  memes  corps,  par  rapport  au  plan  de  la  base 
superieure  abd,  seront 

F(f/r-Ä)=i*X3tf--4/0,   —Hi  *>n 
do  sorte  que  Ton  a  aussi  Pequation 

*F(3/r-4A)  =  V^-lvh, 

qui  donne 

(2)  4Fiyi  =  F(3tf—  4h)  +  vh. 

Prenant  la  difference  entre  les  equations  (2)  et  (1),  on  obtieut 
Pegalite,  apres  division  par  2, 

2 1  i(yi  -  *i)  -  V(H  ~  2A) +v(2H-  h). 

Puisque 

F  =  JjÖ2//,   v  =  \b%    \\  =  ^Bt  +  Bb  +  b*)^, 
rette  egalite  peut  s'ecrire 

(3)  2(B*+Bb  +  b*)H1(t/l  =  B*H*  —  2B*Hh  +  2HPh-b*h*. 
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XVI. 

Beiträge  zur  mathematischen  Geographie. 

Von 

Herrn  Dr.  Klinger, 

Oberlehrer  nn  <ler  KAnigl.  Gewerbeschule  in  Breslnu. 


Unter  den  astronomischen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Gestalt 
der  Erdo  gestattet  die  Methode  der  Finsternisse  zur  Ermittelung  des 
Längenunterschiedes  zweier  Orte  auf  der  Erdoberfläche  dio  grösste 
Genauigkeit,  da  der  Moment  der  äussern  und  der  innern  Ränder- 
berührung sich  sehr  scharf  feststellen  lässt.  Ganz  besonders  ist  dies 
der  Fall  bei  der  Bedeckung  eines  Fixsternes  durch  die  Mondscheibe 
wegen  der  unmessbaren  Kleinheit  seines  Durchmessers.  Tritt  der 
Stern  möglichst  central  namentlich  am  dunklen  Mondrandc  ein,  so 
giebt  die  Beobachtung  recht  genau  die  Zeit  des  Ortes,  ausserdem  die 
parallaktischc  ascensio  recta  und  declinatio  des  Mondes,  dieselben 
Grössen  für  den  Stern  sind  gcoccntrisch  bekannt,  Fixsterne  haben 
bei  ihrer  unendlichen  Entfernung  keine  Parallaxe,  ebenso  ist  bekannt 
zur  Zeit  das  Fortschreiten  des  Mondes  in  ascensio  recta,  also  lässt 
sich  der  Moment  der  Conjunction  in  ascensio  recta  des  Mondmittel- 
punktes und  des  Sternes  aus  dem  gegebenen  Moment  des  Eintrittes 
resp.  Austrittes  des  Sternes  in  dio  Mondscheibe  bestimmen.  Wendet 
man  nun  die  Parallaxen  Rechnung  an,  das  heisst,  bezieht  man  die 
Resultate  auf  einen  Beobachter  im  Mittelpunkt  der  Erde,  so  erhält 
man  für  zwei  verschieduc  Punkte  der  Erdoberfläche  ausgedrückt  in 
ihren  Zeiten  denselben  physischen  Moment,  also  den  Unterschied  der 
Zeiten  beider  Orte,  das  ist,  ihren  Läugeuunterschicd.  Man  ersieht 
hieraus,  die  Rechnung  besteht  zum  grössten  Teile  aus  der  Parallaxen 
Rechnung,  deshalb  mag  ein  Eingehen  in  die  Theorie  der  Parallaxen- 
Rechnung  hier  seine  Stelle  rinden. 

T»il  lxiii.  22 
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Parallaxe  ist  der  Unterschied  der  Richtungen,  in  denen  ein  Ob- 
ject  von  zwei  verschiedenen  Beobachtuugsorten  ansgesehen  wird.  In 
der  Astronomie  wird  besonders  diejenige  betrachtet,  welche  dadurch 
entsteht,  dass  wir  die  Beobachtungen  auf  den  wahren  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  parallel  zu  dem  scheinbaren,  der  Tangential- 
ebene der  Erde  im  Ucobachtungsortc,  gelegten  Horizont  beziehen,  der 
Beobachter  denkt  sich  also  in  den  Mittelpunkt  der  Erde,  das  kann 
er  auch  für  die  Fixsterne  ohne  Weiteres,  da  bei  deren  Entfernung 
die  Erde  als  mathematischer  Punk'  angenommen  werden  darf,  aber 
für  die  nähern  Gestirne  geht  dies  nicht  an.  Beim  Monde  ist  der 
Wiukel  BMC  im  Durchschnitt  gleich  1,  A/sei  der  Mond,  C  der  Erd- 
mittelpunkt und  iu  B  der  Beobachter,  obwohl  die  Entfernung  der 
beiden  Beobachtuugsorte  doch  uur  einen  Erdhalbmcsser  beträgt,  wäh- 
rend man  bei  den  meisten  Fixsternen,  selbst  wenn  mau  die  Entfer- 
nung der  beiden  Beobachtuugsorte  gleich  dem  grössten  Erdbahndurch- 
messer macht,  also  zu  Bcobachtungsorteu  das  Perihelium  und  das 
Aphelium  wählt,  nicht  im  Stande  ist,  eine  Parallaxe  zu  linden,  nur 
sehr  wenige  machen  hiervon  eine  Ausnahme,  die  grösstc  Parallaxe 
unter  diesen  hat  «  centauri  mit  1"  Bogen. 

Zur  Bestimmung  der  Parallaxe  sind  notwendig  die  Entfernung 
des  Bcobaehtungsortes  vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Entfernung 
des  Gestirnes.  In  Fig.  "2.  sei  ZHS  die  scheinbare  Zenitdistanz,  also 
ZC8  die  wahre,  ihre  Differenz  />,  demnach  z  *=*  H"7'- 

Hierbei  muss  mau  aber  zuerst  Rücksicht  nehmen  auf  die  sphä- 
roidische  Gestalt  der  Erde,  die  Entfemuugen  verschiedener  Punkte 
auf  der  Erdoberfläehc  vom  Mittelpunkte  der  Erde  siud  nicht  gleich, 
die  Erde  ist  entstanden  zu  denken  durch  Rotation  einer  Ellipse  nm 
ihre  kloine  Axe,  die  ihre  Pole  verbindet,  die  Meridiane  siud  also 
nicht  sowohl  Kreise,  als  vielmehr  Ellipsen,  eiue  solche  sei  Figur  3. 
B  sei  der   Beobachtuugsort,    iu  ihm  sei   eine  Tangente  gelegt, 
sie  liegt  iu  der  Horizoutalcbeue  des  Ortes       auf  ihr  sei  das  Lot 
BN  errichtet,  dasselbe  geht  durch  den  Zenit  des  Ortos  B%  aber 
nicht  streng  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde.    Wiukel  BNA  ist  die 
geographische  Breite  des  Ortes  B>  wir  bezeichnen  ihn  mit  gp,  Winkel 
//CM,  C  sei  der  Erdmittelpunkt,  nennt  man  die  verbesserte  Breite, 
mau  bezeichue  sie  mit  g>',  offenbar  ist  q>'<C  <JN  nur  am  Pol  stimmen 
q>  und  <p'  überein.    Man  führe  folgende  oft  gebrauchte  Bezeichnungen 
ein,  n  sei  die  halbe  grosse,  b  die  halbe  kleine  Axe,  F  sei  eiu  Brenn- 
punkt, also  VF  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte,  diese 
gemessen  nach  der  Einheit  a  sei  <*,  also 


CF 


Digitized  by  Google 


K  liiiyer:  Beiträge  zur  mathematischen  Geographie.  339 

Ferner  ist  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CFP 

CF2  =  PF2— PC2  =  a*—b2 
CF2  a2—b2 


a-  a 


2 


e2.  e 


£  sei  die  Abplattung  der  Erde,  die  Differenz  der  beiden  halben  Axen 
gemessen  nach  der  Einheit  der  halben  grossen  Axe,  also 

a — b 

s  =•  , 

a 

dieses  £  ist  bei  der  Erde  sehr  klein,  etwa  f  =  =qq.  Nach  der  Glei- 
chung der  Ellipse  für  rechtwinklige  Coordinaten,  deren  Anfangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  so  dass 

BM=  y,  CM=x, 
ist,  wenn  man  den  radius  vector  BC  mit  g  bezeichnet, 

x  =  pcosqp',    y  =  psinqp', 
b2  b2 

die  Subnormale  NM  =  a2 .  g,  =  gesetzt  als  Ordinate  des  Brenn- 
punktes, giebt 

NM  = 

a 

Im  Dreieck  BMN  ist  tg<p  =  yi  Subnormale 

a  b2  y  a2 

Man  lege  durch  C  eine  Parallele  zur  Tangente  in  B  nämlich 
DD',  so  sind  BB'  und  DD'  conjugirte  Durchmesser,  zieht  man  fer- 
ner durch  N  eine  Parallele  zu  DD',  so  ist  Winkel  BNO  ein  Rech- 
ter, denn  BN  ist  Normale  zu  Punkt  /?,  also 

ANO  =  90°—  <p  =  DCA. 

Nach  dem  Satze  nun,  dass  das  Product  der  tg  derjenigen  Winkel,  unter 
welchen  zwei  conjugirte  Durchmesser  die  grosse  Hauptachse  schnei- 

—  b2 

den,  constant  gleich  — s-  sei,  und  da  die  beiden  conjugirten  Durch- 

ei 

messer  DD'  und  BB'  die  grosso  Hauptachse  AA\  unter  den  Winkeln 
BCA  und  D'CA  schneiden,  erhält  man 

'  BCA.  tg  D'CA  =  ,i 

22* 


Digitized  by  Google 


340  Kling  er:  Beiträge  rwr  VMthewatisrhrn  Geographie. 

b* 

tg  D'CA  =  —  tg  DCA,     tg  £C/1  .  tg  DCA  = 
oder  für  beide  Winkel  ihre  Werte  gesetzt,  giebt 

tg9  ctg?  -  rt>   tg<p'  =  ^tg<p, 


es  war  vorhin  gezeigt  worden 


y  «* 


also  ist 


was  die  Figur  zeigt  Die  gegenseitige  Beziehung  beider  Winkel,  rwp 
der  geographischen  Breite  und  der  verbesserten  geographischen  Breitr 
ist  also 

«*  ,  *2 

tgfp  —  ^tg?    und   tg<p  =  -2tg^. 

Es  handelt  sich  ferner  darum,  die  Entfernung  des  Beobachtnop- 
ortes  B  vom  Mittelpunkte  der  Erde  C  also 

BC  =  o 

zu  linden.  Da 

y  =  psiu<p',   £  =  pcos<jp\ 
so  trage  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Ellipse 

rty+*v  =  ö»a« 

ein,  dann  hat  man: 

tfspasin*g>'-f-*Vcos*<p'  -=  a*42 

.  _      «**   dl 

•  _  (  M*  \  1 

9  —  \i«-|-a»tgV7  cosV 

,  _  /  1  (II 
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i   (  £\ 

~  cosV  \i+tg<)ptg(3p7 


»2  - 


cos*?'  Vl  +  tgytg« 

o*  COS  <p 

cos  qy'  (cos  qp  cos  y  +  sin  9»  sin  qp') 


a2COS<p 


*   =  C0S<p'C0S(qp  —  <*>') 


V, 


cos  9 

COS  9^06(9 — (/) 


Aus  Gleichung  U)  folgt: 


rt1 


cos2<p 


p'cos'qp  -  ä*+ftng*9  "  a'cosV+^sin2? 

Zerlegt  man  im  Nenner  cos2<jp  in  1— siu2qp,  so  wird  derselbe 
«2  —  a2  sin2<p  +  ft1  sin V  =>  a2  —  (a2  —  &2)  sin2?. 

es  war 

«t62  =  a2-62, 

also  wird  der  Nenner 

a*  —  aVsin2qp  =  «2(1  —  e2  siu2qp), 


a?  cos2<p 


demnach 

Multiplicirt  man  ferner  Gleichung  (l)  mit  sinV,  so  erhält  man: 

a*62 

p2sinV  = 

a' 


es  war 


und 


mithin 


also 


b* 


tg9;  =  „-stgy,    also   ctg<p'  =  A-2ctgqp 


6« 


2ctg<p'  =  ctgqp, 


^ctgV  -  pctg2?, 
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1  +  JLiCtg'V 


oder 


im  Nenner  setze  «*cos*g>  =  a*—a*  sin8<p,  dann  wird 


aus 

folgt 

ferner 


&48in*y 


J»-^-«1)    und   &«  =  a*(l  — e»)», 


=  a8(l  — c8). 


Dies  eingetragen: 


,       (  a»(l-c*)»8in*<p 
p      a(l — e8)sin<p 

man  setze  c  sin  g>  =  sin  1/;,  was  immer  möglich,  weil  e  ein  echter  Bruch, 
dann  ist 

flsina/  _fl(1"<'lginy 
*     v  cosif; 

oder 

psin<p'  =  a(l— e8)sin<pseeif>, 

es  war 

ocostp 


pcosqp1  = 


Yl  — c8sinV 
für  csing)  auch  diesmal  sin^;  gesetzt,  giebt 

pcosqp'  =  a  cos  g>  sec  i//, 

jetzt  multiplicire  man  die  Gleichung  für  psing»'  mit  cos  q>  und  die 
Gleichung  für  pcosqp'  mit  sinip  und  subtrahire,  so  erhält  man 

o  sin  (<p  —  q>')  =  -g-  sin  2qp  sec  i/;, 

Itiplicirt  man  dagegen  die  Gleichung  für  pcosg/  mit  cosqp  und  die 
ichung  für  gsmy'  mit  sin g>  und  addirt,  so  entsteht: 
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q  cos(qp  —  g/)  —  «scc — c28iu*g>) 

Q  C08(<JP  —  (p')  =  a  SCC  \\)  C082^ 
Q  C0S(<p  —  <Jp')  =  rt  COS 

beide  Glcicbuugcn  dividirt,  giebt 

tg(«3P-g>)  = 

Drittens  kann  iuan  zur  Bestimmung  des  <p'  aus  qp  uoch  die  Methode 
der  periodischen  Reihen  anwenden.    Nach  Lalande  gilt  für  den  Aus- 

b2 

druck  tgqp'  =  fl2tgg>  die  Reihe 

a*  —  b2  /a*  —  b*\* 

tp  =  <P—  -q7^siu2(jp  +  l^qpji]  sin4qp..., 

drm  Coeificienteu  jFlpjji  8eüe  inan  folgende  Form  jo^f«  der 
Zähler  ist  c*,  der  Nenner 

=       a*        =  2    r ' 


«2 


also  wird  die  Reihe 

<p'  =  <p  —         sin  2<p  +  ^2ZTc2)28iu4,P 
da  (5  sehr  klein,  genügt  das  zweite  Glied  der  Reihe,  also 

V  —  9  =  Y—  t1 810  9" 

Zur  Bestimmung  von  y  durch  q>  addire  man  die  beiden  schon 
entwickelten  Gleichungen 

o        ,   a*cos2<p 

p2sin2cp'  =  -s- — — rr?  r  *   ;  dann  kommt: 
^  a2C082qp+Ä2sm2<p 


a4C082qp  +  i4  sin2<p 
p"  ^  rt2cos29  +  £2sTnV 


> 


ans  den  bekannten  Formeln  für  cos2qp  entwickle  man  sin2qp  und  cos2<jp, 
es  ist 

1  4-  ^ÜS  2<P  .  ,  1  —  C08  2q? 
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ttMjH-  (o4  —  Ä4)  cos  29 

dies  lässt  sich  leicht  umwandeln  in 

o  _  i  1("2  +  &2)2  +  ("2  -  &2)21  +  («a + g)  fr3  ~  g)  cos  2y 
r  f(<«  +  i)2  +  (a  -  i)2)  +  («+*)(«_    cos  2<p 

2  _  (a2 + b2)2  +  (a2 — &2)2  +  2(«2 + g)  («2 — fr2)  cos  2y 
•  ~~       (a+b)*+(a  —  b)Z+2(a+b)(a— b)co*2q> 


Q2  = 


1  +  J  g2  +  &2  COS  ^9  +  (q2+ ^2)2 


1  +  25^i«»8»+te) 


l  +  2(^)co,2,+  (^)8 

Der  Ausdruck  log V 1+ 2a  cos  3 +«2  lässt  sich  als  das  jgD^t  lQ " 
fache  folgender  Reihe  darstellen:  acosx—  Ja2cos2x4-i«3co8  3x..., 
man  bezeichne  j— g  1Q  mit  3/,  d.  h.  modulus  des  Brigge'schen  Loga- 
rithmen-Systems, so  erhält  mau: 

log« = log     + *  j     ^"2V  - 1  (S^S)'«»*» 

log 9  -  log  (^g)  +  M  {  (Jpg  -  5 .-*) cos 2„ 

-i((S^S)"-(^)2)co84,p 

+  i((ä^S)S-(^)S)«OB6V...J, 


man  eliminire  a  und  b  durch 

a2— Ä2        c2  a 


dann  kommt: 
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log,?  =  log  (« |~)  +  m{ (2  £  ?  -  2~  £) cos 29 

-  *  [(2     G=-J1  cos4'+ *  [(?=?)  -  (s=--i)  V*-! 

Wegen  der  Kleinheit  des  0  und  des  «  braucht  man  auch  in  diesem 
Falle  nur  das  erste  Glied  der  Reihe. 

Für  Breslau  ist  9  —  51°  6'  56",  sowohl  nach  der  cxactcn  Formel 
als  nach  der  Reihen-Formel  ergicbt  sich  für  y  —  tp'  11'  lö",44,  so 
dass  die  verbesserte  geographische  Breite  für  Breslau  sein  wird 
50°  55'  41",  ebenso  ist  der  logp,  wenn  man  a  als  Einheit  setzt, 
9,9991223. 

Azimutal-  und  Höhen-Parallelaxe.  Für  Gestirne  entfernter  als 
der  Mond  kann  die  Erde  als  eine  Kugel  angesehen  werden,  die  Nor- 
male des  Beobachtungsortes  B  geht  also  durch  den  Mittelpunkt  der 
Erde  C,  es  giebt  kein  verbessertes  Zenit  Z,  Z,  B  und  C  liegen  in 
einer  Graden,  durch  welche  und  durch  das  Gestirn  sich  nur  eine 
Ebene  legen  lässt,  es  findet  keine  seitliche  Verschiebung  statt,  beim 
Monde  sind  ZB  und  ZBC  (Fig.  2.)  zwei  gerade  Linien,  durch  welche 
und  durch  S  zwei  Ebenen  gelegt  werden,  die  einen  Winkel  bilden^ 
die  Azimutal-Parallelaxe. 

Die  Erde  als  Kugel  vorausgesetzt,  liegen  C,  B  und  S  in  einer 
verticalen  Ebene  und  die  Bestimmung  der  Höhen-Parallelaxe  läuft 
auf  die  elementare  Aufgabe  hinaus,  den  Winkel 

BSC  —  z 

zu  bestimmen.    Man  hat: 

siu(z'—  2):  sine'  =  Q.d 
Entfernung  des  Gestirnes, 

sin(*'-  z)  =  —j-, 

da  Winkel  z'—  z  sehr  klein,  so  setze  man  statt  des  Sinns  den  Bogen 
und  man  erhält 

z'—z  —  Jsinz', 

also  ist  die  Höhen-Parallelaxe  proportional  der  Zenitdistauz ,  was  in 
gleicher  Weise  beim  Monde  wie  bei  entfernten  Gestirnen  gilt, 

B  sei  der  Beobachtungsort,  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  im 
Horizonte  des  Ortes  B  sei  die  Sonne  S  (Fig.  4.),  dann  ist 

BC 

*mnmmCB* 
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F 


weil  BC  gegen  CS  sehr  kloiu,  so  klein,  dass  man  statt  des  Sinus 
den  Bogen  setzen  kann,  so  ist  in  Einheiten  von  CSS  ausgedrückt  die- 
ser Bogen  der  Erdhalbracsser  p,  wählt  mau  B  auf  dem  Aequator,  so 
neunt  mau  diese  Constautc  n  die  Aequatorial-Horizontal-Parallaxe 
der  Sonne. 
Es  war 

i  P  t 

r— j  =  ^  sin  ^ 

00  , 

=*    '-^SlUs,    a  =-  Sin* 
p 

=  ^  sin  n  sin  -:',    p  gemessen  uach  der  Einheit  a 
-  jsinz', 

indem  man  zugleich  für  sin«  setzt,  und  p  iu  Einheiten  des  Eni- 
halbmessors  und  d  in  Eiuheiteu  des  Erdbahnhalbmesscrs  ausdrückt 

Diese  Formel  gilt  für  die  Sonne  und  alle  Planeten,  nur  nicht  für 
den  Mond,  wo  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  berücksichtigt  wer- 
den muss,  also  auch  eine  Azimutal -Parallaxe  stattfindet. 

Die  Constante  in  dieser  Formel  n  =  8",5716,  der  Erdbahnhalb- 
messer, der  als  Einheit  dem  d  zu  Grunde  liegt,  beträgt  20,682329 
Meilen. 

Für  den  Mond  führt  man  statt  d  uoch  eine  andre  Grösse  eiu, 
nämlich  die  Aequatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes  77.  U  sei 
der  Moud  (Fig.  5.),  AC  =  a,  weil  der  Beobachtuugsort  A  am  Aequa- 
tor, ferner  setze  man  Winkel  AMC=  77,  also 

Af1 

TW 

sin  77  =  -  .  , 

d 

demnach  die  vorige  Formel 

a  d 

und 

z'—z  =  -sin  77  sine', 
a 

da  hier  durchgehends  a  als  Einheit  gilt, 

3  «=■  p  sin  77  sin  z\ 
ferner,  weil  Bogen  77  sehr  klein 

z'—z  =  p77sin5j'. 
s  77  ist  nun  ein  anderes  als  das  vorige,  da  ja  auch  das  ^  des 


v 
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Mondes  ein  anderes  ist,  der  mittlere  Wert  des  Tl  ist  57'(/',9,  seine 
Grenzwerte  sind  53'  und  1°  2'. 

Bei  dem  Monde  ist  bei  genauerer  Rechnung  Rücksicht  zu  nehmen 
auf  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde,  es  tritt  hier  auch  eine  Azi- 
mutal-Parallaxe  auf,  die  bei  den  übrigen  Gestirnen  vernachlässigt 
werden  kann,  man  beziehe  also  den  Mond  nicht  auf  das  astronomische, 
sondern  auf  das  geocentrischo  Zenit  (Fig.  6.),  welchem  die  verbesserte 
Breite  entspricht 

In  Z  (Fig.  7.)  sei  das  astronomische  Zenit,  in  Z'  das  geoecu- 
trische,  in  L  der  wahre  Ort  des  Gestirnes  vom  Mittelpunkt  dor  Erde 
aus  gesehen,  die  Parallaxe  senkt,  also  von  der  Oberfläche  der  Erde 
aus  gesehen,  erscheine  das  Gestirn  in  L' .  Man  ziehe  dio  Vertical- 
k reist'  in  Bezug  auf  beide  Zenite.  In  Bezug  auf  das  geocentrischo 
Zenit  giebt  es  keine  Azimutal-Parallaxe,  mithin  geht  der  Verticalkreis 
von  Z1  durch  L  und  L'.  Mau  führe  folgende  Bezeichnungen  ciu, 
ZL  sei  z,  Z?L'  sei  Z*  L  sei  £,  ZU  sei  trägt  man  uun  auf  Bo- 
gen ZU  den  Bogen  ZL'  auf,  so  dass  L'M  —  Z'L\  so  entsteht  ein 
sehr  kleines  und  darum  als  gradlinig  zu  betrachtendes  Dreieck  Z/t 'M \ 
welches  bei  M  rechtwinklig  ist,  also  ist 

ZM=>  ZZ  cos  MZZ\ 

ZZ  ist  der  Meridian,  denn  in  ihm  liegen  beide  Zenite,  darum  MZZ 
das  Azimut  des  Mondes,  dieses  sei  A,  ZZf  ist,  was  wir  im  Anfang 
<P  —  qp'  nannten,  also 

ZM  =>  (<p  —  qp')  cos  A . 

Nach  Construction  ist 

ZM*=*  ZV— ZW  —  £' 

und 

f  =  (<p  —  <p')cosA,    f  =       (tp—  <p')co%A. 

Von  £  und  £  gilt  die  im  vorigen  Abschnitt  für  *'  und  *  entwickelte 
Gleichung,  also 

für  i  rechts  seinen  eben  entwickelten  Wert  eingesetzt,  erhalten  wir 

t  —  l  =  p«sin(*'—  (<p  —  <p')co%A), 

da 

ZV  =  L'M, 

so  ist 

F— £  -  zl'—zl  -  l'm-z'l, 

wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  bei  V  kann  man  aumhmeu,  'ia»n 
der  Bogen  LL'  auf  ML'  aufgetragen  einen  Bog<*u  gleich  LI*  M 
also 

r- 

demnach 

z* —  2  =  QJisin(z'—  (<p  —  (f,')cosJ% 
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Die  Azimutal-Parallaxo  ist  offenbar 

A'—A  -  L'ZL, 
man  entwickle  L'ZL  nach  dem  Sinussatze  (I) 

.  rtrrr      sin  ZL'Z'swLL' 

unLZL  ,  I 

im  Dreieck  ZL' Z  ist 

sinZZ'siuvl 
sinZ'// 


sin  ZI/Z*  =  -  -_T_. 


zzr  ~{<p-  <?')  und  z'//  _  r, 

demnach 

sin(<p  —  qp')  sin  vi 


s'mZL'Zt  = 


sin^ 


i 


trägt  mau  diesen  Wert  in  Gleichung  (I)  ein,  und  setzt,  wie  oben,  für 
LL'  (x'—z)  uud  für  ZLz,  so  entsteht 

sm/,ZZ,=  s__^....  | 

L'ZL-*  A'—A.  I 

sm(,l'-.l)  =  ^y^g^  I 
v         '  siiu  singT 

Setzt  man  für  den  Sinus  sehr  kleiner  Winkel  den  Bogen,  vernach- 
lässigt man  den  Unterschied  zwischen  und  f,  was  bei  der  Kleinheit 
der  andern  Factoren  unbedenklich,  und  setzt  man  für  z — z  seinen 
schon  entwickelten  Wert  p7rsinz',  wobei  sich  im  Zähler  und  Nenner 
einmal  sins'  hin  weghebt,  so  bleibt 

A-A~  -^r  • 

Analytische  Entwicklung  der  Formeln  für  Höhen  und  Azimutal- 
Parallaxe. 

j4,  «,  J,  Azimut,  Zenitdistauz  und  Eutferuung  bezogen  auf  den 
Mittelpunkt  der  Erde. 

A\  z\  J\  Azimut,  Zenitdistanz  und  Entfernung  bezogen  auf  den 
Beobachter  an  der  Oberfläche  der  Erde. 

x,  y,  s,  rechtwinklige  Coordinaten  des  Gestirnes,  Anfangspunkt 
der  Mittelpunkt  der  Erde,  Fundamental -Ebene  der 
wahre  Horizont,  die  drei  Axen  sind  die  Richtungen 
von  Nord  nach  Süd,  von  Ost  nach  West,  und  von 
Nadir  nach  dem  Zenit. 
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flfj,  yj,  «|,  dieselben  Grössen,  wie  die  vorigen,  nur  bezogen  auf 
den  Ort  des  Beobachters  an  der  Oberfläche  der  Erde 
als  Anfangspunkt,  und  Fandamental-Ebene  der  schein- 
bare Horizont. 

'oi  sind  die  Coordinatcn  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  für  das  erstere. 

Die  Reduction  der  Coordinatcn  eines  rechtwinkligen  Systems  in 
ein  andres,  dem  erstem  paralleles  geschieht  in  folgender  Weise 

xt  =  z  —  x0,    t/t  =  !/-~!/0,    H  =  *  —  *o> 

Rechtwinklige  Coordinatcn  überzuführen  in  Polar-  Coordinatcn. 

x  —  ^  sin.;  cos  vj,     y  =  ^mu:  sin  J,     -  =  zfcosz, 
#|  =  zf'siu/cosvl',    //,  =  ^'sinVsinvi',    34  =  J'cosz', 

ebenso  sind  a-0,  y0,  ^  mit  Polar-Coordinatcu  zu  vertauschen,  hier  ist 
A  =  g  und  A  —  0,  denu  beide  Zenite  liegen  im  Meridian,  und  die 
Zenitdistanz  gleich  (<p  —  qp'),  das  z  ist  hier  im  doppelten  Sinne  ge- 
braucht, einmal  als  ein  Stück  Parallele  zur  Axe  nach  dem  Zenit  und 
einmal  als  Zenitdistanz,  aber  das  erstere  verschwindet  bald  aus  der 
Rechnung  und  kommt  nie  wieder,  das  letztere  immer  nur  iu  trigono- 
metrischen Functionen  vor,  demnach  ist: 

x0  =  e  sin  (<jp  — <*>')<  y«  =  0,  %  =  pcoafop— <p'). 
Dies  eingetragen  in  die  Werte  für  «,  y,  z,  giebt 

I)    ^'sinz'cosvi'  =  J  smz  cos  A— Q$m(<p  —  <p'), 

II)  ^'sinz'sinvl'  =  ^sinssinvl, 

III)  vf'cosz'  ■«  Jcmz  —  QC0S(rp — <pf). 

Um  die  Differenzen  der  auf  den  wahren  und  der  auf  den  scheinbaren 
Horizont  bezogenen  Stücke  zu  finden,  multiplicire  man  die  erste  Glei- 
chung mit  sin  A  und  die  zweite  mit  cos  vi  und  subtrahire,  so  erhalt 
man : 

1)   ^'sin;'sin(vi'—  A)  =  psin(<jp  —  <p')sinvl, 

multiplicirt  man  die  obere  mit  cos  vi  und  die  untere  mit  sin  vi  und 
addirt,  so  entsteht: 

2)   ^'sinz'cos(vl' — ^t)  =  4  Binz —  (>sin(g>  —  <jp')cosvl, 

jetzt  Gleichung  1)  mit  sin  \(A' — A)  und  Gleichung  2)  mit  cos|(v!' — A) 
multiplicirt  und  addirt,  so  erhält  mau: 

4'sinz'cos  i(vt'— A)  =  4  sin  s  cos  £(vi'— A)  —  q  sin(<p— rp')  cosJ(vl'-|-vl), 

.....  _f%cosi(^l'+^) 


350  Klinger:  Beitrage  zur  mathematischen  Geographie. 

III)   ^'cosz'  =  z/.cosz  —  g.cos(q>  — 
man  führe  einen  Hunswinkel  ein 

cosjU'+  w 

so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

J'&iu  z  =  A  si n  -  —  p  cos(qp  —  <)p') .  tg  y 
<4'C0Sz'  =  ^COSz  —  pCOS((JP  —  <*>'), 

Die  erste  Gleichung  mit  cos  3,  die  zweite  mit  sin*  multiplicirt  and 
subtrahirt, 

d'mn(z'—z)  =  —  p.cos(<p— <p')|tgy.cosz  — sinz| 

W-.)-'-^p^.sm(.-y). 

Ferner  multiplicire  man  die  Gleichung  für  ^'sinsf  mit  sinz  und  die 
Gleichunng  für  J'cosz'  mit  cos«  und  addirc,  so  erhält  man: 

d' cos  (z—z)  =  J  —  pcos(<p  —  y')  i  tgy  sin  z+ cos  «| 

a>^(>     \     a    *cos           cos  (*-y) 
^cos(z-z)  =  ^  cos?  ' 

Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung  für  ^'.sin(z'—  z)  mit  sin$(*' — z), 
die  Gleichung  für  <4\cos(z'—  z)  mit  cos}(s'—  z)  und  addirt,  so  er- 
hält man: 

✓co.«.'-.)  =  „.cos«,'-,)  -  y  "0^-^  X 

X  !  cos(«  —  y)co8i(*'— z)  —  sin(* — y)sin  J(s'—  z) } , 

jf  =  d__  P  •  cos(y -  y') .  cos(j(z'+*)  — y) 

cos  y.  cos  i(z'— z)  1 

_  9 : co8(y  —  y' ) . cos j       «)  —  y } 
cosy.cosJ(z'— z) 

In  diese  Formel  führt  man  den  Ausdruck  ^  —  sin  27  ein ,    77  die 
schon  erwähnte  Aequatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes. 

Oben  war: 
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1)  J'.8ine'.sin(4'—  A)  —  p.sin(<p' — q>)%\uA, 

2)  z/'.sins'.cosM'— ,4)  —  ^sms  —  p.sin(tp —      cos  .4, 

aus  beiden  ergiebt  sich: 

p.sm(<jp'— <p)sin^l 

n 

man  kürze  den  Bruch  rechts  durch  sins,  ferner  hat  man  ^  — »  sin/7; 
da  77  hier  die  Aequatorial-Horizontal-Parallaxe  ist,  so  istp«=»a,  a  =  l 
gesetzt,  giebt  ~  -  sin  77,  ^  -  ^g,  also 

p  .sin  77 .  8in(y  —  y')sin^l 

.   sing  

*"  ~A*  "  1     pjin /7.sin(y-<p').cos^ 
1  sin* 

Ebenso  aus  den  Formeln  für  J'sin(*'— *)  und  für  4'8in(*'— *)  und 
für  -4'.cos(*'--  s)  durch  Division  tg(*'— z)  entwickelt, 

p.cos(qp — q>')%\TL{z—  y) 

t   cosy  

tg(s  —  ä)  —  — ■  ~  j^gg  _  y ^)co8(g  —  y) 

cosy 

Zähler  und  Nenner  durch  d  dividirt  und  für  d  gesetzt  — 1  ^, 

sin  ii 

p .  sin  77.  cos(y  —  <p') .  sin(» — y) 

.       ,  _  cosy  

tg(*     3;  =       g  8in  n  C08^    y cos(g— y) 

cosy 

Ebenso  gestalten  wir  noch  die  Formeln  für  d'  und  d  um. 
Es  war: 

A»  =  d_  p :  cos(y  —  <p ')co8  j  j(s'-r*)  —  y  1 

cosy  .cosi(a'—  z) 

Alles  durch  ^  dividirt  und  rechts  i  —  sin  J7  gesetzt,  giebt : 

d'  p .  sin  77 .  cos(qp — <p') .  cos  { $(»'-{-  z)  —  y } 

4  cosy.co8i(3'—  3) 

Quadrirt  man  die  beiden  Formeln  für  d'.  sin  4(2' — s)  und  für 
d'.co8l(z'—z)  und  addirt,  so  entsteht  die  Gleichung 
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cos  y 

durch      dividirt  und  für  ~  =  sin  //  geschrieben : 

/ __  j  2p .  sin  il.  cos(y  —  <p')  cogfr — y)  ,  p'sm'/J.cos'Cqp  —  q>') 
\4  )  cosy  '  cos2/ 

-  =  l/l     2p .  sin  77.  cos(y  —  qp ' )  cosfc  —  y )     p*sin»/I.cos*(<p  —  y') 
^/       r  cosy  '  cos*y 

Demnach  log//' — log^f  gleich  dem  logarithmus  der  Wurzel;  der  Aus- 
druck unter  der  Wurzel  ist  aber  conform  mit  l+2a.cosx-f-  er, 
wenn  man 

p.sini7.cos(qp  —  q>') 


cosy 


setzt;  der  logarithmus  einer  solchen  Wurzel  lässt  sich  aber  in  einer 
Reihe  entwickeln,  wie  bereits  im  Anfange  gesagt,  von  folgender  Form 

M\a. cosx  —  Ja*cos2.e  +  Ja3cosite  ...  J, 

wobei  M  der  Modulus  des  Briggc'schen  Systems.  Ebenso  lassen  sich 
«lic  übrigen  hier  gewonnenen  exaeteu  Formeln  in  Reihen  entwickeln. 

Es  war 

q  .  sin  J7sin(<p  —  q> ') .  sin  A 

.  (  ,_   .v  sing  

tg^       }~~  x_9 ^sin  7isin(y  — y').cos;l 

sin* 

also 

g .  sin  I7.j*in(<p  —  <p ' )  sin  A 
sma 

Die  ersten  Glieder  dieser  Reihe  genügen  in  allen  Fällen.  Der  ein- 
geführte Hülfswiukel  war  bestimmt  durch  die  Gleichung 

tey-cosHA'-A)^-*^ 

Arctg(*)  =  x— \x  + 
cos\(A>+A)  uaWA'+A) 

sin(<j>— qp') 
Wv-9)  =  ^— 9')' 


da 

so  ist 
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für  sin  setze  den  Bogen  und  für  cos  1,  für  sehr  kleine  Winkel  ist 
der  sin  gleich  der  tang  und  beide  gleich  dem  Bogen,  also 

Man  zerlege  #4+4  in  A  +  i{A'—A),  so  wird 

cosj(A'-\-  A)     cos^4.cos}(yl,-~^i)  siüA ^sinj  ( A'—  A ) 
cosi(^#—  A)  cos\{Ä— ~Ä)  co&i(Ar—  A) 

und 

y  =  cosA(<p  —  <p')  —  sin-A.tgJ(-4'—  A)(<p  —  q>f) 

—  i(cos  A  —  sin  A .  tg  \{A'—  A) )» (<p -  <p')s  . . . 

Ans  dem  Ausdruck 

g.sin/I.cosOp  —    )  sin(*  —  y ) 

,   cosy  

ig^z     z)  p .  sin /7.  cos(qp  —  qp')cos(« —  y) 

~~  cosy 

entwickelt  man  die  Reihen-Formel 

,  sinI7.cos((j>  —  tp')  . 

z—z  —  q.  —  —  sin(z— y) 

r  cosy  ' 


+  

Es  bleibt  noch  log  4'  in  eine  Reihe  zu  entwickeln  übrig;  es  war 
schon  angedeutet  worden,  dass  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  con- 
form  sei  dem  Ausdruck  1  — 2a.cosa?+a*,  wonach  der  logarithmus 
der  Wurzel  zu  entwickeln  sein  wird.  Zuvor  aber  noch  folgende  Sub- 
stitutionen. Offenbar  steht  die  Grösse  der  Mondscheibe  resp.  ihres 
Durchmessers  im  umgekehrten  Verhältnisse  mit  der  Entfernung  des 
Mondes,  also  //:  d' =  r':  r,  wenn  r  und  r'  die  zu  den  entsprechen- 
den Entfernungen  J  und  4'  des  Mondes  gehörigen  Radien  der  Mond- 
scheibe sind,  also 

T 

-=-  —  -?    oder    l.J'—l.  J  =  l.r — lr', 
a  r 

Man  suche  den  l  naturalis,  dadurch  fällt  M  weg, 

T«u  um.  33 
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+  *(fc-B-5^j2=^),«.l^l»...-»'-fc 

Iu  diesen  Reihen-Formeln  sowie  in  den  vorangegangenen  exacten 
unterscheidet  mau  sehr  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  diese  sind  /7, 
(qp  —  <p');  Productc  derselben  oder  Potenzeu  bilden  sehr  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung.  Für  den  Mond  genügen  die  zweiter  Ordnung,  die- 
jenigen höherer  Ordnung  liegen  ausserhalb  der  Grenzen  der  Wahr- 
nehmung. Hei  Planeten  und  bei  der  Sonne  reichen  die  kleinen  Grössen 
erster  Ordnung  aus,  für  die  Fixsterne  ist  die  Erde  sammt  ihrer  Bahn 
mit  einem  Durchmesser  von  4O00OOOO  Meilen  nur  ein  mathematischer 
Punkt.  Nur  sehr  wenige  von  ihuen  geben  von  den  Enden  dieses 
Durchmessers  aus  gesehen  cino  Parallaxe  von  höchstens  1"  Bogen. 
Mit  Berücksichtigung  dieser  Abkürzungen  erhalten  wir 

sin  77.sin(<p  —  qp'jsin.l 

-I  —  .  I  =*  Q  .  ;  

V  S1U* 

Dieses  Glied  enthält  das  Product  von  sin//,  sin(g> —  q>'),  ist  also 
zweiter  Orduung,  gentigt  demnach  für  den  Mond.  Die  übrigen  Ge- 
stirne haben  keine  Azimutal-Pnrallaxc,  weil  das  erste  Glied  schon  eine 
kleine  Grösse  zweiter  Orduung  enthält;  das  zweite  Glied  ist  vierter 
Ordnung.    Ferner  kann  man  für  den  sin  den  Bogen  einführen,  also 

q.I1.(<P  —  <jp').sinyl 

A  —  A       -  ~;  » 

sin  % 

denn 

x  a*a 

Bin««  j  —  ... 

Setze  ich  also  sin*  --=*  x  und  ist  x  sehr  klein,  so  vernachlässige  ich 
nur  eine  kleine  Grösse  dritter  Ordnung,  y  =  (tp  — <p').cosA  genügt, 
denn  das  Glied  siiwl.tgi(A'— A)(<p  —  tp')  ist  dritter  Ordnung,  weil 
(A'—A),  wie  die  vorige  Formel  zeigt,  schon  zweiter  Orduung  ist. 

cosfop  —  tp') 

In  dem  Reihen-Ausdruck  für  z—z  kommt  — —     vor,  dies 


kann  man  =  1  setzen,  denn 


cosy 


cos*  =  1  —  12" 

Setze  ich  für  x  sehr  kleiu,  cosac  =  1,  so  vernachlässige  ich  ein  sehr 
kleines  Glied  zweiten  Grades ,  das  aber  noch  mit  sin  71  resp,  mit  U 
zu  multipliciren  ist,  also  dritten  Grades  wird. 

Es  war 
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,  p.sin77.cos(<p  —  g>')  . 

z—z  =  — -  . sm(z  —  y) 

cos  y  v  99 

,     /p.8in77.co8(qp  —  tp')\*  . 

+i  {  c^s7  )  r) 

dafür  kann  nun  gesetzt  werden 


sin  77  =  77, 

a'—  z  =  e .  n .  sin(*  —  y)  +  Ü g  77 ) ^in  2(z  —  y)  . . . , 

löse  sin(s  —  y)  auf  und  schreibe  für  cosy  1  —  das  dadurch  vernach- 
lässigte Glied  zweiten  Grades  wird  ja  noch  mit  77  multiplicirt  —  und 
für  siny  setze  y.    Dann  kommt: 

IV)   z' — z  =  p77. sin»—  p77.cosÄ.y+i(p77)2.8in2s  ... 

Zu  dem  letzten  Gliedo  fehlt  noch  der  Factor  cos2y,  der  ist  —  1,  das 
folgende  Glied  |(?77)2cos27siii2y  ist  wegen  sin2y  dritten  Grades, 
ferner  für  sin 2z  gesetzt  2sin*.cos2  gibt 

z'—z  =  g  .  77.sins  —  p77.cos*. y  +  (p77)*eosz.sinz 
Jetzt  setze  man  rechts 

z  =  z  —  (*'-*), 

wobei  sin(«'—  z)  sehr  klein,  das  im  zweiten  Gliede  mit  77y  und  im 
dritten  Gliede  mit  77*  multiplicirt,  also  dritteu  Grades  wird,  während 
cosfc'  —  z)  —  1  wird,  demnach: 

z'— z  =  e77sin(*'-(3'—  •))—  pn.cos/y  +  p^sinz'cos*' 

z — z  =  p77sin  — p77eoss'.sin(s' — z)  —  p77co8z'.y-f-p*772sin;5'cosÄ' 

z'  —  z  =  p77sius'—  q  Tl  cos  z' y -\-qT1  cos  z'iQnainz'—  sln(*'—  z)). 

Setzt  man  in  der  Klammer  sin(s'—  *)  =»  z — z,  so  erhält  man  den- 
selben Ausdruck  der  aus  Gleichung  IV)  hervorgeht,  wenn  man  das 
erste  Glied  von  rechts  nach  links  bringt  Man  sieht  dann,  dass  der 
Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  einer  sehr  kleinen  Grösse  zweiten 
Grades  ist.  Diese  noch  mit  77  multiplicirt  wird  dritten  Grades,  also 
kann  das  ganze  Glied  wegfallen.    Es  bleibt: 

*' — z  =  p77sins' — p77ycos«', 

für  y  siny  und  zum  ersten  Gliede  der  Factor  l  =  cosy  gesetzt,  gibt 

z—z  =  qT1%\m{z'—  y). 

Ausser  der  schon  oben  erwähnten  Reihen-Formel  für 
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von  der  selbst  beim  Monde  nur  das  erste  Glied 

q.  sini7cos(<)p  —  g>') 


cosy 


.cos(z  —  y) 


abgekürzt  ^27cos(s  —  y)  genügt,  findet  man  nach  Anleitung  der  letzten 

Formel  für  r —  %  eine  andere  sehr  bequeme  Methode  von  Es  ist 
bereits  bewiesen 

^'sins'=  z/sin^  —  pcos(qp — ?>')tgy 

<4'cos  z  =  A  cos  s  —  g  cos(<p  —  g>')« 

die  obere  Gleichung  mit  cosy,  die  untere  mit  siuy  multiplicirt  und  2 
von  1  abgezogen,  gibt 

4f8m(z'—  y)  =  d$m(z  —  y) 

sin(s  —  y) 
^      sin(s' —  y) 

Denkt  mau  sich  die  Erde  als  Kugel,  so  ist  offenbar  z  die  geometri- 
sche, z  die  parallaktisckc  Zenitdistanz  und  im  Dreieck  CBS  (Fig.  2.) 

A1  sins 
<4      sin  z'' 

Dieser  Ausdrnck  stimmt  mit  dem  obigen  bis  auf  den  Hilfswinkel  y, 
der  durch  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  bedingt  ist,  überein. 

4'  sin(s  —  y) 
4  ~~  sinOr'— y) 

wird  bequem  angewendet,  wenn  beide  z  und  y  bekannt  sind. 

log  d'  —  log  d  =  log  sin(2 — y)  —  log  sin(s'  —  y)  =  log  r  —  log  r ' . 

Zusammenstellung  der  letzten  abgekürzten  Formeln 

A,_  A  ^  Qll((p  —  <p')smA 

sin  z 

y  =  (rp  —  <p')cOSÄ 
z—z  mm  pJ7sin(~'—  y) 

log^'—  log    =  logsin(s—  y)—  logsunV—  y)  =  log  r— -log/. 

Für  Gestirne  weiter  als  der  Mond  können  Glieder  zweiter  Ordnung 
wegfallen,  also  fällt  A'—A  ganz  weg,  in  dem  Ausdruck  für  z'—z 
kann  man  y  weglassen. 

Parallaxen-Rechnung  für  ascensio  recta  und  declinatio.  Es 
seien  <*,     4  ascensio  recta,  declinatio  und  Entfernung  des  Gestirnes 
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in  Bezog  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde,  o',  6',  J*  dieselben  Grössen 
in  Beziehung  auf  den  Beobachter,  0,  <p',  g  Sternzeit,  verbesserte 
Breite  und  Erdhalbmesser  des  Beobachtungsortes. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  seien  bezogen  auf  ein  System, 
das  seinen  Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  der  Erde  bat,  dessen  xy 
Ebene  die  des  Aequators  sei;  die  x  Axe  sei  gerichtet  nuch  dem 
Frubliugsaequinoctium,  die  y  Axe  also  senkrecht  auf  ihr  in  derselben 
Ebene,  und  die  %  Axo  sei  die  Ilimmclsaxc,  die  Umdrcchungsaxe 
der  Erde. 

ar,  yy  z  seien  die  Coordinaten  eines  Gestirnes  in  Bezug  auf  dieses 
System. 

y\  z  seien  die  Coordinaten  desselben  Gestirnes  in  Bezug  auf 
eiu  dem  ersten  paralleles  System,  dessen  Anfangspunkt 
der  Ort  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
sei. 

*o>  yo->  *o  seien  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  letzteren 
Systems  in  Bezug  auf  das  erstere. 

Umwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar  -  Coordi- 


ebenBO  sind  a-0,  y0,  s0  umzuwandeln.  Hier  ist  d  der  Erdhalbmesscr 
des  Beobachtungsortes.  Dieser  liegt  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
in  der  Richtung  des  Zenits  jenes  Ortes,  seine  ascensio  recta  und  dc- 
cliuatio  ist  also  die  des  Zenits,  demnach: 

X0  =  p.CO8<p'.COS0,        y0  =      COS qp'.  Bill  W. 

?o  =  p.sin(p\ 

Verwandelt  man  nun  die  Coordinaten  des  ersten  Systems  in  die  des 
neuen,  so  erhält  mau  nach  den  Formeln 

1)  ^'.COb(5'.C08o' =  z/.  COS  d  COS  ß — p.C08<p'.C08  6, 

2)  /f.  cos  6'.  sin  a'  —  A.  cos  ö  sin  «  —  q  .  cos  <p\  sin  8, 

3)  J'.sin5'=  ^.siud  —  e.sin<p\ 

Für  ascensio  recta  führe  mau  ein  den  Stundeuwinkcl ,  da  Ster- 
nenzeit gleich  ascensio  recta  plus  Stundenwinkel,  also 

t  -  0  —  a 


naten: 


x  J . cos». cos d, 
y  =»  d. sin«. cos d, 
3  —  z/.siuo', 
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ist.   Zuvor  multiplicirc  man  Gleichung  1)  mit  cosö  und  2)  mit 
und  addirc,  dann  1)  mit  sind  und  2)  mit  cos 0  und  subtrahire  2 
von  1,  so  entsteht: 

1)  ^'.C08d'.C0S<'=*  ^C08<$.C08<  —  p.COS?/, 

2)  A'.  cos  d'.  sin  t'  «=  d  cos  d .  sin  t, 
dazu  heisst  die  dritte 

3)  Jf. sind'.     J sind — p.sinqp'. 

Zu  diesen  3  Gleichungen  kehren  wir  später  zurück  und  knüpfen 
zuerst  an  die  ersten  3  Gleichungen  an,  um  aus  ihnen  die  Ausdrücke 
«'—  a  und  d'—  d,  sowie  J'—J  zu  erhalten.  Man  multiplicirt  zu 
diesem  Zwecke  der  Reihe  nach  Gleichung  1)  und  2)  mit  coso  und 
sino  und  addirt  und  subtrahirt,  so  entsteht 

^f'.cosd'.cosCa'-— «)  =  z/cosd  — e.cosqp'.cos(0— a) 
^'.cosd'.simV— a)  =  —  p.cosqp'.sin(0— a) 

tef«'-  a)  -  g.cosp'.8in(tt-0) 
*K         '      ^.cosd  —  p.co8<p'.cos(a--  ß) 

(Das  minus  Zeichen  ist  im  Zähler  auf  den  siuus  tibertragen).  Zähler 
und  Nenner  durch  J  cosd  dividirt, 


p.co8y.cos(a—  S) 
1_  ^.cosd 


Der  Ausdruck  rechts  ist  abermals  die  Summen-Formel  einer  Reihe, 
also 

,  p.cosgp'  .  _x 


^cosd 

AI 


Um   d'—  d   zu   erhalten,    multiplicire   man   die   Gleichung  für 
cosd' cos («'— o)    mit    cos J(a'—a)    und    die   Gleichung  für 
^'.cosd'.sin(a'—  a)   mit   sin  !(«'—«)  und  addire, 

2*'.C0Bd'.C08i(a'—  cc)  —  ^.cosd.  cos  !(«'—«) 

—  p.cosqp'.cos       —    y  *\ 
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cos  !<«'—«)  dhidirt, 

*  .  cos*' cos 

d'=JCQ*i  ki\  .  *  7 

die  dritte  Gleichung  dazu-   Zar  Bequemlichkeit  führe  man  folgende 


«*' — «  s^hr  klein,  also  cos \(n' —  m)  nahezu  1  ist.  so  wird  diese 
Substitution  stets  möglich  sein,  ferner 

sinqp'  aa  cosMcos'P, 

wir  erhalten  also 

^cos<5'  =  Jcosö  —  q.  cos  A/sin  V. 
J'smd'  =  ^sind  —  p. cos  3/ cos V. 

Aus  diesen  beideu  Gleichungen  entstehen  durch  Multiplicationeu  mit 
cos d  und  sind  und  durch  Addition  und  Subtraction  folgende  Glei- 
chungen : 

^f'cos  (6'—d)  —  A  —  p.cos3/sin(d  +  «F) 
J'sm(6'-d)  =-  -p.cos3fcos(a+lF) 

tg(a'-d)=- 


Bas  ist  abermals  bis  auf  unwesentliche  Abweichungen  der  Ausdruck 
für  die  Summe  einer  Reihe,  erstens  ist  der  Zähler  negativ,  also  die 
ganze  Reihe  negativ,  zweitens  steht  oben  der  cosinus  und  unten  der 
sinus,  also  nehme  mau  statt  des  Winkels  (d-f-  *F)  sein  Complement. 

*_a  ^^coa<a+!P) 

Man  eliminire  Af, 

sin  <pf 


cos  M  - 


c"os<P' 
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Dieselben  Gleichungen,  aus  denen  wir  soeben  d'  —  ö  gewonnen  haben, 
quadrire  man  und  addire  sie,  so  erhält  man: 

j'*  -  ^-2z/.?.co8A/.sin(d+^)+^.cos2A/, 
_\f~     2(.coBJf.sin(<94-^r)  .  p*.co8*Af 

4  -*yi  j  1 — jt — 

Setzt  man  wieder  für  ä+^P  dessen  Complement,  so  wird  aus  dem 
sinus  der  cosinus,  und  der  Ausdruck  11  —  2acosx  +  af,  in  welchem 

p.cosAf 


ist,  wieder  hcrgostcllt,  der  Ausdruck  zVl  — 2acosa;-f-a*  giebt  eine 
Reihe,  also 

log^'  =  log^/+  p  C^9A/8in(^+y) 
.  .  /p.cos3A2  .   w.  ,  _ 

Daraus  M  eliminirt 

log^-log^-?^8in(d+^} 


Die  3  Fundamentalgleichungen  nach  Einführung  des  Stundenwinkels 
waren : 

^'C08d'C08«'  =  JCQsScOSt  —  Q.COSip', 
zf'cos  ä'sin*'      d  cos 6 sin/, 
J'slnd'  —  4  sinä  —  p.sinqp'. 

quadrire  sie  und  addire  sie: 

^'»(cosd'^cosi'^+sin^^  +  sinÄ'2)  -  4'*  - 
«=     — 2  ^p(cos  ö  cos * cos  (p'-f  sin  6  sin  g>')  +  q*. 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ergiebt  sich  aus  einer  Relation  unter 
den  Stücken  des  Dreiecks  Pol,  Zenit,  Gestirn.  (Fig.  8.) 
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cosf  =  sinäsinqp'+cosflcosqp'cos*, 

also 

t  die  Zenitdistauz  bezogen  auf  das  verbesserte  Zenit. 

Der  Aasdruck  unter  der  Wurzel  ist  wieder  analog  dem  /Vi+2aeosar-f-a'. 
a  ist  negativ,  also 

 ^— f  +  i  (J)«»«  -  i  ( j)'coB3{. . . 

Die  Ausdrücke  für  J'cosö'  und  J'sind'  waren: 

4'cos6f  =  ^cosfl  —  p.cosA/sin?', 
^i'sin  d'  =  <4  sin  d  —  p .  cos  M  cos  V. 

Diese  wandle  man  um: 

A  'cos  d  'cos  =  ^  cos  6  cos  W  —  q  .  cos  M  sin  V  cos  7lF 
^'cosd'sin^  =     sind  sinf  —  p.cos McosV sinf 

zf  cos(d+*F)  =  Jco8(d+S0  oder 

'      cos(3  +  y)  r 
^  -  cosfd'-f-f)  "  r' 

Man  beobachtet  indessen  beim  Monde  gewöhnlich  den  Rand,  nicht 
das  Centrum,  weil  dieses  sich  nicht  so  gut  markirt  wie  jener.  Es  sei 
L  der  Mittelpunkt  des  Mondes,  M  ein  Punkt  des  Randes,  C  der 
Mittelpunkt  der  Erde,  MC  sei  eine  Tangente,  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CML  ML  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
LC  unser  d\  der  Winkel  bei  C  wird  gemessen  durch  den  scheinbaren 
Mondhalbmesser,  ist  also  kein  anderer  als  r,  demnach  das  gesuchte 

CM=  z/cosr, 

dies  die  Entfernung  des  Mondrandes  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der 
Erde.  Dieselbe  Correctur  wird  man  anbringen  an  die  Entfernung 
bezogen  auf  den  Ort  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der  Erde  if, 
also 

BM-  J'cosr'. 

Ebenso  verwandelt  man  das  a  uud  d  des  Mondmittelpunktes  in  « 
und  d  des  Mondrandes.   Der  wahre  Halbmesser  des  Mondes 
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MLr^Jsmr   oder  <4'sinr', 

mithin 

diiür  =  ^'sinr',    d:J'  «=»  r':r. 

Es  war 


J  «=  p. sin/7, 


wobei  /7  die  Acquatorial-Horizoutal-Parallaxc  des  Mondes,  diese  ist 
im  Mittel  57\ 

Die  zuletzt  gewonnenen  Formeln  sind: 

p.cosa/sin/7 


a  — a  = 


cosl—  sin(«-8) 
.  /p.cos<p'sin27\2  . 


cos|(j(af-f  a)—  3) 
tg<jp'cosi(a'—  a) 


In  diesen  Formeln  ist  der  scheinbare  Ort  bezogen  auf  den  wahren. 
Hätte  man  bei  der  Aufstellung  der  Fundamentalgleichungen  nicht 
/>/-'  auf  xy«  bezogen,  soudern  umgekehrt,  so  würde  man  durch  ganz 
dieselben  Rechnungen  zu  denselben  Resnltaten  nur  mit  veränderten 
Vorzeichen  gekommen  sein,  in  welchen  die  bestimmenden  Grössen 
die  durch  Beobachtung  gefundenen,  nicht  die  aus  den  Tafeln  ent- 
nommenen geocentrischen  gewesen  wären.  Man  setze  in  der  Reihe 
für  tt'—n  den  Factor 

g.co8<p'siu/7 

cos "6  ~ 

so  lautet  die  Reihe? 


a'—a=  —  a sin (a—8)  —  Jarsin 2(o—  6) . . . 
Ferner  drücke  man  «  durch  a!  aus 

also 


Digitized  by  Google 


Kling  er:  Beitrügt  zur  mathematischen  Geographie,  363 

et  —  —  asin(«'— 0  —  («'—  a))  —  Ja»sin(2(«'—  6)  —  2(a'—  «))... 

sin{2(a'— ö)— 2(a'-«)}  -  sin2(a'— ö)cos2(«'— «) 
—  cos  2(a — 6)  siu  2(« '  -  <*). 

Das  zweite  Glied  kann  wegfallen,  weil  sin2(a'—  a)  eine  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  mit  «2  einer  Grösse  zweiter  Ordnung  zu  multipliciren 
ist,  ferner  setzt  man  im  ersten  Gliedc 

cos2(a'—  a)  =  1, 

also  bleibt 

sin{2(«'— S)  —  2(«'  -  «)J  -  sin2(«'-0)  -  2sin(o'~ S)  cos(«  —  0) 
und 

af —  a  =  —  a  sin  ((er'— 0)  —  («'—«))—  n*  sin  (a'—  S)  cos  («'—  o). 
Im  zweiten  Gliede  mit  dem  Factor  a*  kann  man 

cos(a' — er)  =  1 
setzen,  wie  die  Reihe  für  den  cosinus  beweist,  ebenso 

sin  (er' —  er)  =  a —  er. 

Demnach 

er'  —  a  =  —  asin(«'— 0) — acos(cr' — ©)(«' — «) 
—  a*cos(o'— S)  sin(a'— 6) . . . 

Für  «' — er  im  zweiten  Gliede  setze  man  den  angenäherten  Wert 

«' — er  =»  «sin(a' — 0), 

weil  der  dadurch  begangene  Fehler  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  im 
zweiten  Gliede  mit  einer  Grösse  erster  Ordnung  zu  multipliciren  wäre. 
Es  entsteht  also: 

er' —  er  =  a  sin  (er' —  &). 
Die  Substitution  des  a  rückgängig  gemacht,  giebt 


,  p.coso/sinH 

«  _«  =  — 5  sin(a'—  9). 

cos  0  ' 

Die  Unbequemlichkeit  in  dieser  Formel,  dass  in  ihr  geocentrische 
und  parallaktische  Grössen  auftreten,  während  doch  entweder  nur  die 
ersteren  aus  den  Tafeln  oder  die  letzteren  aus  der  Beobachtung  be- 
kannt sind,  wird  am  Schluss  berücksichtigt  werden. 

In  der  Reihe  für  6'— 6  kann  der  Coefficient 

p.  sin  U  sin  q>' 

gesetzt  WÄf"* 
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ftr —  8  e=  —  h cos (8 -}- *¥)  —  ib* sin 2(5  -f  «P) . . . , 
für  i  setze  wieder 

ebenso 

cos  (5'—  d)  -  1    und    sin  (<3'- 1)  -  d'-  *, 

dann  wird 

=  —  &  cos  (<5'+  IP)  — A  sin  (Ö+V)(ö'-Ö) 
—  A'sin(ä'+^)cos(<5'+^)... 

Die  übrigen  mit  ä*  verbundenen  Glieder  fallen  weg,  weil  sie  mit  die- 
sem, einer  Grösse  zweiter  Ordnung,  verbunden,  Grössen  dritter  und 
vierter  Ordnung  geben.  Setzt  man  für  d'—  8  im  zweiten  Gliede  de« 
angenäherten  Wert  aus  dem  ersten  Gliede  mit  demselben  Rechte  wie 
oben,  so  entsteht 

8'— 8  =--6cos(d'+*F); 

die  Substitution  des  b  rückgängig  gemacht,  giebt 

x,     .  p.sin<p'sin/7 

8-8^  cos((5'-f-^). 

Diese  so  abgekürzton  Formclu  nochmals  mit  den  obigen  zusammen- 
gestellt lassen  den  Gang  der  Rechnung  erkennen: 

,    _  _  gneos^ 
«—  c^sT  8m(a_Ö) 

p/7cos<p'   .  , 

«=  — —  sin  t 

cosd 

cos  (*(«'+ «)  ~  0)         cos  f 

tg<p'cosjr(«'—  a)  ~~  tg<p'cosi(<'—  f) 


tgf 


l(J)-l(J)  =  /(r)-Z(r')  =  /cos(d-f^)-/cos(d'+y). 

In  der  ersten  Formel  für  a! —  a  ist  es,  wie  bereits  erwähnt,  unbequem, 
dass  das  geocentrische  8  vorkommt,  während  doch  der  scheinbare  Ort 
als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  indessen  setze  man  in  der  Formel  für 
tt—a  das  parallaktische  8'  statt  <5.  Der  Fehler,  der  dabei  entsteht, 
ist  eine  Grösse  zweiter  Ordnung,  denn  der  Unterschied  zwischen  <J 
und  8'  ist  nach  der  betreffenden  Formel  eine  Grösse  erster  Ordnuug, 
die  in  der  Formel  für  «' — «  mit  77  multiplicirt  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung  wird.  Mit  diesem  so  angenäherten  a  berechne  mau  W  und 
mit  diesem  W  findet  man  ö'—  8.  Hier  wird  der  Fehler  dritter  Ord- 
nuug, denn  er  wird  multiplicirt  mit  Tl.    Mit  dem  auf  diese  Weise 
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gefundenen  and  bis  auf  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  richtigen  d 
gehe  man  abermals  in  die  Formel  für  a—  a  und  corrigire  dasselbe 

cos  6' 

einfach  dadurch,  dass  man  das  zuerst  gefundene  «'— «  mit  — T 

cosd 

multiplieirt.  Man  kann  sich  in  ähnlicher  Weise  auch  dann  noch 
helfen,  wenn  mau  nur  ö  und  «  hat,  also  auch  nicht  «'.  Bei  allen 
Himmelskörpern  ausser  dem  Monde  genügen  selbst  die  Grössen  erster 

Ordnung  allein,  alsdann  tritt  für  n  J  ein;  dann  wird 

Jcosd»  ^-tg?" 

denn 

cosi(<'—  0  =  1   und  =  *', 

ferner 


Hierbei  kann  man  für  6'  ö  und  für  t'  t  setzen,  selbst  für  <p'  kann  q> 
eintreten  und  für  q  setze  man  a  =  1.  Will  man  sehr  genau  sein, 
so  ist  höchstens  q  und  qp'  beizubehalten.  J  ist  immer  in  Erdbahn- 
halbmessern, q  iu  Erdäquatorialhalbmesscrn.  Darum  ist  zu  g  die 
Aequatorial-Horizontal-Parallaxc  der  Sonne  hinzuzufügen. 

Anwendung  dieser  Formeln  für  den  speciellcn  Fall  des  Durch- 
gangs durch  den  Meridian.   Dann  ist  nämlich 

t  =  0,    t'  =  0, 
a'—a  «=  t'—t  «=  0. 


also  auch 


demnach 
und 


d'-ö  =  -  Qn8m<p'C0S(Ö'+W>—<p') 

ö'—ö  =  —  onsmiv'—ö). 
Im  Meridian  ist  die  Zenitdistanz  =  9>  — also 

also 

6'—  ö  mm  —  pI7sin£'. 

Geometrischer  Beweis.  C  sei  der  Mittelpunkt  der  Erde,  B  der 
Ort  des  Beobachters,  dessen  Meridianebene  CBS,  dann  gilt  im  Drei- 
eck CBS  (Fig.  9.): 

CBiCS—  sin(r-£):sin£' 


oder 


sin(^— ö  —  ^sinf  —  ^27sinf 
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also 

6'-ö  =  -  gnsinf. 

Endlich  kann  bei  Lange  nnd  Breite  nach  der  Parallaxe  gefragt 
werden.  Alsdann  lege  man  die  xy  Ebene  in  die  Ebene  der  Ekliptik. 
Der  Aufaugspunkt  der  Coordinatcn  sei  wieder  der  Mittelpunkt  der 
Erde  und  die  %  Axo  nach  dem  Pol  der  Ekliptik  gerichtet.  Das  zweite 
<  ■oordinateusystem  sei  dem  ersten  parallel,  sein  Anfangspunkt  der  Ort 
des  Beobachters.  Die  Entfernung  beider  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinatensy  steine  sei  wieder  q,  und  die  Lauge  und  Breite  des  Zenits  sei 
tj  und  %i  80  sind  die  iu  die  Gleichung  einzuführenden  den  bei  Be- 
rechnung der  Parallaxo  für  ascensio  recta  und  declinatio  entsprechende 
Grössen 

für  J'a'ö'  setze  A'l'b\ 
für  /lad  setze  Alb  und 
für  q  &  tp'  setze  g  rj  %. 

Die  Entwickelung  ist  dieselbe,  man  führe  in  die  Schlussformeln 
nur  die  entsprechenden  Grössen  ein. 

Bilden  wir  im  Moment  des  Eintritts  eines  Fixsternes  in  die 
Mondscheibe  das  Dreieck:  Pol,  Mondmittelpunkt  und  Stern  PMS,  so 
sind  seine  Seiten,  wenu  wir  die  parallaktischc  Declination  des  Mondes 
mit  n',  die  geocentrische  des  Sternes  mit  ö  und  den  parall aktischen 
Halbmesser  der  Mondscheibe  mit  JV  bezeichnen,  90°—  D\  90°  -I 
uud  Ii'.  Der  Winkel  am  Pol  ist  A'—a.  A'  bedeute  die  parallak- 
tischc ascensio  recta  des  Mondes,  a  die  geocentrische  ascensio  recta 
des  Sternes.  Der  Winkel  beim  Sterne  sei  Q„  der  Aussenwinkel  beim 
Monde  Qä.  Beide  Winkel  werden  von  Nord  nach  West  gezählt 
Wendet  man  auf  dieses  Dreieck  die  Gaussischen  Formeln  an,  so 
entsteht  : 

siufK'cosiCQj+Q,)  —  s\ni(ö— Df)  cos  MA'—a), 
8inlÄ'siu£(Qi  +  G2)  —  cos  £(6  +  /)')  siniM'—  «). 

Setzt  man  nun  für  die  sinus  sehr  kleiner  Bogon  den  Bogen  und  für 
die  cosinus  1,  indem  man  die  zweiten  Glieder  in  der  Reihe  für  sinus 
und  cosinus  vernachlässigt,  uud  snbstituirt  man  für  t(Qi+  Qi)  =  ^ 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

I)   Ä'cosQ0  —  (6  —  D'), 

II)   Rf  sin  Q0  —  (Af  —  a)  cos  i(ö + D'). 

Zu  den  bekannten  aus  deu  astronomischen  Tafeln  entnommenen  Grös- 
sen ö  —  D'  und  R  fügt  mau  dio  Parallaxe  hinzu,  so  dass  man  nach 
Bestimmung  der  Werte  I?  und  d— 2/  aus  Gleichung  I)  cosQo,  also 
auch  sinQo  gewinnt,  mit  dessen  Hilfe  mau  aus  Gleichung  II)  A'—* 
berechnet,  woraus  abermals  uns  die  Parallaxen-Rechnung  die  Grösse 
A  —  a  finden  lässt. 
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Es  war  bereits  in  der  Einleitung  gesagt  worden,  dass  wenn  man 
die  Zeit  der  Ränderberührung  des  Mondes  und  des  Sternes  kennt 
sowie  das  Fortrücken  des  Mondes  in  ascensio  recta,  man  die  Zeit  der 
Conjunction  in  ascensio  recta  des  Mondmittelpunk  tos  und  des  Sternes 
berechnen  kann.  Es  sei  T  die  Zoit  der  Coujunction  in  ascensio  recta, 
t  die  der  Randberührung  und  die  ascensio  recta  des  Mondmittel- 
punktes zur  Zeit  der  Conjunction  sei  J<„  das  Stück,  um  welches  der 
Moudmittelpuukt  in  ascensio  recta  in  der  Zeit  1  fortrückt,  sei  m, 
dann  ist  offenbar 

A  =  AQ-\-m(r—  l1)    oder    A  —  Aq  =  m{x  —  T). 
A0  ist  aber  zugleich  die  ascensio  recta  des  Sternes,  also  ist 
A-a  =  w»(t—  T)    und    T~t  «). 

Das  ist  aber  V,  welches  in  den  Zeiten  der  beiden  Beobachtungs- 
orte ausgedrückt,  uns  ihren  Zeitunterschied  erkennen  lässt.  Es  bleibt 
nur  übrig  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  die  kleinen  den  Bestini- 
mungsgrössen  anhaftenden  Fehler  auf  den  Wort  dieses  T  haben. 

Zunächst  hängt  T  von  (A  —  a)  ab.  Dieses  wird  berechnet  aus 
dem  durch  Gleichung  II)  gefundenen  A'— «,  das  um  so  schärfer  ist, 
je  schärfer  sin(?0.  Unbedeutender  ist  der  Einfluss  von  cos  }(<$  +  P'). 
Nähert  sich  %  dem  Werte  90^  daun  ist  das  Wachstum  des  sinus 
sehr  gering  ;  auch  cos  (To  und  demnach  d  -  D'  sehr  klein,  &iuQ0  aber 
sehr  nahe  dem  Werte  1  bedeutet,  der  Durchgang  des  Sternes  ist  ein 
centraler,  in  welchem  Falle  auch  die  Beobachtung  mit  grosser  Schärfe 
zu  machen  viel  leichter  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Einflüsse  der  kleinen  Fehler  zu  be- 
trachten, welche  den  bei  der  Parallaxenrechnuug  auftretenden  Grössen 
anhaften.  Man  differentiire  die  Gleichungen  I)  und  II)  und  vernach- 
lässige dabei  die  Productc  je  zweier  unendlich  kleiner  Grössen,  so 
erhält  man  folgende  Formeln: 

cos  Q0 ö R' — /?'sin  =  <l(d—D'), 

sin  Q0  6 R'+  fl'cos  %  6     =  cos  K*+  D')  d(Af—  «). 

Multiplicirt  man  die  obere  mit  cosQo,  die  untere  mit  sinQo,  und 
addirt  beide,  so  entsteht 

dR'  =  cos  Qo  d  (6  —  D')  +  sin  %  cos  \{6  +  D')  d  (A'—  et). 
Diese  ganze  Gleichung  durch  sinQoeosJfd'-f />')  dividirt  und 

-  =  g  und 


sinifeebs !(«+/>') " "  J  tgQo  cos  + 

gesetzt,  gibt 

J    d(Af—  a)  —  gdR'—hd{ö—D'). 
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D'—  D  =  P*  r~~y  COS  (D'+  W). 


Die  Rcctascensionsparallaxe  des  Moides  (Af — A)  nenne  man  Py 
die  Declinationsparallaxc  (D' — D)  nenne  man  P'  und  wende  die  im 
Vorangehenden  entwickelten  exacten  Formeln  an  nach  den  dabei  für 
die  Berechnung  gegebenen  Regeln. 

COS  D 

p/7  sin  qp* 

cos; 

Man  ditt'erentiire  abermals  diese  Formeln,  wobei  man  wieder  die  an- 
endlich kleinen  Grössen  zweiten  Grades  vernachlässigt,  so  erhält  man: 

Diese  Correctionen  füge  man  jetzt  der  Gleichung  für  T  hinzu,  also 

T  =  t  —  f/i  (A  —  et)  —  m  d  (A' —  <*). 

Es  ist 

(A--a)  =  (A'—a)  —  P   und   4(4--  «)  —  4(4'—  «)  — 4P, 
demnach 

7=  r  —  m(^4 —  a)  —  md(A' — a)-\-mdP. 

Man  setze  den  Wert  für  d(A'-a)  aus  Gleichung  III)  ein, 

T  =  T  —  m{A  —  a)  —  mgdR'+m1id(ö  —  D')+mdP. 
Ferner  ist 

(Ö—D')  -  (6-D)  —  P'    und   d(ö  —  D')  -  d(ö—D)  —  dP\ 

also 

2T—  t  —  ro(4  —  a)  —  m£r//Z'-fmA4(A  —  />)  —  mÄrfi"+rotf/>. 
Die  Werte  für  rfP  und  4P1  eingeführt,  gibt 

P* d  IJ     tn  Pil  Fl 

T  —  X  —  m{A  —  a)  —  mgdR'-\-mhd(&-  D)  —  mh  — jj — |  jj — 

oder 

T  —  t  —  m(A  —  a)  —  mgd  R'-\-mhd(ö- — D)  -f-  jrj     — hP')dIJ. 

Hat  man  für  jeden  von  zwei  Orten  eine  solche  Gleichung  gefunden, 
dann  wird  die  Differenz  beider  Gleichungen  folgende  Form  annehmen : 

L  =  l  +  adR'+bd(Ö-D)  +  cdn, 

wobei  L  der  wahre  Zeitunterschied,  l  der  angenäherte,  a,  by  e  die 
Coefficienten  der  Fehlerquellen  sind,  unter  denen  b  allein  einen  merk- 
lichen Einfluss  hat.  Die  nähere  Untersuchung  dieses  und  der  beiden 
andern  Coefficienten  a  und  c,  so  wie  die  Illustration  der  vorangegan- 
genen Theorie  durch  Zahlcnbcispielc  soll  einer  spätem  Arbeit  vor- 
behalten bleiben. 
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XVIL 

Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
variabele  Gerade  Hauptnormale  einer  Curve  sein 
kann,  und  verwandte  Fragen. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  L 

Eine  variabele  Gerade  sei  dargestellt  in  der  Form 

xt  —  x —  au;    yx  wm  y — bu ;    Zj  «=  z —  cu  (1) 

wo  sc,  y,  z  die  Coordinaten  ihres  Ausgangspunkts,  y„  die  eines 
mit  u  variirenden  Punkts  auf  ihr,  a,  Ä,  c  ihre  Richtungscosinus  be- 
zeichnen. Sie  variire  mit  einem  Parameter  v,  als  dessen  Functionen 
xi  Vi  «i  °i     c  zu  denken  sind,  und  zwar  sei  v  bestimmt  durch 

Macht  man  u  zur  Function  von  v,  so  beschreibt  der  Punkt  (xlylzi) 
eine  Curve  Es  ist  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
eine  solche  Function  u  existirt,  für  welche  die  Gerade  (1)  Haupt- 
normale von  *,  wird. 

Es  mögen  bezeichnen  /,  g,  h  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
m,  n  die  der  Binormale,  t,  d  den  Krümmungs-  und  Torsionswinkel, 
l  die  Krümmungsbreite,  o  den  Torsionsbogen  einer  Curve  «  (gemäss 
der  Curventheorie  T.  LVL),  der  Iudex  1  die  Zugehörigkoit  zur  Curve 
die  Zeichen  ohne  Index  bezüglich  auf  die  vom  Punkte  (xyz)  be- 
schriebene Curve  *.   Ferner  bezeichne  der  Accent  an  den  genannten 

T.il  LXUI.  24 
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Buchstaben  die  Differentiation  nach  dem  zugehörigen  t,  dagegen 
a,  b,  c  dieselbe  nach  v.   üeberdies  sei 


ce'  ' 


cc' 
aa 


aa 
bV 


t  it 
aa  a 

bb'b" 

cc'c" 


woraus  bekanntermassen  folgt: 

—  —  da'\   etc.  und   a"  =  dat  —  a\  etc. 

Da  die  Gerade  (1)  schon  zufolge  ihrer  Gleichungen  durch  die 
Curve  *!  geht,  so  ist  sie  deren  Hauptnonnale,  wofern  sie  deren  Rich- 
tung hat.   Daher  wird  allein  gefordert,  dass 


sei.   Dies  differentürt  giebt: 

(/,  sin  A,  — /,  cos  A^tf,  =  a'dv ;  etc. 


(2) 


woraus: 


cx  =  v 


/j  sin  Aj  — /j  cos  A,  =  a';  etc. 
und  in  Verbindung  mit  (2): 


(3) 
(4) 


das  ist: 


gt9  «^sin  A,— ^cosAj 
ht'  n,sinA,  —  /^cosA, 


bb' 

cc' 

(5) 


! 


(6) 


/j  sin  kt + /,  cos  At  =  oj ;  etc. 

Dies  wieder  verbunden  mit  (4)  giebt: 

fx  =  sin  Aj  —  a'cos  A, 
lt  =  aj  cos  A,  -\-  «'sin  Aj 

Differentürt  man  Gl.  (5),  so  kommt: 

(/"j  cos  A,  --   sin  A^öAj  -  —  a'^v 

und  nach  Division  durch  (4): 

8A,  - 

Die  Gl.  (1)  differentürt  geben: 

fi  &i  =  fds  —  adu  —  a'uBv,  etc. 

Multiplicirt  man  mit  a,  dann  mit  a',  dann  mit  at  und  addirt  die 
Analogen,  so  kommt  bei  Berücksichtigung  der  Werte  (6): 


(7) 
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log«  =  f 


0  =  (a/+  bg  -f  ch)ds  —  du 
-a^COsA,  =  {a'f+b'g-\-c'h)ds-udv    \  (8) 

also  nach  Elimination  von 

du  ss  (af+bg+ekfa  (9) 
u  «=  ia//+^  +  c'A  +  (a1/+%+r1Ä)cot/^av)  ~  (10) 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  und  integrirt,  so  erhält  man: 

 (af+bg+ch)dv  

«'/+  b'g  +  c'h  +  (a,  f -f cxh)  cot  fJbu 

Hiernach  u  als  bekannt  betrachtet,  findet  man: 

8»  "  af+lh*  (12) 

Dies  letztere,  mit  Bestimmung  von  u  durch  (11),  ist  die  gesuchte 
Bedingung.  Nachdem  sie  erfüllt  ist  ,  kommt  erst  der  Wert  von  w, 
den  direct  Gl.  (10)  liefert,  in  Anwendung,  wenn  man  die  bereits  als 
möglich  nachgewiesene  Construction  der  Curve  *,  in  Ausführung 
bringen  will  und  zu  diesem  Zwecke  die  Strecke  u  anf  der  Geraden 
vom  Punkte  (zyz)  abschneidet. 

Die  Gl.  (11)  (12)  zeigen,  dass  «,  c,  g,  h  willkürlich  bleiben, 
dass  also  nicht  nur  die  Richtung  der  Geraden,  sondern  auch  die 
Tangentialrichtung  der  Leitlinie  beliebig  variiren  kanu,  und  nur  die 
Strecke  auf  der  Leitliuio  von  jeder  Geraden  zur  consecutiven  einen 
vorgeschriebenen  Wert  hat.  Doch  selbst  diese  Strecke  lässt  sich  be- 
liebig proportional  ändern,  da  n,  und  mit  ihm  Bs  einen  Willkür 
liehen  constanten  Factor  hat.  Genügt  also  eine  Leitlinie,  so  genügt 
für  dieselben  Richtungen  der  Geraden,  auch  jede  ähnliche. 


;§.  2. 

Ist  die  Leitlinie  orthogonal  zur  Geraden,  so  wird 

af+bg+ch  =  0 

daher  h  constant.   Hier  wird  Gl.  (10)  die  verlangte  Bedingung. 

Dieser  Fall  findet  unter  andern  statt,  wenn  die  Gerade  schon 
Hauptnormale  einer  Curve  *0  ist.   Dann  hat  man: 

a  =/o';  etc. 

24» 
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Die  bereits  entwickelten  hier  nur  auf  die  Cnrve  *u  zu  übertragenden 
Consequenzeu  hiervon,  Gl.  (4)  (5)  (3)  (7),  sind: 


a'  —  lQ  sin  k0  — /o  cos  ;  etc. 
aJ  =  cos  *o  +/o  sm  h ;  etc- 
SA« 


woraus: 

/  JBv  ==  Ao+*   (fc  const) 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt : 

( fk + .7^0  +  &"o)  cosfc  —  ( ff0  +  gg0  +  hh0)  sin  k  dt 
"  8in(Ao+l)  8*0 

Ist  die  Leitlinie  selbst  diese  Curve  «0,  so  ffcllt  der  Index  0  weg,  und 
man  bat: 

sinkds  Bs 
n  =  _  sTnTH^)ätf  =  ~~  Bx+B&cotk 

oder 

Br     B&  ,1 

qs  +  g7cot* '  i  ~  =  0  (*»  «*  const.) 

Dies  ist  die  Bedingung,  der  eine  Curve  *  genügen  muss,  damit  sie 
eine  gemeinsame  Hauptnormale  mit  andern  Curven  s1  habe.  Das 
gleichlautende  Resultat  fand  J.  A.  Serret  (Comptes  Rendus  LXXXV. 
p.  307.)  indem  er  die  letzte  Frage  direct  untersuchte.  Es  ist  hiermit 
gezeigt,  dass  deren  Entscheidung  aus  dem  Ergebniss  von  §.  1.  als 
specielle  Consequcnz  übereinstimmend  hervorgeht. 


§.  3. 

Neben  dein  vorstehenden  Beispiel  der  Anwendung  giebt  es  offen- 
bar viele  coordinirte.   Gleich  speciell  ist  die  Frage: 

Welche  Bedingung  muss  eine  Curve  *  erfüllen,  damit  ihre  Bi- 
normalen Haupt  normal  on  anderer  Curven  seien? 

Wir  wollen  hier  sogleich  die  Leitlinie  als  die  Curve  betrachten, 
deren  Binormale  die  Gerade  (1)  ist.   Dann  hat  man: 

a  =  /;   a'  =  — at  —  f  nebst  den  Analogen, 

v  ==      /  ABv  =  x 

Dies  eingeführt  in  (10)  giebt: 

Bs  Bs 
u  —  cottg^    oder  ^  =  «tgr    (u  const.) 

Die  Antwort  ist  also:  Der  Torsionsradius  muss  dem  tg  des  Krüm- 
mungswinkels proportional  variiren. 
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§.  4. 

Ohne  die  speciellen  Fälle  weiter  zu  verfolgen,  gehen  wir  jetzt  zu 
der  entsprechenden  allgemeinern  Frage  über: 

Welche  Bedingung  hat  eine  Curve  *  zu  erfüllen,  damit  eine  mit 
ihrem  begleitenden  Axensystem  in  gegebener  fester  Verbindung  ste- 
hende Gerade  in  einer  andern  gegebenen  festen  Verbindung  mit  dem 
begleitenden  Axensystem  einer  andern  Curve  *,  stehen  kann? 

Seien  £,  q,  (  die  constanten  Coordinaten  des  Ausgangspunktes 
der  Geraden  in  Bezug  auf  die  Tangente,  Binormalo,  llauptnormalc 
von  *  als  Axen,  !„  i?„  f,  dieselben  in  Bezug  auf  die  von  *, ;  danu 
erhalt  man,  indem  man  die  Coordinaten  eines  variabeln  Punkts  auf 
der  Geraden  in  Bezug  auf  die  festen  Axen,  einmal  von  (xyz),  einmal 
von  (j-jy^)  ausgehend,  identificirt: 

*+fA+ta+A'6  -  »+*+**+/'£-«•  (12) 

nebst  2  analogen  Gleichungen,  und  zwar  ist  für  constante  a,  ß,  «„ 
£„  welche  die  verlangte  feste  Stellung  der  Geraden  gegen  beide  Cur- 
ven  ausdrucken, 

a  —  (/cos0  -f-/sin0  )cos«  +/'  sina  ;  etc.  j 
a  =  (/*1cos^,+^sin/31)cosa1+/1'siuof1;    etc.  ' 

Zur  Vereinfachung  der  Rechuung  sei 

tgf*  =  sinatg(0+A)  (14) 

Dann  findet  mau  durch  bekannte  und  in  §.1.  bereits  angewandte 
Operationen  : 

a'=*  —  /"(sin  ß  sin  p+ sina  cos  ß  cos  p) 

+  /(cos  0  sin  p  —  sin  a  sin  ß  cos  jt)  +  /"'cos  a  cos  p 

a}  =  /(sin  a  cos  ß  sin  fi  —  sin  ß  cos  ,a) 
+  /(sin  a  sin  ß  sin  p + cos  /5  cos  p)  —  /"cos  a  sin  p 

8,  _  8, <#-eot«lta,-j£  (15) 
cosp  r  öv 

woraus: 

/^3v  =  (Tsin/3+^cos/3)cosa  —  p  (16) 

und  in  inverser  Darstellung: 

/  «=  a  cos  a  cos  ß  —  a'(sin  ß sin  p  +  sin  et  cos  0 cos  p) 
+  a^sin  a  cos  0  sin  p  —  sin  0  cos  p) 
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l  —  a  cosa  sin /?-f-a'(cosj?  sin  fi  —  sinasin/Scosie) 
+  aj  (sin  «  sin  ß  sin  fi  +  cos  ß  cos  fi) 

f'  =  o  sin  o  -f-  («'cos  ii  —  ax  sin  fi)cos  a 

Diffcrentiirt  man  die  Gl.  (12),  so  kommt: 

/(a*— #r)  +  #a# +  /"'(^t  -  ffld)  —  aBu  -  a'ndv 

Drückt  mau  nach  den  \origcn  Formeln  /,  l,  f',fly  ft*  in  a,  a\  a1 
aus,  so  muss  die  Glcichuug,  sofern  die«  Axe  willkürlich  ist,  unab- 
hängig von  a,  a',  oj  befriedigt  werden.  Dies  giebt  folgende  3  Glei- 
chungen : 

(ö#i  —  (jdr^cos  a±  cos/3,  cos  ax  sin  0, 

+(£18*1  —  ^la^jjsiu«!  =  (8*  —  Sar)cos«co80+f;a#costt8in/3 
+  (f  3t  —  qd&)sin  a  —  a« 

—  i?8x  —  ttBxx)  (sin ßx sin  ja,  +sin  er,  cos /?,  cos  Mi) 
+  £ia#1(cos/S,  sin/w,  —  sin  a,  sin  5,  cos  f4)+tfi8*i— %3^i)co8«,  cosfi,=» 
—  (3*  —  JÖt)  (sin  0  sin  fi  +  sin  a  cos  cos  ju) 

+      (cos  ß  sin  f*  —  sin  a  sin  0  cos  fi)  -f-  (£3t  —  »;a#)eos  a cos  p  —  v 

(a*,  —   dr, )  (sin    cos  /? ,  sin  fi,  —  sin  ßx  cos  f», ) 
+  ^^(sincfjsinftsinfij+cosft  cos  fi,)  —  (£,3?,—  i/,a^j)cos  «,  sin/i,  — 
(Bs  — fit)  (sin  er  cos /J  sin  fi — sin  jScosfi) 
+  ^a^(sin a  sin  ß  sin  fi  +  cos  ß cos  fi)  —  (S3r  —  rjB&)co$  er  sin  fi 

Die  erste  Gloichung  ist  linear  in  allen  Variabein  und  lässt  sich  durch 
Weglassung  des  Differentialzeichens  integrireu.  Wir  wollen  jedoch 
mittelst  der  Relationen 

ar  =  a<ycosA;   a*  —  a<ysinA 

sincrtg(A+j3)  =  tgp;   a<ycos(A+/S)  -  aveosfi  (17) 

und  der  Coordinatentransformation 

(lcos/3  +  i?8in|3)cos«+f  siua 
V=  tfcos/J  +  ij  sin/S)sincf— £cos« 
£  —  |sin/3— t/cosjS 

nzuwenden  auf  beide  Curvcn,  den  Gleichungen  einen  einfachem  Aus- 
druck gebeu.  Man  erhält,  indem  man  die  t,  A  vollständig  auf  pi 
v  reducirt: 

^1  3*i  +  ( Vcos  ^  +  fein  pjdv  = 

^a* + ( Vcos  f*  +  S'siu  fi)ai/  —  Bu  (18) 
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B1ds1  'cos  fij  —  >/,'sin  /Osinp,  cota,]dv  = 

B%*  +         (f  cos  <i  —  Vsiu  f*)sin  p  cot  a]Bv  —  uBv  (19) 

C,  5«,  — (VcosfAj  +  tj'sinji^sinfijCOtajäv  ■■ 

— (Vcosp-f-frinjOsiDpcotadv  (20) 

wo  zur  Abkürzung 

A  =  cos  «cos  0 

JB  =  —  sin/Jsinji  —  sin«  cos /?  cos  ^ 
C'  =  —  sin/Jco8f*+sinac08^8in^ 
auf  beide  Curveu  anzuwenden,  gesetzt  ist. 
Eliminirt  man  Bs  und  Bst  und  setzt 


A0  -  — 1 


cc, 

so  erhält  man: 

A0Bu  +  BQnBv  =  Z>8i>  (21) 


CG',  NU, 


+/?0[|'+(fcos^— ^'sin^)sinf*cotrt— f/— ({,'cosfi,— ^/sin^jJsinfiiCotc/j] 
+  C'0[(i7'cos  n +f  sin  fi)sin  ft  cot «  —  (t/,'cos    +&'sin  fi,)sin  ji,  cot«,] 

Hier  steht  nach  (15)  ft,  mit  /i  in  der  Relation: 

cot «t  sin  fi,  —      =  cot «  sin  p  —  ^  (22) 

Nimmt  man  nun  die  Tangeutialrichtung  der  Curve*  beliebig  au,  d.h. 
betrachtet  man  /,  </.  h  als  willkürliche  Functionen  eines  vom  Bogen 
a  unabhängigen  Parameters,  so  folgen  aus  diesen  dio  Werte  von  6 
und  A,  und  aus  diesen  wieder  nach  (17)  die  Werte  von  p  und  v. 
Man  kann  daher  statt  dessen  fi  und  v  als  willkürliche  Functionen 
ansehen.  Durch  sie  wird  mittelst  einer  Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung (22)  ti ,  bestimmt.  Demnach  können  A^,  B0  und  D  als  gegeben 
in  v  betrachtet  werden,  uud  nach  Integration  von  Gl.  (21)  erhält  man: 

f  's*  p  Ddv  -  f  €s5ü 

tt  =  e-7       y  —  c  J  (23) 
Jetzt  folgt  durch  Elimination  von  Bsx  zwischen  (19)  und  (20): 

A0Bs  —  C^^'+^j'cosfij  — ^/sin^Jsin^^ot«,— S' 

—  (f  cosp— ^'sinf4)sin,aeota+  u]3  v  +  #,[(>?!  'cos  f*! + £, '  sin^jjsinfijcota, 

—  (Vcosfi  +  fsinfOsiuficotaJSv  (24) 
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Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung,  welche  demnach  immer  vom  Bogen 
*  erfüllt  werden  kann.  Das  Ergobniss  ist  dasselbe  wie  in  den  zuerst 
betrachteten  einfachen  Fällen :  bei  willkürlich  variirender  Tangential- 
richtung  der  ersten  Curve  wird  nur  ein  vorgeschriebenes  Bogenele- 
ment  derselben  erfordert. 


§.  5. 

Im  Vorstehenden  ist  die  ausgeführte  Integration  der  Gl.  (22) 
vorausgesetzt   Algebraisch  dargestellt  lautet  sie: 

(l+^fwicota,-^-1)  -  (l  +  V)(«cot«-^)  (25) 

wo 

»  =  tgifi;    0i -*  tgjfl, 

und  lässt  sich,  wenn  die  Speciallösung  oo,  =  w0  bekannt  ist,  erfüllen 
durch 

«i  —  w0  =  y  =      }      (x  willkürlich  constant) 
und  zwar  ergiebt  sich  durch  Einführung: 

log  Vi  =  vcot^+2  J         -  NCOtttj 
y2  =  jy>ifocot«i  — 


co0 


Eine  solche  Speciallösung,  nämlich  <o0  =  w,  ist  bekannt  in  dem  Falle 
a  =  a„  d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  den  Hauptnormalcn  beider  Curven 
gleichen  Winkel  macht.   Hier  wird  einfacher 

v  =  x  -\~  fy0((»8v  cot  a — dm) 

logVo^cot«  J"\^~t^v 

Ferner  kann  man  die  ursprüngliche,  allgemeine  Gleichung  (24) 
in  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  verwandeln  durch  die  Substitu- 
tion: 

nämlich  in 

a2Xi     2cot«!  d%t 
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welche  n.  a.  für  cot<Y,=A1^  (£,  const.)  lösbar  ist.  Damit  jedoch 
dieser  Fall  stattfindet,  muss  /i  die  Differentialgleichung  (15)  für  cou- 
stantes  A  erfüllen.  Macht  man  hier  die  analoge  Substitution,  so  er- 
hält man: 

cot«  =  kA\   cot«!  =  k\d 


<p  = 


2*tg«  2^tgcf, 


m  s==?-l0O;      w    =Öl0f  ll 

Btp  1      1  dtp 

und  nach  Integration: 

f  9 

wo 

*        2«   *    *  -  2e, 

gesetzt  ist,  und  €  oder  *,  auch  complex  für  den  Modul  1  sein  kann. 
Für  y  oder  0  wird  v,  mithin  auch  A  coustant,  und  mau  erhalt 
eine  Curve  *  von  linearer  Torsion,  d.  h.  wo  #  lineare  Function  von 
r  ist  Wie  ich  in  der  Curventheoric  §.  3.  (T.  LVI.  p.  65.  Gl.  (33)) 
gezeigt  habe,  hat  eine  solche  Curvo  Bezug  auf  eine  feste  Gerade, 
derart,  dass,  wenn  man  dieselbe  zur  x  Axc  nimmt,  die  Stellung  des 
begleitenden  Axensystems  dargestellt  ist  durch  die  Werte: 

/■=8inA;      //  =  cosAcosff;     A  =  cosAsin<J  \ 

/'=  0    ;      «/=  —  sintf     ;     Ä'=coso         \  (26) 

l  =»  cos  A;      »i  =  —  sinAcostf;     «  =— sinA  sinfl  J 

Wir  wollen  nun  für  den  angedeuteten  einfachen  Fall  die  Con- 
struetion  der  Curvo  *  in  Ausführung  bringen ,  indem  wir  y'=  0  und 
zugleich  */j  -  0  setzen.  Dann  sind  \l  und  p,,  also  auch  A,  B,  C\ 
At,  Bu  C„  jiq,  i?0,  C0  und  D  constant,  und  mit  Einführung  der  Un- 
abhängigen 6  für  das  proportionale  v  kann  man 

B  v 

-j~  =  fftgf   (f  const.) 

setzen.   Gl.  (23)  geht  dann  über  in 

u  =  E't<*K'+F'   (E\  F*  const)  (27) 
und  demzufolge  Gl.  (24)  in 
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y  e=fgds  =  cosA^e^'sinfa+O  +  ^sincr]  r  y'°' 
z  ^fhds  =  — cosA[/>;eölR'cos(ff+0+^osö]  J 

Dio  dnrch  diese  3  Gleichungen  dargestellte  Curvc  ist  also  ein  Bei- 
spiel einer  solchen,  welche  der,  anfaugs  §.  4.  genannten  Bedinguug 
genügt   Es  hat  sich  nun  gezeigt,  dass  unter  den  Curven     ,  welche 
die  ebendaselbst  geforderte  Beziehung  und  Lage  zur  Urcurve  haben, 
eine  existirt,  welche  von  derselben  Form  wie  diese  ist.   Um  die 
Gleichungen  dieser  Curvc,  unter  blosser  Voraussetzung  der  Form  (28), 
völlig  allgemein  aufzustellen,  müssteu  wir  erstlich  für  A,  f,  JE,  F  neue 
Werte  A„  tt%  Ku  f\  substituiren,  dann  aber  auch  dio  sich  ergebenden 
Coordinatenwerte  auf  ein  neues  Coordinatenaxensystem  beziehen  und 
erst  von  da  auf  das  alte  reducireu.   Die  so  erhaltenen  Coordinaten 
*i»  yu  zi  müssen  dann,  nebst  den  a-,  y,  z  aus  (28),  den/,  </,  h  aus 
(26)  und  den  entsprechenden  fu      At  eingeführt,  die  Gl.  (12)  für 
irgend  ein  u  befriedigen.    Es  zeigt  sich  jedoch  gleich  anfangs,  dass 
dies  nur  möglich  ist,  wenn  erstens  f  =  f„  und  zweitens  die  Axe  von 
t,  d.  i.  die  der  #,  zugleich  Axe  von  sL  ist   Die  Coordinatentrausfor- 
matiou  besteht  dann  nur  in  ciuer  Verschiebung  längs  der  x  Richtung 
um  eine  Constante  A'  und  in  einer  Rotation  um  die  x  Axe  auf  eineu 
coustauten  Winkel  <5,  der  als  Increment  zu  a  in  den  periodischen 
Functionen  hinzutritt   So  erhält  man: 


9t+**i  =  —<cosA1[A,lcötK<+''(tf+^')+JP1e'(tf+'fO 
Demnach  haben  dio  Gl.  (12)  und  die  combiuirten  2  analogen  die  Form: 
j;eöts'+  Uta  =0   (der  constante  Teil  gehoben  durch  K) 

und  man  findet  folgende  6  Relationen: 


Jetzt  giebt  eine  leichte  Integration: 


sinA,  sinA 
sine  ~~  sin? 


+  A"cos«sin(A+/3)  =0 


Ut  -FjSinAj  — FsinA-0 
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F-f  iV  —  —  %EX  e»'C+o  cos  At  +  *Ee"  cos  A 
+  £'[cos«cos(A+/3)  +  i8ina]  -  0 

Vj  -f- 1  r, '  =  —  t  F,  e"*  cos  A,  + 1  Fcos  A 
+  F'[cos  «  cos(A  +  ß)  +  i  sin  «) 

+  (l1cosA1  — ^sinAi+^Je^  — (IcosA  — i?8in^+tt)  —  0 

Die  3  Gleichungen  t7=»F=K'=0  sind  homogen  in  £\  £j, 
daher  bleibt  nach  Elimination  von  Et,  E'  die  Grösse  E  unbestimmt, 
wie  es  ihrem  Ursprung  als  Integratiousconstanto  zukommt.  Statt 
dessen  muss  die  Coefficientendoterminantc  verschwinden,  also 


sin  Aj  sin  A  0 

sin(d  -f-  *)co8  A,  sin  t  cos  A       cos«  cos(A  +  /S) 

— cos(d  +  Oco8A,       —  cos  t  cos  A  sin  et 


-  0  (29) 


Setzt  man 


sein.  Dagegen  sind  die  3  Gleichungeu  b\  «=  Vt  =  \\  =  0  nicht 
homogen  in  F%  Fu  F',  und  würden,  wenn  die  Coefficienten  gegeben 
wären,  alle  3  Grössen  bestimmen. 

Zu  den  vorstehenden  Bestimmungen  muss  noch  hinzukommen, 
dass  die  begleitenden  Axcnsystemc  beider  Curau  die  durch  die  Gl. 
(13)  ausgedrückte  gegenseitige  Stellung  haben  sollen.  Diese  Glei- 
chungen lauten  infolge  von  (26)  hier: 

a  =»  cos  er  siu(  A  +  ß)  =  cos  at  sin(A,  +  ßl  \ 
b  +  ic  =  c»"[co8  acos(A  +  ß)  +  /sin  er]  =     >  (30) 
C'(*+^[cosa1cos(A1  {-/?,)  +  esin  «,]  ' 

cos  «  sin(A  +  /?)=•  sin  af  \ 
cosacos(A-f-0)  —  cos  o' cos  0'      >  '(31) 
sin«  =  cosa'sin/3'  ' 

so  wird 

cos  «,  sin(A,  +  /?,)  =  sin«'  (32) 
cos  o,  cos(A,  +  ßx )  =  cos  a'cos(ß'—  6)  (33) 
sinaj  =cosa'sin(/J'—  ö)  (34) 

Nimmt  man  jetzt  A  beliebig  an,  so  sind  «' .  ß'  bestimmt  durch  (31), 
dann  6  durch  (34),  und  A,  durch  (82»,  während  Gl.  (33)  als  Folge 
von  (32)  (34)  nicht  in  Rechnung  kommt,  endlich  «  durch  (29).  Es 
hat  sich  ergeben,  dass  eine  Curve  von  der  Form  (28)  der  anfangs 
gestellten  Bedingung  für  die  10  beliebig  gegebenen  Constanten  «,  0, 
«i>  ßi,  h  V,  £n  Vi,  k  zu  genügen  vermag,  wenn  bloss  F  und  t 
angemessen  bestimmt  werden. 
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XVIII. 

Gonionietrische  Eeihen. 

Von 

G.  Dobinski. 


1)  Setzt  man  in  der  gonioraetrischen  Formel 

COt^-cotga^*- 

der  Reihe  nach; 

«  —  x,  2x,  4r,  &r,  ...  2»-V, 
so  erhält  mau  die  Gleichungen: 

COtg|-cotgx  =  giJx 

• 

1 

cotg*-cotg2*  =  gin^. 

1 

cotg2*-cotg4*  = 


cotg(2«->~cotg(2"-i  x)= 
und  durch  Addition: 

sin  x ^  sin  2z  ^ sin        sin  8*  T  » •  T  8\xi(2n-^x 

cotg^  —  cotg(2» 

oder: 
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cosecx  +  cosec2s+cosec4x+cosec8*+  ...  +cosec(2«-1)x 

cotg*- cotg  (2--1)* 

2)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 


der  Reihe  nach: 


«  1 

cotg^-cotg«-^ 


x  x  m    *.       _L_  1 
=  *»  2*  i'  8'  16'  "*  2^-Jf  2»-1 


so  erhält  man  die  Gleichungen: 


cotg£  -cotg* 


sin  x 


x  x  1 

COtgT    —  COtgö  = 


x 
sin^ 


cotg|  -cotg?  =  -^ 


sm4 


cotg  cotg' 


16    ~'68       .  * 

8 


*     •         »    x  1 
cotg  ^  -  cotg  ^.o  =  — 


cotg!~  —  cotg~i=  1 


I  x 
sin. 


und  durch  Addition: 

1.1,1.1,  1  x 

— \-  \-  ...  4-  «=  cotgi^,  — cotg 

Sinz  1    .  x  1    .  x  1    .  x  1        1    .     s  ^2"  ^ 

sin  g    sm^    eilig  sin^ 

oder: 

cosecx + C08ec  \ + C08ec  \  +  ccsec  |  +  "*+  cosec  2^-1  = 

=  cotg  ^  -  cotg* 
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3)  Weil 

tanga 

COS 2a  = 


tang  2a  — taug« 
woraus : 

tang  2«  —  tang  a  =  tang  « .  sec  2a 

so  erbftlt  man  durch  Substitution  von 

a  =  x,  2z,  ix,  8*  ...  (2*- 2)ar,  (2"-tyc 

die  Gleichungen: 

tang2x— taug  x  -»  tang  x.scc2x 
taug  4x  —  tang  2x  =  tang  2x .  sec  4x 

tang  &r  —  tang  4*  =  tang4*.sec8x 

•  •  • 

•  •  ■ 

•  •  • 

tang  (2*)*  —  taug  (2"-1)*  =  tang  (2*-1)*- sec  (2»)* 
und  durch  Addition 

tangx.sec2ar+tÄng2x-8ec4j*+tang4x.sec8j-+  •  •• 

. . .  +  tang  (2"-1)  x .  sec  (2«)  x  =  tang  (2»)  x  —  tang*  (I) 

4)  Setzt  mau  hier  2~nx  für     so  kommt : 

X  X  X  X  X 

tang    sec  z  +  tang  ^.  sec  2  + taug    sec  4  +  ... 

2„  -sec  <*_x  =  tanb  


XX  X 

■-■+  tang  9„  •  sec       =  tang*  -  taug  9h  (I) 


Für  n  =  x  ist 


Hm[tang~]-0 


daher: 

X  X  X  X  X 

tang*  =  tang  «j.  sec  *+ tang  4  •  sec  2  + tang ^ .  sec|  +  ...  (II) 

für 

5)  Setzt  man  in  der  goniometrischen  Formel 

tang  et  mm  cotg  a — 2  cotg  2a 

der  Reihe  nach: 

a«=*,  2*,  4*,  8*?  ...  (2»"1)* 

so  erhalt  man  die  Gleichungen: 

tang  x  =  cotg  x—  2  cotg  2* 
tang  2*  =  cotg  2*— 2  cotg  4* 
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tang4x  =  cotg4x — 2cotg8x 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

tangC^-1)!  =  cotg^-^x— 2cotg(2")x 
Multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  2,  2*,  2S,  2*,  ...  2""2,  2"-1, 
so  erhält  man,  nach  Addition: 
tangx-J-2tang2x-)-4tang4x+8tang8x+  ... 

+  (2"-2)tang(2"  2)x+(2"-,)taug(2M-1)x  =  cotgx  — 2".cotg(2«)x  (I) 
6)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

cotga>  —  2cotg2o>  =  tangw 


der  Reihe  nach: 


CO 


x  x  x  x 

X,  7  •  7x* 


'  2*  4*  8*  16*  "*  2*-2'  2*-* 
multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

i   1  1  1  i         1  1 
'  2*  4*  8*  16*  '"  2*~2'  2*-1' 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

XXX 

tang  x  +  2  tang  2 + 4  tang  j  +  ^  tang  ^  +  . . . 

+       •  tang £4  =  2~  . cotg 2 cotg 2x 


Für  n  —  od  ist 


lim 


2.,-i  • cot& 


2n-iJ 


daher : 


tang  x  +  ^  tang  *+^tang  j 

für  x  <  g 


1 

x 


-  —  cotg2x 


(I) 


(II) 


man  in  dieser  Formel  x  =  ^  so  ist 


n  = 


1       n  .  1        ?r  ,  1 
4tang44-8taug3 +  ^tang1(. 


7)  Weil 
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cotg  w  —  2cotg2w  =  tangco 

also 

[cotg  a>]*-f-4[cotg2a>]*— 4 cotg  w. cotg 2 o)  =  [tang  w]* 
und  zwar 

cot«  . .  cotg  2-  -  ^ .  gji-  -  ^jg^jP  =  «cotg  .]»-* 
so  folgt: 

2+4[cotg2a>]2— [cotg  o>]2  =  [tangw]2 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung,  der  Reihe  nach 
*  =     2s,  4*,  fcr,  ...  (2"-*fc  (2—*)*, 

so  erhält  man: 

2+4[cotg2xJ2— [cotg  x]2  =  [taug  x]2 
2+4[cotg4x]2—[cotg2x]2  =  [tang2x]2 
2+4[cotg8*]2— [cotg4x]2  =-  [tang4x]2 

•  •  • 

a  •  • 

•  •  • 

2+4[cotg(2»)*]2-[cotg(2»-i)x]2  -  [tang(2«-i)x]2 
Multiplicirt  man  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

2°,  2*.  2*,  26,  28,  ...  (22)«-2,  (2»)»-i 
und  addirt  sie,  so  erhält  man: 

[tangx]2  +  [2tang2*]2+[4  tang4x]2+[8tang8x]2+  .. . 

+  [2«-i.tang(2»-i)*]2  -  1[2*"- l]+[2". cotg (2*)*]2- [cotg z]*  (I) 

8)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

2+4[cotg2w]2— [cotgw]2  =  [taug«]2 


der  Reihe  nach: 


XXX  X 


CO  SS5  X.  ~»  7 .  = 


">  2  4'  8  "*  2"-1 
multiplicirt  die  entstehenden  Gletcfettfigen  der  Reihe  nach  mit 

11111  1 

2°*  22*  2**  26*  28       (22)«-2'  (2*) 

so  erhält  man,  nach  Addition: 
[tang*]«+  [|tang|]2+  [|taDg|]  +  [gtang|]  +  ... 
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Für  «-«,  wn 

Hm  I     I  —  0,  und 


[i]  -  °> 

lim  [2—  .ttag— ,]- 


wird,  hat  man: 
[tangz]*+  [jUngj]  +  [jtang|]  +  |gtang|j  +  ...  - 

3^[tang2*J      x*         K  } 
für  *<2 

Geht  hier  ac  stetig  in  z  über,  so  erhält  man: 

7t  =-  ^  — rrjrr  (III) 

9)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung 

sinu.Jsin"]*  =  ][2sina>  —  sin2a>] 

der  Reihe  nach: 

w  —  a-,  2s,  4*,  8a%  . . .  (2»~2)x,  (2"~l)x, 

innltiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1  1   1  1   I         JL  JL 
'  2*  4'  8'  16'  ' '  *  2"-2'  2"-1' 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

sin  x  [sin  |J  +  J  sin  2  *[sin        i  sin  4x[sin  2*]*+  . . . 

+  2^-1  sin^"-1)* [sin(2*-2)*l*  -  1  [sin*  -  \n  sin  (2»)xj  (I) 
Diese  Gleichung  kann  mau  auch  schreiben: 
2  cos  *  [sin*]  +  cosx[sinx]M-  i  cos  2*[sin  2xf+  J  cos4*[sin4z]3+ 

~r2  cos,2»-*)*.  [sin(2»-Vp  =  |  [sin*  -  ^-  sin(2»)xj  (II) 

=  00,  wo 


35 
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ist,  folgt: 

siua-[sin*j  +isin2r[sina*]Ä+|8in4a-[sin2a:]J{+^sin8j-[sin4rJ2+  ... 

=  4  sin*  (III) 

2  cos  \  [sin  |j  +  cos  afsin a-]s+  i  cos  2x[sid  2a-]3 + J  cos  4a-[sin  4a-]3 

+  £cos8a-[sin8x]3+  ...  —  \  sin  a-  (IV) 

Lässt  man  2*  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  ergiebt  sich  aus 
(IV)  die  Gleichung: 

cos  sr[sin  a-]3-f-  i  cos  2a-[sin  2ar]3+  \  cos  4a-[sin  4a-]3 -f- \  cos  8ar[sin  8a:)3 

+  h  cos  16a-[sin  16a-]3  +  . . .  —  \  sin  2x  (V) 

10)  Setzt  mau  iu  den  obigeu  Formeln  (I)  (II)  21-**  für  a-,  so 
kommt: 

sina-[sin*j  +2siu^siu^j  +  4siu*[siu£J  +  8  sin  *  [sin  j 
+ 16  sin  [sin  ;| j  +  . . .  +  2"-i .  sin       •  [sin  |4j  = 

i^.sin^li-sm-v]  (1) 

und 

2008^  [sin^J  +  4  cos  4  [siu^j  +8cos^siu^j  -f-ltfcos  ^  [8inj^j  + 
. . .  3« .  cos  *w  •  [sin  |J  =  *  [2« .  sin  ^  -  sin  2x  ]  (II) 

Für  n  =<x  erhält  man: 
lim  [^MBg^rJ  =  21im  [2-  ».sin        -  2*  lim        ,  sin^rj  = 

2x  lim     — —    —  2a- 
L  2»-1  J 

daraus  folgt: 


[x~~ I  a*r~     af~l  a?I       a;-!  a*f "      a?  ~| 

sin2  J  +  2sin  2I  Sin  4  J  +48m4L8in8j  +  8sing|  9inie  I 

+  ...  =        — sinar]  (IN) 
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+  ...=  K^-«n2'J  <IV) 

für  jeden  Wert  von  x. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (III)  und  (IV),  erhält  man  für 

■  —  ff1 

n  -  2  j2sin^[sinj] +4sin*  [sin*] +8sinf  [sin^f 

+  16sin;6[sin;f2]2+...}  (V) 

n  =  2  {icos  |  [  sinj  J +8cos^  [sin^  j+16cos^  [sin  *fj 

+32cos  ~  [sin        +  . . .  j  (VI) 

11)  Es  ist: 

[siua]4  =  [8iuß]--|_    2  | 

man  setzt: 

a  -  x,  2x,  4*,  8*,  ...  (2»->,  (2*-1)* 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungeu  der  Reihe  nach  mit: 

.111  1  1 

'  4'  4*'  43'  *"  4n_52   4"-1  ' 

und  addirt;  dann  kommt: 

f sin  xY+Hsm  2xy+  *a[sin4*]H-[a  [sin8*]*+  p  [sin  1&Q<  +  . . . 


+  JL,  [sin(2»->)*]*  =  [8to]»-  [^f^]  (I) 

oder: 

[sin*]«  + 1,  [siD2x]*+  p[d»4«]*+^  [8in8x^+rg,[8inl6x]*  + 

+...  +^s=n        -     -  Pi?] 

wo  a;  jede  beliebige  Zahl  bezeichnen  kann. 
Für  n  =  od,  wo 

limr_^]_0 

ist  daher:  --- 
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[sin*]4+tf  sin2*]H-  ^  [sin4;r]*+ 1  [sin8*]4+  i[dii  IG*]*  + 

+  ...  =  [sin/]*  (III) 

für  jeden  Wert  von  x. 

12)  Setzt  man  in  der  obigen  Formel 

[sin«]4  -  [du«]*—  | 

der  Reihe  nach 

X  X    X    X  x  je 

a  ™     2'  4'  8'  16  2*'-2'  2"1* 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  4,  4»  43,  i4  ...  4»-2,  4h-i 

und  addirt,  so  erhält  man: 

[sin*]4+4|jnu*]4  +  4*  [sin*]*  +  4*  +  44 

+  ...  +4-  [sin^-J=  [*-  ,sin  j^J- J  (I). 
Für  n==<x,  wo 

iim^.sin^^x 

ist  daher: 

[sinaOH-4 |]silllX  + 16 1  siniT  +  64l  8in04+256C6inlöT  + 

+ '-L-T-J  (II> 

für  jeden  Wert  von  x. 
Setzt  man 


7t 


so  findet  man: 

 (HI) 

n  =  [Afrinf  ]+16[sin*  |  +64pto|]  +  25ß[jnn*  ]  +  ... 

13)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung: 

•sa«      L8in2a„I  [sina]* 
a  =  x,  2x,  4*,  Sx  ...  (2«-1)*, 
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multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  22,  4»  8»,  16*  ...  (2"--')*,  (2—  ')2, 
so  erhält  man,  nach  Addition: 

tcosx  j  +  Lcös&r  I      |_cos4aCI  +  [cos8x]      |  eosl&r  j 

+  [cos(2»-*)J  =  [siu(2»)x  I  ~~  Lsinarl  (I) 
Ii)   Setzt  man  hier  21~*z  für  a-,  so  kommt: 

i  +  l-—t+    x-  , )-    1  f  j  ... 

[cosar]      J^2c08^^J       I  4cos*~j  [j*COSg^ 

1  I"   2  ~|2  1 

L2w"  • c08  2-1  J  L2"   • cos 

Für  »  =<x,  wo 

lim  |  2»-^  du      J  —  x 

folgt: 

i  +  1  |+     }  i+_JL_f+  ...  M 

[co9ac]      |^2cos|1|      |  4cos^  |j$C08^J 

Gleichung  (II)  kanu  man,  weil 

L_2  -|*  1  1 
sin2*-_|       [cosx]2  0  [sina:]2 

ist,  schreiben: 

 ?  ,  l  +  _ 

i!Tr  „TiT  r-  I  ~  -12   I     *  ■  ■ 


p2cos|^  L4cosO  LHcos^T  Ll6cosf6D 


j_  i 

[sinac]2  a:2 


(III) 


7t 

das  ist  für  z  =» 


7t: 


(IV) 
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15)  Setzt  man  in  der  goniometrischcn  Formel: 

tt  p  a~l2 

tanga  — 2tang  g  —  tanga  .  J^Uaug  ^  J 

der  Reihe  nach: 

a=x,  2x,  4x,  8a;  ...  (2*~2)x,  (2'-1)jr, 

multiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1111         1  1 
1  2*  4*  8'  16       2*--'  2"-1 

so  erhält  man,  nach  Addition: 

tangx.|~tang^J  +  £tang2x.  [tang  x]2+J  tang  4x.  [taug  2x]*+  ... 

...+  2^itang(2»-ia!)[tang(2»-%:)]»-  taug(2»~>x)-2tang* 

16)  Setzt  mau  hier  21-"x  für  x,  so  kommt: 

tangx[  tang*J  +  2tang | .  £tang*[]  +4lang|. [tang|]  +  ... 

+  . . .  +2»-» .  tangg-r,  •  [tang  |„ -  taugx  -  2» . taug  |,  a) 
Für  71  =  od,  wo 

lim  [V .  tang     j  =  x 

ergiebt  sich: 

ngxj^taug  £J  +  2tang  ^[  tang  ~  J  +  4tang  j  ■  £tang + 

+  8taugj*.  rtang||  J  +  •••  =  taugx— x  (II) 

Lässt  man  x  stetig  in  g-  übergehen,  so  erhält  man: 

n  -  4-  {4tang|(^tang|] +8tang||]tang17|]|2 
+  16tang^£tang|[]  +  ...]        %  (III) 

17)  Setzt  man  in  der  identischen  Gleichung 


uiyi 
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r        ™         cosa  u 

tang  a .  (sec  a  I1  =  r  .  — tt.  —  8 .  r  .  „  -,  - 
°    L       J       [sina]3         [sm  2a]3 

der  Reihe  nach: 

a  =  x,  2x,  4x,  8x  ...  (2»--')x,  (2n~l)x, 
raultiplicirt  die  entstehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  23,  43,  83,  163  ...  (2«-2)3,  (2«-1)3, 
so  erhält  mau,  nach  Addition: 

tangx.[secx]Ä+2taug2x.[2sec2x]:i+4tang4x.f4scc4xp--|-  •  •• 

 h  2»-1 .  tang(2»-J)x .  [2'-1  .sec(2»- *)x]*  = 

Cosa;  8w.CQ8(2")x 
[sinx]3~~  [sin(2»)x]:t 

18)  Setzt  man  hier  21_wx  für  x,  so  kommt: 
tangx[sccx]*+  jtaug  | ,  [  isec  |  ]  +  {taug  *  •  Qsec  *  J 

+  ätang8.|Jsect}  J  +  Atang .  lß  •  [^sce  16J  +  ... 

1  x     I "  1  x  ~12 

+  2ü=i  •  tong  2M_!  •  L^r,  •  sec  ^— ,  J  =~ 


cos 


2>»-i 


8C08  2x 


I~oh  i  •     *  T      [sin  2a-]3 
Für  n  =  oo,  wo 

lim  £cos  ^rj  = 


und 


lim  J^2w-!  .  siu  =  x  ■ lim 


sin 


2»-> 


_   2M~1  - 


folgt : 


[tangx].[sccx]2+^itÄngy[^isec*~j  +  | Jtang*  j[±8cc  f\ 

,  1".       *~ir,     X~V  i  1  8cos2x 

+  I ILi9eC8  I  +  •  •  =  [s¥2x]3 

für  x<*. 


Für  x  =  ^  erhält  mau : 


(I) 


(0 


(II) 


Google 
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8in4 


(HD 


sin 


+ 


8 


sin 


+ 


16 


[cosj]      [2cos^]  [4cos^] 


+  ••• 


71 


sin 


sin 


+ 


n 

8 


+ 


n 

9ml6 


L4co,r]3  L8coeS  [i6co8fiJ 

Kntno,  29.  Mai  1876. 


1 
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XIX. 


Suinmirung  einiger  Arcusreihen. 


Von 

G.  Dobinski. 


Eine  neue  Gruppe  summirbarcr  endlicher  und  unendlicher  Reihen 
erhält  man,  wenn  man  die  Summe nformcln  (I)  und  (II)  aus  61.  Teil 
des  Archivs  (Mise eilen  S.  434)  anwendet 


Diese  Formeln  sind: 

*[/W -/(*-!>]  -  lim  A») -/CO) 


(I) 
(II) 


1)  Es  sei 

—  aretang 


Ax~  1)  =  aretang 
dann  ist: 


A+B(x+1) 
a+i(*+l) 

A+Bx 


a-\-bx 


«  \  •  ^M(n+1) 

/(»)-  aretang  a+b(n+1) 
A+B 

AO)  -  aretang 


\     xt      in   A  +  B(x  +  1)  A-\-Bx 

Ax)  -A*  - 1)  =  arc  tang  -  aretang 

1  rg+»(*+i)3+[*+^-fifl*  .1  .[«+&*]+!>* 

_  2r [«+*(x  +  l)]  —  [A+B(x  +  l))i     2e  [a  —  [4+ Afji 

_  1  ,  [</  -fcfl*  +  D]  +     +  )]  '  v  l>  +  te]         +  Bx}  i 

~  '2i 1 0  +-  b{x  +  1)]  -  [^1  +  ü(* -|-  1 )]  / A  0  +  kr]  +  CA  +  ß^  * 


uro  lani 
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Die  Summirungsformel  (I)  gicbt  nun: 

*  aB—bA  

arc  tang  ry +a&  +  ^*+ ^  +r^2+2oH^^ 

A  +  B(n  +  1)  A  +  B 

=  arctang  _  _  arclang  (IU) 

Setzt  man  hierin 


<  -  -  1      I   a  q~r 

B  =  0  b  —  —  y  r 

nebst  der  Bediuguugsgloichung : 

9*-r*  =  4[>r  —  1] 
so  erhält  man  nach  die  letzten  Formel  (III): 
»1  1  1 

+  arc  taug  p+4+9r + •  ■  •  +  arc  taug  pp£^ ; 

-  arc  lang  -  Jr  -  aretaug  -+73:5,  (IV) 

Für  u  =  qo 

iarctangj>+J+^  =  arc  tang  ^^-^  +  arctang||+2J+4r 

+  arctang^FJqr^  +  ...  =  aretang-^  (V) 

2)  Setzt  man 
jO  wird 

| aretaug  -  arctang1  +  |+1<  +  aretaug  1+2+2, 

+  arc  tang  1+3+3, + •  - .  +  arc  lang  f^j^i  -  \  -  arc  tang  — 
Für  n  =  00 

»  1  1  1 

2  arc  tang  =  aretaug  j^f^i  +  aretaug  1+2+2, 

+     *Wg  1  +  3+3,  +  arc  tang  j+j^j-,  +  J 
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3)  Man  setze 


_  9 


so  ist 


1  1  1  1 

2:  arc  tang  ^  =  arc  tang       +  arc  tang       +  arc  Ung  ^ 

In  1 
+  ...  +  arctang^ j  -arc  tang  2n+1 

Für  n  =  od 

1  1     .  1     .  1 

2;  arc  tang  ^  =  arc  taug  jyt  +  arc  tang  ^  +  arc  taug  ^ 


4)  Ist 


1     .  * 
+  arctang24Jf-f  ■••  =  4 


r  =  5 


so  ergiebt  sich: 


2:  arc  taug  3^+5^1  =  arc  tang  J  + arc  tang  A  +arc  taug  ^ 

2  ,  2 

+ . . .  +  arc  taDg  g^rgg  =  arc  tang  J  -  arc  tang 

Für  n  =  00 

J  arc  tang  3^5^  —      tang 1  +  arc  teng  i1»  +  arc  tang 
+arctang41R+...  =  arcUngJ 

5)  Man  setze 

,,=  +  12 

9  24 

r  -  +  10 

so  wird: 

larcUng1Qg,_^4x+12  -  arctong[- J]  +  arcUngl  +iwUii*  A 

+-»+«>Mii^fto.4-M  arctangl-arcUm 

Für  n  = 
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ä  1 

f  arc  tang  10a6»__24*+12  ~  arc  tang  I~  H  +  arc  tang  }  +  arc  lang  ^ 

+arctaug7V,  +  ...  =—  aretaogj 

6)  Setzen  wir 

r  =  +  34 

so  ergiebt  sich: 
»  i 

2?  arc  taug  ^  _  ^— g  =  arc  tang  ^  +  arc  tang  rh + arc  tang  ^fj 

+ ...+  aretang^—^-y  =  aretang  h  -  arc  taug  ^  ^ 
Für  n  —  go 

laretoDg34gf._.8a;_.g  -  arc  tang  A  + arc  taug,  |2  +  arctang  2aT 

+arc  tang4 4V  +  ...  =  arc tang  x\ 

7)  Für 

--18 
g  =  — 12 
r  -  +  74 

hat  man: 
S  1 

^aretang^^^^^  =  aretang arc  tang  ^  +  aretang^ 

+  ...  + aretang  ^~}2-_1H  =  arc  taug  A  -arc  tang  ^Jp- 
Für  n  =  oo 

5 arctang74c,_12aj_jg  -  arctaug/4  +  arctang2J4  +  aretang^ 

+  aretang       +  ...=--=  aretang^1, 

8)  Setzt  man 

p  =  -i 

q  ==  —  16 
r  «  +  26 

so  entsteht: 

"  1 

£  arc  taug  26x^~  ^  _  4  -  arc  tang  i  +  arc  tang  A  +  arc  taug  , 
+  .  •  .+arctaug^_116M_4  =  aretang  J  -  arc  tang 
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Für  n  =  oo 

iarctaiig^z— :  4  =  arctang*  +arctangnV  +  arctangT*7 

+  arctangTh  +  . . .  =  arc  tang  i 

9)  Für 

p  =  —  i 

«  =  -2 

r  =  +  4 


hat  man: 


£  arc  tang  8ae»_4a._1  =  arc      3  +  arc  tang  &  +  arc  tang  & 
+ . . .  +  arc  tang  =  j  -  arc  tang  ^ 


Für  »  =  qo 


J  arc  tang  ^zz^Z^i  =  arctangfl  +  arctang^  +  arc  tang  h\ 


71 


+  arc  tang  yfT  + . . .  =  4 


10)  Setzen  wir 


so  ergiebt  sich: 


P  =  —  4 

a  1 

r  =  +  3 


£  arc  tang  ^J^^  =  arc  tang  g  +  arc  tang    +  arc  tang  ^ 
+ . . .  +  arctang^y— !  =  4  -  arc  tang  g-p 
Für  n  =  x 

Z  arc  tang  ^5^^  =  arc  tang  J  +  arc  tang  £  +  arc  tang  yV 

+  arctangTj|T  +  •  •  =  4 

11)  Man  setze 

/(*)  -  2«  arc  tang  ~ 


/(*- 


2J~1  aret 


/(n)  —  2"  arc  tang  m 


/(O)  =  arc  tang 


P 
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80  ist: 

/(»)  —/(*-«  =  2*arctang  ^  -  2*-1  arctang 
0  2*   2*0  —  oi       2»   1 2*~lß  -  ai 

-  2i  r '2*0— m  '2*-1?— m-j "  2»  1  [*ß— «p.  p»-1/*-*-«»!) 

2x-i    1  +  4(2*-1|g)3  +  3(2*-^)^ 
"~   2s  1  a*i  

D  2-iarctang^^)3  +  3(2x_1/J)ai 

Wendet  man  die  Summirungsformel  (I)  an,  so  erhält  man: 

(VI) 

£  *-i  arctang  4^-,^+  s(2»-i0)ft»  =  2" *rc  tang  ~  -  arctang  j 
Für  n  =  oo,  wo 

limS- arctang^  =  lim 2»        -  ^  +  g^,  - . .  .J 

!tt  o3        .       o^  l  a 

0  ~  3Ä^+  5^<»  0* "'"("p 

ist  daher: 

2  2*-i arctang -^^—-^ -ß-f  =  ?  _  arc  tang  ^  (MD 

12)  Setzt  man 

o  =  1 

so  hat  man  nach  (VI): 

2  2*-i  arctang 4^1^3^13(2^)  =  2"  arctan* 2^0  ~  arc  tanS  J 
Für  n  =  oo 

i  2*-i arctang 4(2x-i/3)3+3(2»-i0)  =  ^  ~  arc  tog  \ 

13)  Für 

o  =  /3  =  l 

bekommen  wir  nach  (VI): 
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l^'wtang^.y^^  -  arctang|+2arctangA 
+  4  arctang  ,  J„ +. . .+  2»-1  arctang  4^^^  3(2^  j 


1  n 

=  2»  arc  tang    — 4 


Für  n  —  x 


i  2*-1  arc  tang  4(2x_1)3^.  3^.^  -  arctang*  +  2arc  tang  ^ 

+  4arctang?b  +  Sarctang^  +  •  ■  •  =  1  —  4 
14)  Man  setze 

/(*)  =  arctang^  +  arctang*  /(«)  -  arctang       +arc tang \ 

rt*-l)  -  arctang-  + arctang i/(0)  =  4  +  2  0  4 
so  ist: 

f(x)  — =  arctang—^  —  arc  tang  ^ 
"  2r<*-l)  — < 

_  1  ,  [(*+i)+»H(*-i)--0    _ 1  z^f-2* 

2»' 1  [(«+1)— =     2/  V— 2t 
2 

1    1  +  2 

=  -2^  2~ -«tang -j 

Die  Summirungsforniel  (I)  gicbt  nun: 

»•2  2  2  2  . 

Z  arc  tang  -t  =  arc  tang  p  +  arc  tang  2S,  -f  arc  tang  g-t  + . . . 

2      3«  1  1 

+  arctang =  -j  -  arc  tang  ^  -  arctang  n_1 

Für  n  =  ao 
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»  2  2  2  2 

i?  arc  tang -t  as  arc  tang  jj  +  arc  taug  p  +  arc  tang  3» 

+  arctang^+...  =  T 

Diese  Gleichung  ist  von  Herrn  £.  Beltrami  im  „Giornale  dt  Ma- 
tcmatiche"  1867.  p.  189.  und  von  Herrn  Grnnert  im  „Archiv  der 
Mathematik  und  Physik"  1867.  p.  362.  angegeben. 

Kutno,  den  22.  März  1878. 
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Or,  la  proportion  evidente  ^  =  ^    donne  BVi* —  b*H*  =  0; 

par  consequent  le  second  membre  de  (3)  revient  ä 

Btf{*  _  2B*Hh  +  2£*// A  —  IM  +  ZW  —  A*// * 
=  BHH*—2Hh  +  h*)  —  b*(H*  —  2Hh  +  h*) 
_       —  t>2)(H — ä)*  =  (B*-t,*)HS  -  (Ä1— 

L'Squation  (3)  devient  ainsi 

2(£*  +  Uft  +  6«)  (jfj  —  *i)  =  (B*—  **)  (y,  +  r, ), 

et  donne 

yi+*i         i/i— xi  =  &j  =  %i  _ 

2(£*+ +      ~  #*  +  2ZM-f3A*      3tf*  +  2iM-H,*' 

On  tirc  de  celles-ei  le  rapport 

qui  determine  la  position  du  centre  de  gravite  0  sur  la  droitc  (Jg. 

Georges  Dostor. 


3. 

Surface  «Tun  polygone  spklriqne  eloile*  quelconque. 

1.  Soit  le  polygone  spherique  etoile  ABCD...  de  n  cotes  et  de 
Tespece  p. 

Prenons  un  poiut  /  dans  Tiuterieur  du  polygone  spherique  cou- 
vexe,  qui,  par  le  prolongemcnt  des  cotes  de  p  en  a  produit  le 
polygone  etoile  ABCD...  do  l'especc  p.  Joignons  le  point  /  ä  tou3 
les  sommets  du  polygone  etoile  A'B'C'D'...  de  n  cotes  et  de  l'espece 
p  —  1.  Nous  dScomposons  notre  polygone  ABCD...,  de  l'espece 
en  n  quadrilateres  spheriques,  tcls  que  AA'IlC 

La  surfacc  de  ce  quadrilatere  est  egale  a 

A  +  AA'I+  AK'I+  A'IE'—  2« 

oü  g  represente  la  mesure  de  l'anglc  droit.  Comme 

Tangle  AA'I=  n  —  IA'G, 
l'angle  AE'I^n  —  IE'B, 

on  a  le  quadrilatere 

T«U  LÜH. 
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AA  W '  —  A  +  n—IA'G  +  n  —  IE'B+A'IE'—  2«, 

ou 

jW/JE'  =  yl— (i^'G  +  /£'2*)+^7£v. 

La  sommo  des  surfaces  des  n  quadrilateres ,  tels  que  AA'  1E^ 
qui  composent  la  surface  Sn.p  de  notre  polygone  etoi!6  de  «  cätea 
et  de  Tespece     sera  donc 

Mais  2.A  est  la  somme  des  angles  de  notre  polygone  £toile\ 
somme  que  uous  pouvons  designer  par  2u,p-,  de  memo  £(IA'G-\-IE'B) 
est  la  somme  des  angles  du  polygone  6toile  A'B'C'D'...  de  n  cdtes 
et  de  l'espece  j»— 1,  ou  est  egal  a  £N,p-i;  d'ailleurs  Z.A'IE1  est 
la  somme  de  tous  les  angles  formes  autour  du  point  /,  laquelle 
somme  est  egale  a  2k.   Donc  il  nous  vient 

(I)  &,«  -  2n,p—  £nj-l  +  2k. 
On  en  conclut  que: 

Si  Ton  prend  l'angle  droit  pour  unite  d'angle  et  le 
triangle  trirectangle  pour  unite  de  surface,  Faire  d'un 
polygone  sph6riquc  etoile  est  6gale  a  la  somme  des 
angles  de  ce  polygone,  diminuee  de  Fexces,  sur  quatre 
angles  droits,  de  la  somme  des  angles  du  polygone 
etoile  d'un  meine  nombre  de  cötes  mais  de  Fespdce  im- 
mediatement  infßrieure  d'uue  unite,  qui  est  issu  du 
meme  polygone  spherique  convexe. 

2.  Nous  trouverions  de  meme,  pour  la  surface  du  polygone 
etoile  A'B'C Df...  de  »  cöte*  et  de  l'espece 

(II)  Sn.p-l  =  2>t.p-\  —  2,t,p-2-\-2lt. 

3.  Si  nous  retranchons  (II)  de  (I),  la  difference 

GH)  SMlP— Shj-i  =  £»,p-22:u,p-i  +  2»,p-<s 

exprimera  la  somme  des  quadrilateres,  tels  quo  AA'Ä'E\  dont  le 
polygone  etoile  ABCD...  de  l'espece  p  surpasso  le  polygone  etoile 
A'B'C'D'. . .  de  l'espece  p  -  1.  S 

4.  Nous  voyons  quo  la  surface  d'un  polygone  spherique  etoile 
ne  depcnd  pas  exclusivcment  de  la  grandeur  de  ses  angles,  comme 
dans  les  polygones  spheriqucs  convexcs. 

Si  le  polygone  spherique  etoile  est  r6gulier,  sa  surface  est  neces- 
sairement  aussi  unc  fonction  de  Tarc  polaire,  qui  joint  les  sommets 
a  leur  pölo  commun. 

Georges  Dostor. 
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Sümmation  directe  et  lleuentaire  des  qnatriemes,  cinqaiemes  et 
sfxltaies  puisg&nees  de«  n  premiers  nombres  entiers. 

1.  Nous  avons  donne,  ä  la  pagc  222  du  tome  LVII  de  ces 
Archives,  une  methode  simple  et  elementaire,  pour  calculer  la  somme 
des  carres  et  celle  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers.  La 
sommation  des  qnatriemes  pnissances  des  memes  n  premiers  nom- 
bres eutiers  se  trouve  aussi  annonc£e  dans  le  litre  de  l'article;  eile 
a  trtc  oubliee  dans  la  compositiou  de  l'envoi.  Nous  reparons  cet 
onbli,  et  donnons  en  memo  temps  la  somme  des  cinquiemes  pnissances 
et  celle  des  sixiemes  pnissances  des  n  premiers  nombres  entiers. 
Cette  derniere  somme  est  obtenue  par  nne  metbode  generale,  qui 
s*appliqne  a  toutes  les  pnissances. 

2.  Somme  des  qnatriemes  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers.  Puisqne 

n(n+l)(2n  +  l)  -  2n3+3n*+  », 
nous  avons,  en  multipliant  par  SuP-f-Sn  —  1, 

«(»  + 1 )  (2n  + 1 )  (3n*  +  3n  —  1 )  =  6»*  +  löii«  + 10« 5  —  n . 

Posons 

n(n  +  l)(2n+l)(3n»  +  3n  — 1)      6n&+ \bn*  + 10»3  - «  . 
(1)     Sn  -  30  30 

nous  aurons,  en  remplacant  «  par  n  —  1, 

6nB  — 15n*+10n3  — ». 


Sn-l  = 


30 


puis  en  retrancbant  de  (1), 

Ibn4 

30 


15n«  +  15n«  4 

Sn  —       i  —        «ä        —  *l  • 


Nous  pouvons  donc  6crire 

n4  =  Sn  — 

Dans  cette  identite,  donnons  ä  n  successivement  les  valeurs 

1,  2,  3,       (»  — 1),  «; 
nous  obtenons  les  egalites 

l4  =  su 

2*  =  S,— 8t, 

3*  =  ^-^, 


(n-1)4  —  ^-1  —  ^-2, 
n*  =  Sn  —  Sn-l. 


28* 
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Ajoutant  membres  ä  membres  et  supprimant,  dans  le  second 
mcmbre  de  l'egalite  resultante,  les  termes  egaux  et  de  signes  con- 
traires  qui  s'entre-detruisent,  nous  arrivons  ä  l'equation 

li_|_2»  +  34  +  ...  +  (n-l)4  +  ni  =  S„. 

qui  donne,  en  egard  a  (1), 

2u(2n+l)(2,<+2)(;W+3n  -1) 


l'  +  2*  +  .3<  +  ...+  u< 


1.2.3.45 


Si  nous  representons,  eu  geueral,  par  En«  la  somme  des  puis- 
sances  de  degre  «  des  n  prcmiers  nombres  entiers,  nous  pourrons 
t'crire 

ou 


2,u4  =  |  2r»H  |g  \£**. 


3.  Somme  des  ciuquiemes  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers.   Nous  avons 

(Ä+l)»(2»*+2fi— 1)  =  2»*+6»*+5ii»— 1, 

et,  cu  changeant  n  cu  — », 

(m  — l)f(2»s  — 2«  — 1)  =  2»*— Gw'+Sn51— 1. 

Posons 

n«(n+l)*(2n*+2ti--l)     2^  +  6^+5**  —  »«* 

(2)         &  -  j-2-  =  lT  . 

nous  en  tirons,  en  remplacant  n  par  n  —  1 , 
»  2n6  — 6n5+5»4  — «* 

parsuite,  en  prenant  la  differeuce, 

Sn  —  ^-i  =  n5. 

Dans  cette  identitß,  remplacons  »  suecessivement  par  les  « 
Premiers  nombres  entiers;  il  nous  vieut 

l6  -  s„ 
2*-Si-S1, 

35  =  S, -S» 


(„_1)&  =  Ä„_1— S.,-2, 

w5  $,—£,-1. 
Ajoutant  et  rSduisant,  on  obtient  l*6galit6 
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qui  donne,  en  egard  ä  (2), 

K»(n  +  l)l(2»t4-2n— 1) 


On  a  douc 


12 


2V  =  J(2^+2/»—  1)JEh» 


011 


4.  Somme  des  sixi  eines  puissauecs  des  /*  premiers 
nombres  entiers.  Pour  evaluer  cettc  somme,  nous  forous  usag^ 
de  Ja  methode  suivaute,  qui  ne  suppose  pas  connues  les  sommes  des 
puissanees  ante>ieurcs  des  memes  nombres,  et  quo  Ton  pourrait  ap- 
pelcr  la  methode  des  coefficients  indetermincs. 

La  formule  du  P.  Jcau  Prestet  (1675),  qui  doune  la  somme  des 
puissanees  semblables  dos  termes  d'une  progressiou  arithmetique, 
prouve  que  Texpression  de  la  somme  des  puissanees  a  des  n  premiers 
nombres  entiers  est  du  degre  a  +  1  et  qu'elle  est  divisible  par  n. 
On  peut  donc  ecrirc 

(3)      Zn*  =  An'  +  Bn*  +  Cnb  +  Dn*  +  En*  +  Fn*+  Gn  =  q>{n), 

oü  -4,  B,  (t  representent  des  coefficients  numeriques,  qu'il  s'agit 
de  determiner. 

On  en  deduit 

£(n-l)«  =  <p(n- 1)  =  <p(»)-     +\<P"-  >23<Pm+  ^V1' 


Puisquc 

on  a  l'identite 
(4) 


1      r  ,  1 
£n«—  £(n—  l)6  - 


1 


M  


£0* 


»7/ 


»'-K+ää»"-  2X4*n'+^0»r- äX..6*W+3»T"' 

LVxpression  (3)  nous  donnc 

<p'(n)  —  7/ln,i+6^n5+yCH4+4/>n3  +  3f>V+2/'»  +  G', 
—  |^w(«)  °i  ■i.,o-r,»J-iiifti-4aiL,.iBi — Jg, 


2.3 


-  <p"'(»)  -  35^4  +  208« 
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—  2Ti<PIV(n)  =  —  35  il»»—  15£n*  —  5Cn  —  Z>, 

Mettons  ccs  valeurs  dans  Fidcntite  (4),  et  ordonnons  par  rapport 
ä  »;  im  iis  la  transformons  dans  la  suivante 

n6  -  7,4n6+3(22?— 7^)n*+5(C- 35+7^)1** 
+  (AD—  10C+20B  — 35^)n8+  (3£— 6Ö  +  10C- 15^+21^4)»»  i 
+  (2F—  3       4  D — 5C+ 6# — 7^)n  -f-  G — F+  TS  -  D+C— B+A. 

Pour  que  cetto  egalitc  sc  reduise  ä  une  identite,  il  faut  et  il 
suftit  quo  Ton  ait  a  la  fois  les  sept  equations 

1  =  1A, 
0  =  2B-1A, 
0=  C—  SB+1A, 
0  —  4Z>  —  10C+20B  —  3bA, 
0  -  3£— 6/>  +  10C— 15JT+2L4, 
0  =  2F—  3£+4D—  bC+SB  —  7A, 

qui  donnent 

=      2*  =  *,    C-i,   7>  =  0,  £— 
Substituons  ccs  valeurs  dans  (3);  nous  obtenons 

~7 +2+2  6+B' 

ou 

v  6      6n7  +  21n6+21*&-7n3+n 
(5)  J£n6  =  j2  


Si,  dans  cette  formule,  on  remplacc  n  par  n  —  1,  on  trouve  quo 

«v      «%«      6n7  — 21««+21»5  — 7»3+« 
X(n-1)«=  j2  1 

ce  qui  donne  effectivement 

2n6— X(n— l)*  =  n6. 

L'cxpression  (5)  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  simple. 
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Le  numerateur  admet  le  facteur  n;  il  est  en  outre  divisible  par 
n+1,  car,  si  l'on  y  rcmplaco  n  par  —1,  il  se  reduit  ä  zero.  On 
trouve  ainsi  que 

(ß)  =  n(n  + 1 )  (0*6  +  1  bn*  +  6n3  -  6u»  -  n  + 1 ) 

42 

Le  numerateur  de  cctte  facteur  est  cncore  divisible  par  2«  -f- 1 : 
car,  si  Ton  remplace  n  par  — J  dans  le  dernier  facteur,  il  se  reduit 
ä  zero. 

Divisant  ce  facteur  par  2n+l,  on  trouve  le  quotient  3»*+6»J 

—  3»  +  *;  dc  sortc  Que  l'on  a 

6     n(n + 1 )  (2» + 1 )  (3n* + 6"3 — 3»  + 1 ) 
=  42 

On  sait  que 

»(n+l)(2n+l) 

6  *  1 

on  a  d'ailleurs 

3„*  +  6,43     3„  _|_  i  =  3n*(n-j- i)*  _  3»(w  + 1)  + 1 

ou 

3n4+6n3  — 3n  +  l  -  122n3  — 6-£n  +  l. 
On  peut  donc  ecrire  que 

5.  Somme  des  carres  des  n  premiers  nombres  entiers 
par  la  methode  des  coefficicnts  indätcrmiues.  La  nic- 
thode  pr£c6dentc  fournit  tres  rapidement  la  somme  des  carres  des  n 
Premiers  nombres  naturels. 

Posant 

ou  a 

£(n  —  1)*  -  A(,i  —  1  )3  -f  B(n  —  1  )*  +  C(n  —  1 ) 

—  yi«3—  3^»*  +  3^1«  —  A  +  Bn*  —  2Bn  +  B  +  Cn  —  C\ 

d'oü  on  tire 

-E»8  —  £(n  —  iy-  -  3^*2-(3^-2Ä)/4+-4  — 

ou 

»*  =  3^1**—  (3,4  —  2/^)w+  ^  -  B  +  C. 

Getto  identite  donne 

^  =         =  C-i. 

On  trouve  donc  que 

«3     /**     n  2i»8-f-3»*-f-n 


OU 
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n(2n2+2n)  +  n(n  +  \)      2n.n(n+  1)+  n(n  +  l) 
6  6" 


c'est-ä-dire 


n(Ä  +  l)(2it+l) 


ce  qui  est  la  formulc  eonnue. 


Georges  Dostor. 


5. 


Neue  Berechnung:  des  Volumens  eines  Prismatoids. 

Alle  Mathematiker  unserer  Zeit  habcu  das  Bedürfniss  bei  der 
Aufstellung  von  Beweisen,  Lösungen  oder  Formeln,  solche  womöglich 
zu  wählen,  die  allgemein  gültig,  sich  auf  ein  ganzes  System  der  in 
mathematische  Untersuchung  gebrachten  Grössen  bezieht  Aus  die- 
sem Bedürfniss  ging  auch  wohl  die  Berechnung  des  Prismatoids  durch 
Steiner  und  Wittsteiu  hervor;  es  sind  ja  Obelisk,  Sphenisk,  Anti- 
Obelisk, Anti-Prisma,  Ponton,  schief  abgeschnittenes  Parallelepipodon 
etc.  specielle  Fälle  davon,  auch  lässt  sich  jedes  schief  abgeschnittene 
Prisma,  Ikosaeder,  Dodekaeder  nach  der  Formel  des  Prismatoids  be- 
rechnen, überhaupt  alle  diejenigen  durch  Ebenen  begrenzten  Körper/ 
welche  parallele  Grundflächen  haben,  unter  denen  auch  eine  in  eine 
Kante  oder  Schneide  ausgehen,  also  gleich  Null  sein  kann. 

Die  Einführung  des  Prismatoids  in  dio  Stereometrie  gewinnt 
immer  mehr  Freunde  von  der  Ansicht,  dass  man  sich  nicht  begnügen 
müsse  mit  der  Berechnung  des  Koppe'schen  Obelisk,  sondern  bei  der 
Volumen-Bestimmung  der  Körper,  dem  Prismatoid  als  allgemeinsten 
Körper  den  Obelisk  und  die  zugehörenden  übrigen  unterzuordnen. 

Bislaug  war  es  gebräuchlich  zur  Berechnung  des  Prismatoids  als 
auch  des  Obelisks,  die  beiden  Grundflächen,  die  mittlere  Durchschnitts- 
figur und  dio  Höhe  des  Körpers  zu  benutzen,  nach  der  Formel: 


Mir  lag  immer  bei  der  Berechnung  dieser  Körper  der  Gedanke  nahe, 
ob  sich  wol  eine  Formel  geometrisch  ableiten  lasse  (J.  K.  Becker 
hat  in  seiner  Combiuatorik  diese  Frage  behandelt),  in  der  outweder 
nur  2  Durchschnittsflächen  vorkommen  oder  sogar  nur  eine,  dann 
wäre  die  allgemeine  Form: 


Vol. 


.  =  Ji[G+g+AD] 


Vol.  =  — 

u 
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Das  erstere  ist  mir  gelungen,  jedoch  das  letztere  nicht,  weil  a  irra- 
tional sein  wird,  wodurch  auch  die  Formel  ihren  Wert  fttr  die  Praxis 
verliert. 

Lehrsatz.  Legt  man  durch  ein  dreiseitiges  Prisma  ABCDEF 
(Fig.  1.  u.  2.)  die  beiden  Diagonal-Ebenen  DCB  und  DEC  und  einen 
Schnitt  parallel  zu  der  einen  Grundfläche,  in  einem  Abstand  hx  von 
der  andern  Grundfläche,  wenn  mau  unter  x  einen  absoluten  echten 
Bruch  versteht,  so  ist  die  dreiseitige  Pyramide  BODE  gleich  der 

Pyramide  mit  der  Höhe  des  Prisma  und  der  Grundfläche  faTTZI^Ä' 

Oder:  Bezeichnet  man  die  Höhe  des  Prisma  mit  h  und  KHLM 
mit  Z>,  so  ist 

Vol.  -  ,  Db 


Üx(l  -x) 


Beweis.  Es  ist  KULM  ein  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  durch 
4  ABC  ausgedrückt  werden  kann.    Bezeichnet  mau 

GH  —  a,   JG  —  *,    HJ  =  c 

so  ist 

GK  —  ax,    GM  =*  bx,    KM  —  cx 
Es  verhält  sich  in  Fig.  2. 

4HGJ:  JKGM=  c*:c*x* 


und  wenn  man 
setzt,  so  ist 
ebenso 


AHGJ  —  JABC  =  J 
JGKM  =>  J.x* 
JMIjJ^  J(1  —  x)* 


Mithin 

Parallelogr.  HLMK  =  z/fl—**—  (1  —  *)*]  =  2x(l— x)^ 
und  weil  HLMKz=  D  gesetzt,  so  ist 

D 


2x(l—x) 


Weil  nun  die  beiden  Pyramiden  BDCA  und  BDCE  gloiches  Volumen 
haben,  wegen  gleicher  Grundfläche  BDC  und  gleicher  Höhe  der 
Spitzen  E  und  G  über  der  Grundfläche  BDC>  so  ist 

Pyramide  ABCD  =  AB^  h  =       ^  Pyramide  2JZ>C£ 


also 

^  D        k  Dh 

"^Pyramide  ÄWCß  -  ^--j  .3  =  ^p,, 
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Aufgabe.   Das  Volumen  eines  Prismatoids  zu  berechnen, 
einer  Grundfläche,  der  Höhe  und  der  Durchschnittsfläche  in 
Abstände  hx  von  jener  Grundfläche. 

Gegeben:   DEFG  =  g,   Höhe  —  /»,    HJKLMNO  =  D. 

Auflösung.  Man  wähle  den  Punkt  S  (s.  Fig.  3.)  in  der  Grund- 
fläche ABC,  die  ein  beliebiges  Polygon  sein  kann,  beliebig  und  ver- 
binde S  mit  den  Punkten  D,  E,  F  und  G,  so  entsteht  die  Pyramide 
DEFGS,  deren  Grundfläche  gleich  g  und  deren  Höhe  gleich  h  ist, 
demnach  ist  das  Volamen  dieser  Pyramide 

DEFGS  =  ^ 

Ferner  entstehen  dreiseitige  Pyramiden  ABSD,  BCSE,  CASG  etc. ; 
diese  Anzahl  Pyramiden  wird  bestimmt  durch  die  Anzahl  der  Seiton 
der  Grundfläche  ABC...,  die  Spitzen  dieser  Pyramiden  liegen  in  den 
Ecken  der  oberen  Grundfläche  und  die  Summe  der  Grundflächen  die- 
ser Pyramiden  bildet  die  untere  Grundfläche  des  Prismatoids.  Dem- 
nach ist  das  Volumen  dieser  dreiseitigen  Pyramiden  — 

Es  bleiben  noch  die  4  dreiseitigen  Pyramiden  BD  ES,  CEFS, 
CG  FS  und  AGDS  zu  berechnen  übrig. 

Nach  vorigem  Lehrsätze  ist: 


»    CEFS  -  LMRQ 

»    AODS HP7V 

Also 

BDES+CEFS+CGFS  +  AGDS  -  ^p—j  [JKQP+LMQR 

-f-  MR  TN-\-  HPTO] 

Weil  nun 

JHPJ+KQL+NTO  =  x*[ABS+BCS+ACS]  -  z*.ABC  - 

und  der  Inhalt  von  PQRT  =  g(i  —  *)*  ist,  so  ist  die  Summe  der 
Parallelogramme 

JKQP+LMRQ  +  MRTN+HPTO  =  D—  Gx-—g{\  —  x)* 
Das  Volumen  der  zuletzt  betrachteten  4  Pyramiden  ist  also 
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Weil  nun  alle  vorbin  berechneten  Pyramiden  das  Prismatoid  aus- 
machen, so  ist 

oder 


Vo..=* 


^3^  —  1) 


S(3s  — 2)         D  1 

1— X  *)J 


Nimmt  man  s  als  Variable  an,  so  lässt  diese  Formel  zu  <j  und  G 
unendlich  viele  Durchschnittefläcbcu  zu ,  so  erhält  man  für  x  =  l 
gesetzt: 

Vol.  *=  ^  4Z>]  wie  bekannt. 

Lässt  mau  aber  G  in  jener  Formel  verschwinden,  also  setzt  man 
tf(är  — 2) 

— -  =  0,  so  ist  o5  =  |,  und  für  diesen  Wert  von  x  erhält  man: 

Vol.  =  |fo+3Z>) 

oder  setzt  man  ^— — —  =  0,  so  ist  x  =  J,  für  diesen  Wert  vou  x 

x 

erhält  man: 

Vol.  =  g(G+3D) 

Weil  nun  im  Sphenisk  (Keil)  die  eine  Grundfläche  zu  einer 
Schneide  wird,  so  ist  g  =  0,  also 

Vol.  -  ?ü 

D  läuft  parallel  der  Schneide,  auf  J  der  Höhe  von  derselben. 
Hamburg,  im  November  1878. 

Th.  Sinram. 


6. 

Beitrag  zur  Ellipse. 

Lehrsatz.  Teilt  man  die  eine  halbe  Mittellinio  eines  Parallelo- 
gramms MIT  =  «  in  einem  beliebigen  Verhältniss  (s.  Fig.  1.)  und 

CL  b 

DH  «==  b  in  demselben  Verhältniss,  so  dass  MJ  =  -f   DK  =  - 

n  n 

und  verbindet  E  mit  J  und  G  mit  Ä",  so  ist  der  Schnitt  P  dieser 

beiden  Linien  EJ  and  C?Ä  ein  Punkt  einer  Ellipse. 
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Beweis.    Man  ziehe  PN\\  MG  und  PL  \\  DC,  dann  ist 
I)    MN—  *  —  JN+i  uud 
It)    PN-y-b  —  -+KL 
Weil  nun  &JMEcO&Xrj,  so  ist  *:  NJ  =  buj,  demnach  JN=  °* 

„     „    &KDG  es* „  „  h:KL  =  a:{a-x),  „  = 

H  an 

Diese  Werte  für  XV  uud  ÄX  in  Gleichung  I)  und  II)  substituirt  giebt 

OH        H  9     9  H    '  fl/i 


Diesen  Wert  für  x  in  I)  substituirt: 


bx 

!/=b  

H 


oder 


I)    *  —  ~j"x~i    uu"  heraus   II)   y  =  —  a-  .  ,,- 
m  -J-  1  r»"  -}- 1 

**  -  al8°  auch  6VsÄ(«qri)i 


Beide  Gleichungen  addirt: 

a*  (»»+1)* 
Hieraus  ergiebt  sich 

Weil  nun  diese  Gleichung  die  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  ihre  conju- 
girten  Durchmesser  HR  =  2a  und  EG  =  2ä  ist,  so  ist  der  Punkt  P 
ein  Punkt  einer  Ellipse. 

Aus  diesem  Lehrsatze  ergiebt  sich  die  Construction  der  Aufgabe: 
„Einem  gegebenen  Parallelogramme  eine  Ellipse  berührend  einzu- 
schreiben.'4 

Mau  teile  MH  und  HD  (Fig.  2.)  in  n  gleiche  Teile,  bezeichne 
die  Punkte  von  //  aus  auf  HM  und  HD  mit  1,  2,  3  ...  und  mit  la, 
2a,  3a...  Dann  verbinde  man  mit  den  Punkten  1,  2,  3...  und 
den  Punkt  G  mit  den  Punkten  la,  2a,  Sa  so  geben  die  Schnitte 
der  Linien  El  mit  tfla,  ferner  der  Linien  £2  mit  <72a  u.  s.  f.  Punkte 
der  Ellipse. 

Hamburg,  December  1878.  Th.  Sinram. 
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7. 


Einige  Aufgraben  aus  der  Combinationsrechnun?. 

Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Complexionen,  welche  sich  bilden 
lassen  aus  a  Elementen  einer  Art  und  h  Elementen  einer  andern  Art, 
wenn  der  Classenexponent  »  ist  und  wenn  vorgeschrieben,  dass  zu 
jeder  Complexion  von  den  Elementen  der  ersten  Art  (« —  m)  Ele- 
mente und  von  der  zweiten  Art  m  Elemcute  benutzt  werden  sollen. 

Auflösung.    Aus  a  Elementen  der  ersten  Art  lassen  sich  Va 

u—u* 

Variationen  zur  (n —  ;;*)ten  Classe  ohne  Wiederholung  bilden  und  aus 
den  b  Elementen  gleich  Vb  Variationen.   Jede  der  zuerst  erhaltenen 


Variationen  der  (w  —  m)tcn  Classe  lässt  sich  mit  jeder  Variation  der 
mten  Classe  zu  einer  neuen  Complexion  der  nten  Classe  zusammen- 
fassen; daher  ist  die  Anzahl  dieser  Complexionen  der  wten  Classe 
gleich  Va.Vb. 


Sind  z.  B.  für  die  a  Elemente  der  einen  Art,  Vocale  aei...  ge- 
geben und  für  die  b  Elemente  Consonauteu  bcd...,  so  würden  Com- 
plexioueu  der  5tcn  Classe  folgende  Formen  haben,  aebcd,  cabed..., 
deren  Anzahl  =  Va.Vb  ist. 


Nun  können  aber  die  Elemente  e  und  b,  c  und  e  etc.  zu  neuen 
Complexionen  zusammengestellt  werden  und  es  kommt  darauf  an,  zu 
berechnen,  wie  viele  neue  Complexionen  aus  jeder  der  obigen  sich 
bilden  lassen;  es  ist  dann  jenes  Product  Va.Vb  mit  der  Anzahl  der 

neuen  Formen  zu  multiplicircu. 

Man  findet  diese  Anzahl  der  Versetzungen  aus  der 
Anzahl  der  Permutationen  von  n  Elementen,  unter  de- 
nen sowohl  (m  — ><)  gleiche  und  auch  m  gleiche  Elemente 
vorkommen. 

Die  Elemente  jeder  Art  dürfen  in  den  Variationen  unter  sich 
nicht  mehr  permutirt  werden,  z.  13.  ae  nicht  mehr  in  ea,  weil  diese 
verschiedenen  Formen  als  auch  bed,  bdc  etc.  schon  unter  der  An- 
zahl der  aufgestellten  Variationen  Va.Vb  enthalten  sind,  und  daher 


sieht  man  die  (n  —  m)  Elemente  der  einen  Art,  ebenso  die  m  Ele- 
mente der  anderen  Art  unter  sich  als  gleiche  Elemente  an.  und  wird 
daher  die  gesuchte  Anzahl  der  Complexionen 


m 


3 
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Wenn  n  =  m  d.  h.  wenn  zu  den  Complexionen  nur  Elemente  der 
zweiten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  in  Formel  I) 

Va  =  Va  =  1    und    P/n\  =  1 

—    0  KV 

also  ist  dann  die  Anzahl  der  Complexionen  —  Vb. 

n 

Wenn  dagegen  m  =  0  d.  h.  wenn  zu  den  Complexionen  nur  Ele- 
mente der  ersten  Art  genommen  werden  sollen,  so  wird  aus  Formel  I) 

-  Va. 

N 

Wird  angenommen,  dass  die  gegebenen  Elemente  der  beiden 
Gruppen  mit  Wiederholung  variirt  werden,  so  ist  die  Anzahl  der 
Variationen 

»Va»Vb.P(  n  \  - 

Wenn  a  =  6,  so  ist  die  Anzahl  der  Complexionen  a» 

Sind  mehr  als  2  Gruppen  von  Elementen  gegeben,  z.  B.  Gruppen 
von  o,  ä,  c  ...  Elementen,  uud  es  sollen  Complexionen  von  «  Ele- 
menten gebildet  werden,  so  dass  aus  der  ersten  Gruppe  p  Elemente 
benutzt,  aus  der  zweiten  g,  aus  der  dritten  Gruppe  r  u.  s.  w.  Elemente, 
so  ist  die  Anzahl  der  nebeneinander  aufzustellenden  Variationen  gleich 

I)  Va.Vb.Vc... 

Vir 

Es  können  auch  hier,  wie  vorhin,  die  Elemente  der  verschiede- 
nen Gruppen  in  diesen  Zusammenstellungen  wieder  zu  neuen  Com- 
plexionen umgestellt  werden,  nur  nicht  die  Elemente  in  den  einzelnen 
Variationsformen.  Die  Anzahl  der  Umstellungen  der  Elemente  in 
der  Form  I)  zu  neuen  Complexionen  ist  gleich  der  Permutationszahl 
von  n  Elementen,  unter  denen  sowohl  p  gleiche,  q  gleiche  u.  s.  w.  sind. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Variationen 

=  Va.Vb.Vc  ...  P/n 
P      9      r  f  P 

wenn  p  +  </+*•+  ...  —  n  ist. 

Sollen  die  gegebenen  Elemente  mit  Wiederholung  variirt  werden, 
so  erhält  man  die  Formel 

»Va«Vb."Vc  ...  P/h\,  av.bv.cr 
p  1 


Vc  ...  P/«\,  aP.M.c*  ...  P/n\ 


uiyi 
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Wenn  a  =  b  —  c  =»...,  so  ist  die  Anzahl  der  Cornplexionen 

—  a»P/n 


(0 


Hamburg,  im  Februar  1879.  Tb.  Sinram. 


8. 

Transformation  der  Leibnttz'schen  Reihe  fttr  die 
Ludulph'sehe  Zahl  *). 

Die  bekaunte  Reihe  von  Leibnitz 

n 

4  "  fo  2*+l 

ist  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  zur  Berechnung  von  n  wenig 
brauchbar;  aus  ihr  lässt  sich  aber  eine  weit  starker  convergirende 
Reihe  ableiten,  wie  folgt. 

Man  vereinige  den  2&ten  Term  einmal  mit  dem  (2*-{-l)ten, 
einmal  mit  dem  (2Jt—  l)ten;  dann  erhält  man  bzhw.: 

n    *=oo  2  *=x  2 


4  ~i=0  (4*  +  l)(4*+3)  -  *  Tj-j  (4Är+5)(4Ar+7) 

»  *=•  2 

4  =1~]kfo(4fc+3)(4I-+5) 

Die  Summe  beider  Ausdrücke  gibt,  jenachdem  man  von  ersterem  die 
erste  oder  zweite  Form  anwendet: 

n  *=*>  4  2 


r*=o(4*+l)(4*+3)(4*+5) 
&  2     *=»  4  2 


3.5 (4i+5)(4*+7)(4*+9) 

*  *=«>  4.2 

2  =  1  +  i  ~  S  (4fc+3)(4t+5)(4*+7) 

Von  jetzt  an  nehme  man  immer  die  halbe  Summe  beider  Ausdrücke, 
erstem  in  erster  und  zweiter  Form,  wo  die  zweite  aus  der  ersten 


*)  Bereits  mitgeteilt  im  4.  iL  d.  XV.  Bandes  der  „Blatter  für  das  Bai 
rische  Gymnasial-  und  Realschulwescn." 


durch  Abtrenuuug  des  Anfaugsterms  und  Substitution  von  l  +  l  für 
k  hervorgeht.   Dann  kommt  nächstes  mal: 

a  14-14-  2  -  -  *  L  ""  0   

2        ^  I  -T  =0  (4*+ 1)  (41-+ 3) . . .  (4*+  7) 

_     ,    1    ,    4.3!       »=«  4.1.2.3  

1  ^  1 .3^  1 .3.5.  7  (4i -j-5)(4^+7)  ...(4A-+ 11) 

71      i       1       221     *¥  4.1.2.3 


2      *^1.3/1.3.5    4r0(4it  +  3)(4/.-f  5)...(4A+9) 

und  nach  h maliger  Wiederholung: 

n     1  ,11,  2!  »!  

2      i  +  l.ri.3.'6+,,,1.8...(Hl) 

.  »f.30   4.(n+2)!  

^f0  (4*  + 1)  (4* + 3) . . .  (4& + 2n  +  5) 

n      1      11        21     ,  n!  2(w-fl)! 

2  "  l"^1.3"l"l.3.5"*',,,1.3...(2n+l)"f"l.3...(2n+3) 

__*=»  4(«  +  2)l 


*=o      +  3)  (U + 5) . . .  (4*  +  2n  +  7) 

Die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Resultats  ergibt  sich  leicht,  iudem 
man  das  Verfahreu  noch  einmal  wiederholt 

Setzt  man  in  dor  letzten  Gleichung  n  —  1  für  i»,  so  zeigt  sich, 
dass  in  zwischen  folgenden  Grenzen  enthalten  ist: 


»5>1.3...(2fe+l)^2  ^1.3...(2»+l)^^1.3...(2fc+l) 

Da  die  Differenz  beider  Grenzen  für  n  =  x  verschwindet,  so  ist, 
womit  wir  zu  uuserm  Ziele  gelangen, 

n    *==?  tri 

TT    — 


2  i5>1.3..,(2*+l) 
Der  Quotient  zweier  successiver  Tcrmo 

k 

2k+l 

hat  den  Grenzwert  j,  mithin  convergirt  die  Reihe  im  unendlichen 
gleich  stark  mit  der  Reihe  der  Potenzen  von  j,  vorher  noch  starker. 
Die  Berechnung  zeigt,  dass  20  Terme  eine  Genauigkeit  auf  6  Bruch- 
stellen ergeben. 

Würzburg.  Friedrich  Polster. 
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Litterarischer  Berieht 

CCIL. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bouwstoffen  voor  de  gesehiedenis  der  wis-  en  natuurkundige 
weteusehappen  in  de  Nederlandeu.  Door  D.  Bierens  de  Haan. 
Overgedrukt  uit  de  Verslagen  en  Mededeelingcn  der  Kon.  Akadcmio 
van  Wctcnschappen ,  Afd.  Natuurk. ,  2®  Heeks,  Deel  Vitt  IX.  X.  cn 
XII.    (Niet  in  den  Handel).    1878.   421  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Beitrag  znr  Geschichte  der  Logarithmen- 
tafeln und  der  Kreisberechnung,  welcher  sich  auf  den  Anteil  der 
Niederlande  an  der  Bearbeitung  und  Herausgabe  beschränkt,  inner- 
halb dieser  Grenze  noch  keine  Vollständigkeit  beansprucht,  vielmehr 
den  Zweck  verfolgt  Unbekanntes  und  Wenig-bekanntes  ans  Licht  zu 
ziehen,  falsche  Angaben  zu  berichtigen  und  falsche  Urteile  zu  be- 
streiten. Die  darin  gegebenen  Nachrichten  über  die  vorhandene  Litte- 
ratur,  über  die  Verfasser  und  deren  wissenschaftliches  Wirken  sind 
sehr  reichhaltig,  am  ausführlichsten  sind  die  Einzelheiten  der  Aus- 
gaben behandelt.  Eine  Liste  holländischer  Logarithmentafeln  führt 
deren  61  auf,  einige  in  Leipzig  und  Berlin,  eine  in  Peking,  die  übri- 
gen in  Holland  erschienen.  Der  Gebrauch  der  Logarithmentafeln  fand 
bald  nach  ihrer  Erfindung  in  England  Aufnahme  in  den  Niederlan- 
den, wo  bei  Empfehlung  und  Einführung  in  den  Schulen  das  Motiv 
vorwaltete,  dem  mathematischen  Studium,  vor  welchem  sich  Viele  der 
grossen  Rechnungen  wegen  fürchteten,  das  Abschreckende  zu  benehmen. 
Als  diejenigen,  welche  zuerst  dafür  tätig  waren,  sind  D.  Henrion, 
Ezechiel  <!»•  I><<k.  r  und  Adriaau  Ylack  genannt.  Von  A.  Vlack  und 
Ludolph  van  C<  ul< 11. 

Teil  LXIII.   Hort  1- 
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Litterarischer  Bericht  CCJL. 


Das  Mathematische  im  Talmud.  Beleuchtung  und  Erläuterung 
der  Talmudstellen  mathematischen  Inhalts.  Von  Dr.  B.  Zuck  er- 
mann.  Breslau  1878.   A.  Hopner.   03  S. 

Schon  das  mosaische  Gesetz  enthält  manche  Massbestimmungen, 
die  mathematische  Betrachtungen  veranlassen.    Der  Talmud  aber 
wendet  sogar  mathematischen  Scharfsinu  an,  um  aus  dem  mosaischen 
Gesetze  mit  Profit  ein  anderes  zu  machen.   So  folgert  er  z.  B.  aus 
dem  erlaubten  Sabbatwege  ein  kreisförmiges  erlaubtes  Feld,  verwan- 
delt dies  in  ein  Quadrat,  und  gewinnt  so  nach  den  Ecken  zu  ciuem 
kleinen  Zuwachs  des  Weges.   Dies  ist  nicht  der  einzige  Fall,  der  eine 
directo  approximativo  Angabc  des  Kreisinhalts  und  der  Kreislänge 
veranlasst  hat;  die  Kreisfläche  soll  danach  J  des  umschriebenen  Qua- 
drats sein.    Genauer  wird  die  Quadratwurzel  aus  5000,  nämlich  70  +  ? 
+  Rest,  ermittelt.    Der  Verfasser  schlicsst  aus  einer  Stelle:  Die 
Weisen  können  den  Best  nicht  finden  —  dass  die  Irrationalität  der 
Wurzel  erkannt  sei.   Maximalbestimmungen,  dio  nicht  als  solche  aus- 
gesprochen sind,  ergeben  sich  durch  Conjectur  zur  Erklärung  an- 
scheinend willkürlicher  oder  widersprechender  Massvorschriften.  Das 
Ganze  ist  äusserst  populär  vorgetragen.  II. 

Käfi  fil  Hisab  (Genügendes  über  Arithmotik)  des  Abu  Bekr 
Muhammed  Ben  Alhusein  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Herzoglich- 
Gothaischen  Schlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adolf  II  och  he  im,  Professor.  I.  Halle  a.  S.  1878.  Louis 
Nebert.   4°.   24  S. 

Diese  Schrift  geht  einer  andern,  betitelt  Fakhri,  desselben  ara- 
bischen Verfassers  voraus,  welche  bereits  von  F.  Woepcke  in  der 
Uebersetzung  herausgegeben  war.  Der  Uebersetzcr  erklärt  die  ihm 
übergebene  Handschrift  für  eine  ohne  Sorgfalt  ausgeführte  Copie. 
Die  hier  gelehrte  Arithmetik  besteht  aus  Regeln  des  decimalen  Rech- 
nens, dessen  Vorteile  in  ziemlich  schwerfälliger  Weise  in  Anwendung 
kommen,  immerhin  aber  erkannt  sind.  Ziffern  werden  nicht  gebraucht, 
daher  ist  auch  von  Anreihung  der  einfachen  Zahlen  successiver  Ord- 
nungen nicht  dio  Rede  uud  für  dio  Einführung  der  Null  kein  Be- 
dürfniss.  Vielmehr  wird  bei  zusammengesetzten  Zahlen  jede  Ordnung 
für  sich  behandelt,  und  nur  vorgeschrieben  alle  Zahlen  gleicher  Ord- 
nung an  einen  besondern  Platz  stellen.  Vieles  wird  vorausgesetzt 
oder  stillschweigeud  dem  Schüler  überlassen,  wo  mau  wol  ErkläniDg 
erwartet  hätte.  Die  Multiplication  der  Potenzen  von  10,  als  resul- 
tirende  Ordnungszahl,  wird  als  selbstverständlich  unerwähnt  gelassen. 
Ist  das  Product  zweier  einfacher  (cinziffriger)  Zahlen  zusammengesetzt 
z.  B.  70.500  =  35000,  so  wird  nichts  von  Absonderung  der  2  Ord- 
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nungen  30 CHX)  und  5000  gesagt;  man  könnte  vermuten,  an  dccimale 
Zerlegung  solcher  Producte  sei  überhaupt  nicht  gedacht  worden. 
Dagegen  werden  Rechnungsvorteilo  wie  Substitution  von  1000.  £  für 
125  bei  Multiplication  besonders  hervorgehoben,  die  Auftindung  des 
gemeinsamen  Teilers  zweier  Zahlen,  nur  mit  wiederhoher  Subtraction 
statt  Division,  in  correcter  Weise  gelehrt.  Eigentümlich  ist  das  Ver- 
fahren der  Bruchrechnung.  Nenner  dürfen  nur  einfache  Zahlen  2  bis 
9  und  deren  Producte  sein.  Wo  andere  Brüche  resultiren  würden, 
soll,  wie  eine  kurze  Bemerkung  sagt,  approximative  Rechnung  statt- 
finden. Als  genügend  hat  wol  der  Verfasser  den  Inhalt  der  gegen- 
wärtigen Schrift  für  den  vulgären  ^Gebrauch  bezeichnen  wollen  im 
Gegensatz  zu  dem,  was  den  Gelehrten  an  Arithmetik  bekannt  war. 


Hermann  Grassmann,  sein  Leben  und  seine  Werke.  Von  Victor 
Schlegel.   Leipzig  1678.   F.  A.  Brockhaus.   82  S. 

Die  vorliegende  Schrift,  welche  das  Leben  eines  Mannes  be- 
schreibt, dem  der  Verfasser  nach  allem  nicht  nur  innig  zugetan  ist, 
sondern  an  dessen  geistige  Erhabenheit  er  auch  fest  glaubt,  tut  dies 
glcichwol  in  vollkommen  unverbauter  Weise:  sie  liisst  Tatsachen  reden, 
die  der  Leser  in  gleichem  oder  auch  in  sehr  abweichenden  Sinne  zu 
deuten  volle  Freiheit  behält.  H.  Grassmann  ist  in  verschiedenen  Ab- 
schnitten seines  Lebens  in  3  Wissenschaften  tütig  gewesen,  der  Theo- 
logie, Mathematik  uud  Philologie;  ihnen  cutsprechen  die  3  Abschnitte 
des  Buchs.  In  der  mathematischen  Periode,  auf  die  wir  uus  be- 
schränken, giebt  es  von  Anfang  bis  Endo  fast  nur  von  Miserfolgen 
zu  berichten:  Gr.  wurde  nicht  verstanden  und  fand  keine  Nachfolge, 
unbeachtet  aber  blieb  er  nicht.  Von  seinem  Hauptwerke,  der  liuealen 
Ausdehnungslehrc ,  auf  dessen  Wert  das  ganze  Gewicht  gelegt  wird, 
haben  Gauss,  Gruncrt  und  Möbius  Kcnntuiss  genommen  uud  Bich  gegen 
ihn  darüber  ausgesprochen.  Alle  3  lehnen  ein  Urteil  ab;  nur  eine 
gewisse  Verwandtschaft  der  Ideen  mit  Gauss,  Möbius,  Stciuer  und 
Bellavitis  wird  anerkannt.  Dieser  Verwandtschaft  scheint  Schlegel 
eine  zu  grosse  Bedeutung  zuzuschreiben.  Der  wesentliche  Unterschied 
bleibt  unberührt,  dass  jene  Autoren  mit  gutem  Grunde  und  nicht  etwa 
aus  Befangenheit  den  Boden  der  bewährten  mathematischen  Begriffe 
nie  verlassen,  währeud  Gr.  der  Allgemeinheit  a  priori  eino  intellectu- 
elle  Kraft  beimisst,  und  im  Denken  des  Allgemeinen,  noch  ehe  es  als 
exaet  und  bestimmt  nachgewiesen  ist,  eine  Leistung  sieht.  Gr.  setzte 
seinem  Schicksal  keinen  Stolz  entgegen,  sondern  unterzog  sich  allen 
Mühen  und  betrat  alle  Wege,  die  sich  darboten  um  die  ihm  versagte 
Anerkennung  zu  erringen.  So  führte  er  z.  B.  nachdem  alles  andre 
vergeblich  schien,  auf  Gruncrt's  Rat  die  nutzlose  Arbeit  durch,  seine 
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Anschauungslehre  in  die  Euklid'sche  Form  umzugestalten.   Die  weni- 
uigen  Beispiele  der  Anwendung,  die  er  anfänglich  gegeben  hatte,  ge- 
nügten nicht  die  Fruchtbarkeit  seiuer  Lehre  darzutun;  sie  enthielten 
nur  Bekanntes  und  Elementares;  es  mussteu  neue  wisseuschaftliebe 
Resultate  daraus  hervorgehen.    Hauptsächlich  aus  diesem  Motiv  wid- 
mete er  sich  specicllcren  mathematischen  Untersuchungen,  und  seine 
Arbeiten  Über  Curvcn-  uud  Flüchenlehre,  Mechanik,  Zahlentheorie, 
Optik  und  einiges  audere,  deren  die  Liste  30  aufzählt,  beweisen  seine 
Begabung  in  der  exaeten  Wissenschaft    Sic  werden  als  Ergebnisse 
seiner  Ausdehnungslehro  dargestellt;  in  gutem  Glauben  hält  dadurch 
Schlegel  deren  Fruchtbarkeit  für  gläuzeud  bewährt.   Da  jedoch  SchL 
mit  keiuem  Worte  seine  eigene  Auffassung  der  Ausdehuungslehre  dar- 
legt, noch  irgendwo  ausspricht,  dass  sie  ihm  nicht  so  unverstanden 
sei  wie  dem  Publicum,  so  wird  er  auch  wol  darüber  nicht  cutscheiden 
können,  ob  jene  Produetivität  wirklich  aus  dem  vermeintlichen  Princip 
entsprang,  oder  Gr.  seine  Erzeugnisse  in  den  für  alles  bereit  gehalte- 
nen grossen  leeren  Raum  der  Ausdehuungslehre  einfügte,  ob  er  seine 
Fähigkeit  dem  Princip  verdankte,  oder  neben  uud  ungeachtet  seiner 
Geistesrichtung  behalten  hatte.   Gr.  ist  ein  Meister  der  Logik,  aber 
nicht  der  klaren  und  gründlichen,  sondern  der  kunstfertigen.    Es  ward 
ihm  daher  leicht  seine  Arbeiten  in  die  gewüusehtc  Beziehung  zu  setzen. 
Auch  erklärt  es  sich  wol  daraus,  dass  seine  Aufstellungen  von  keiner 
Seite  bestritten  worden  sind.    In  einer  Arbeit  setzt  er  auch  die  Hamil- 
ton'sehen  Quatemionen.    in  eine  und  zwar  subordinirte  Beziehung  zur 
Ausdehnungslehre.    Diese  Verwandtschaft  kann  man  ihr  wol  zuge- 
stehen. Wrie  zum  Schluss  erzählt  wird,  erlebte  er  es  soeben  noch,  dass 
mehrere  Mathematiker  —  die  ersten  waren  Günther  und  Preyer  — 
die  Ausdehuungslehre  aus  Licht  gezogen  und  ihre  hohe  WTürdigung 
Öffentlich  ausgesprochen  haben.    Eine  ähnliche  Anerkennung  fand  er 
schon  in  den  ersten  Jahren,  als  ihm  die  Jablonowski'scho  Gesellschaft 
in  einer  Aufgabe,  die  sehr  gut  zu  seineu  Ideen  passtc,  den  Preis  er- 
teilte. II. 


Carlo  Malagola,  Deila  vita  e  delle  opere  di  Antonio 
Urcco  detto  Codro.  Studi  c  ricerche.  In  Bologna  dalla 
Tipografia  Fava  e  Goragnani.    1878.  —  XX,  599  S.   gr.  8°. 

Es  mag  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  eigentümlich  aussehen, 
wenn  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  eine  Arbeit  besprochen  wird, 
welche  von  einem  Professor  der  griechischen  uud  lateinischen  Sprache 
an  der  Universität  Bologna  handelt.  Wenn  aber  dieser  Philologe  der 
Lehrer  des  Coppcrnicus  gewesen  ist,  wenn  ein  Capitel  des  Buches 
nur  von  dem  Aufenthalte  dieses  Mannes  in  Bologna  handelt,  von  seinen 
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dortigen  Studien,  seinen  Lehrern,  nnd  den  Studenten,  Kelche  nach- 
weislieh mit  ihm  zusammen  derselben  Nation  angehörten,  daun  wird 
das  Eigentümliche  dem  Natürlichen  weichen  und  die  Erwähnung  des 
Buches  an  dieser  Stelle  sich  als  selbstverständlich  herausstellen. 

Antonio  Urceo  mit  dem  Beinamen  Codrus  war  zu  seiner  Zeit  einer 
der  bedeutendsten  Graeeisteu,  dessen  Vorlesungen  von  Studirenden 
aller  Facul taten  besucht  wurden,  ja  so  eifrig,  dass  die  Studenten  aus 
den  andern  CoHcgicn  fortliefen,  nur  um  ihn  hören  zu  köunen.  Zuerst 
wies  Berti  in  seinem  C  o  perni  eo  auf  die  hohe  Wahrscheinlichkeit 
hiu,  dass  dieser  eminente  Mann  der  Lehrer  des  Coppernicus  im  Griechi- 
schen gewesen  sei.  Darauf  sich  stützend  hat  Herr  Malagola  alles 
zusammengestellt,  was  für  eine  solche  Lehrerschaft  spricht.  Wcuu 
dadurch  auch  nicht  der  acten massige  Beweis  geführt  ist,  auf  den  wir 
bei  dem  Leben  des  Coppernicus  so  vielfach  verzichten  müssen,  so  ist 
doch  kaum  noch  an  der  betreffenden  Tatsache  zu  zweifeln.  Bei  den 
Nachforschungen  in  [den  Archiven  Bologna's  und  anderswo  nach  Do- 
cnmenten  über  Codrus,  fand  Herr  Malagola,  durch  «las  Glück  begün- 
stigt, in  dem  Familienarchiv  des  Grafen  Malvezzi  aus  dem  Hause 
Medici  die  vollständigen  Acten  (lÄXie.  bis  zur  Mitte  des  vergangenen 
Jahrhunderts)  der  Natio  Germanorum  zu  Bologna.  Dieser  Na- 
tion gehörte  nun  auch  Nicolaus  Coppernicus  an,  welcher  im 
Jahre  1496  aufgenommen  wurde,  und  auch  dessen  Bruder  Andreas 
Coppernicus,  der  in  dieselbe  eintrat.  Aus  Eigentümlichkei- 
ten, welche  statutenmässig  hei  d<T  Eiuzeichnung  in  die  Matrikel  der 
Natiou  vorgeschrieben  waren,  ergibt  sich  sicher,  dass  beide  bei  ihrem 
Eintritt  noch  nicht  Domherrn  von  Ermlaud  waren.  Unter  Zuhilfe- 
nahme aller  sonst  bekannten  Tatsachen  entwickelt  nun  Herr  Mala- 
gola ein  interessantes  Bild  von  den  Studien ,  welche  Coppernicus  in 
Bologna  geführt  hat.  Statutenmässig  musste  er  als  Mitglied  der  deut- 
schen Nation  die  Rechtswissenschaft  studiren.  Wir  lernen  nun  die 
Lehrer  kennen,  welche  in  der  Zeit  des  Aufenthaltes  des  Coppernicus 
das  geistliche  und  weltliche  Recht  lehrten,  wir  erfahren,  welche  Col- 
legia  gelesen  wurden,  und  wenn  wir  auch  nicht  bestimmen  können, 
welche  davou  Coppernicus  gehört  hat,  so  ist  doch  für  die  KenntniiB 
seines  Bildungsganges  viel  gewonnen.  Auch  über  die  beiden  Profes- 
soren, welche  man  als  seine  Lehrer  in  Mathematik  und  Astronomie 
anzusehen  gewohnt  ist,  Domenico  Maria  Novara  und  Seipio  dal  Ferro, 
erhalten  wir  auf  Grund  vou  Acteustückeu  eingehende  Nachrichten, 
und  in  Betreff  des  letztem  wird  z.  B.  das  Todesdatum  richtig  ge- 
stellt. Auch  Nachrichten  von  allen  Professoren  der  Mathematik  und 
Astronomie  zu  des  Coppernicus  Zeit  sind  angegeben. 

Die  Documenta  im  Anhange  (XXI  —  XXXI)  enthalt'  n  aus  den 
Acteu  der  Deutschen  Natiou  zunächst  Urkunden   über  lau 
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Watzelrode  (1470—1473);  über  sonstige  Canonici  und  Cleriker  der 
ermländer  Dioecesc  (1374—1500).   Dann  kommt  eine  hochinteressante 
Abhandlung  über  die  Geschichte  der  Natio  Germanorum  zu  Bo- 
logna.  Es  folgen  die  Urkunden  über  Nicolaus  Coppernicus,  über 
Domenico  Maria  Novara,  über  die  übrigen  Professoren  der  Astronomie 
zu  Bologna  von  1483  bis  1501  (woran  sich  aus  den  Statuten  der  Ar- 
tistenfacultät  die  Bestimmungen  über  die  zu  lesenden  Fächer  an- 
schliessend über  Scipiono  dall  Ferro,  Andreas  Coppernicus.  Es 
schliesst  sich  an  eine  Nachweisung  über  die  anderweitig  bekannten 
deutschen  Studenten  in  Bologna  von  1 196  bis  1600,  welche  nicht  der 
Natio  Germanorum  angehörten;  dann  ein  Abdruck  der  Matrikel 
der  deutschen  Nation  von  1490—1500,  endlich  Documeute  über  Ni- 
colaus von  Cusa,  der  ebenfalls  der  deutschen  Nation  zu  Bologna  an- 
gehörte. 

Das  Capitel  über  Coppernicus  und  die  Anhänge  XXI  — XXXI, 
deren  Inhalt  oben  kurz  angegeben  ist,  soll  Eudc  des  Jahres  deutsch 
auf  Kosten  des  Coppernicus -Vereines  zu  Thorn  herausgegebeu  werden. 
Wenn  wir  noch  einen  Wunsch  aussprechen,  so  ist  es  der,  dass  sich 
in  Deutschland  ein  Verleger  finden  möge,  um  die  Acten  der  deut- 
schen Nation,  wie  sie  das  Malvczzi'sche  Archiv  enthält,  publici  juris 
zu  machen.  Er  würde  sich  um  die  Geschichte  der  Wissenschaften 
hohes  Verdienst  erwerben. 

ThorQ-  Curtze. 


Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  dellc  scienzo  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XL  Roma  1878. 
Tipografia  dello  sc.  mat.  c  Iis. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  Heft.  E.  Millosevich:  Ueber  das  Leben  und  die  Arbeiten 
von  Giovanni  Santini. 

2.  Heft  Schluss  des  Vorigen.  B.  Boncompagni:  Bruchstück 
eines  Briefes  von  Prof.  Angelo  Genocchi  über  Herausgabe  der  Werke 
von  Cauchy. 

3.  Heft.  Adolf  Mayer:  Geschichte  des  Priucips  der  kleinsten 
Wirkung.  Ins  Italienische  Uebersetzt  von  G.  B.  Biadego.  (S.  litt. 
Ber.  241.  p.  3.)  —  M.  Curtze:  Neue  Copernicaua  aus  Upsala.  Vor- 
trag gehalten  im  Copernicus  -Verein  für  Wissenschaft  und  Kunst  zu 
Thorn  am  4.  Juni  1877.  Ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Spa- 
ragna.  —  Zugaben  uud  Anmerkungen  dazu.  —  E.  Giordano  (Bo- 
logna): Die  6  Cartelle  mathematischer  Herausforderung  erstlich  über 
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die  allgemeine  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  von  Ludovico 
Ferrari  nebst  den  6  Gegeu-Cartcllcn  in  Erwiderung  von  Nicolö  Tar- 
taglia  enthaltend  die  Lösungen  der  von  der  einen  und  andern  Seito 
gestellten  Aufgaben.  Gesammelt,  autographirt  und  publicirt  von  E. 
G.  Mailand  1876.  Luigi  Ronchi.  Bericht  in  italienischer  Sprache 
von  M.  Cantor  nach  seinem  deutschen  Bericht  in  Schlömilch  Zeit- 
schr.   XXII.  133-150. 

4.  Heft.  M.  Cantor:  Briefwechsel  zwischen  Lagrango  und  Euler. 
Ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Favaro.  —  F.  Siacci:  fitudo 
bistorique  et  critique  sur  le  probleme  de  la  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'uu  point  fixe,  par  Ph.  Gilbert,  Professeur  ä  l'universite 
catholique  de  Louvain.   Bruxelles  1878.   F.  Haycz. 

5.  Heft.  G.  Garbieri:  Lehrbuch  der  Determiuanteuthcoric  für 
Studirendc,  von  Dr.  Sicgmuud  Günther.  Durchaus  umgearbeitete, 
vermehrte  und  durch  eine  Aufgabensammlung  bereicherte  Auflage. 
Erlangen  1877.    Eduard  Besold. 

6.  Heft  A.  Favaro:  Uebcr  die  von  Dr.  Carlo  Malagola 
veranstaltete  Ausgabe  einiger  Documeutc  bezüglich  auf  Nicolaus  Copcr- 
nicus  und  auf  andre  Astronomen  und  Mathematiker  des  15.  und  16. 
Jahrhunderts  (s.  p.  1—6). 

Publicationsvcrzcichuissc  im  2.,  4.  und  6.  Heft.  H. 


Methode  und  Principien. 

Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und  dio  Bedeutung  der 
Raumanschauuug  und  der  geometrischen  Axiomo.  Von  Albrecht 
Krause.   Lahr  1878.   Moritz  Schauenburg.   94  S. 

Das  Vorliegende  ist  nach  Vorgang  von  Schmitz-Dumont  (vgl.  litt. 
Bcr.  232.  p.  41.)  die  zweite  Erscheinung,  welche  davon  zeugt,  dass 
es  Helmholtz  gelungen  ist  das  Schweigen,  welches  die  Philosophen 
der  historischen  Schulen  bisher  allen  principiellcn  Fortschritten  ent- 
gegenstellten, zu  durchbrechen.  Der  Verfasser  giebt  die  beliebte 
Maxime  ganz  und  mit  cinemmale  auf  und  stellt  den  Gegensatz  zwischen 
dem  neuen  Empirismus  und  der  Kaut'schen  Lehre  in  das  hellste  Licht. 
Er  sagt:  „Helmholtz  hat  Kant  in  den  Grundlagen  seines  Systems  an- 
gegriffen, als  er  die  Unvcrändcrlichkeit  uud  apodiktische  Sicherheit 
der  geometrischen  Axiome,  auf  deneu  Kant  fusst,  leugnete  Hat  nun 
Helmholtz  Recht,  und  ist  das  Kaut'schc  Fundament  falsch,  so  fällt 
damit  auch  der  Inhalt  und  die  Methode,  welche  hieraus  notwendig 
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hervorgewachson;  dann  ist  ferner  die  jahrhnndertlango  Richtung  der 
deutschen  Philosoph io  eine  verfehlte,  und  es  bleibt  uns  nichts  Aude- 
res  übrig,  als  die  deutsche  Jugend  wiederum  in  dio  Schule  der  Eng- 
länder zu  schicken  zum  Studium  der  Philosophie,  einer  Philosophie^ 
welche  man  bisher  durch  Kant  und  seiue  Schüler  für  widerlegt  oder 
verbessert  hielt." 

• 

Diese  Aeusscrung,  so  entschieden  wie  hentzutage  selten  eine  ver- 
nommen wird,  verdient  zunächst  eine  Autwort.  Auch  wenn  IJelm- 
holtz  in  vielen  Punkten  nicht  Itecht  hat,  und  auch  im  andern  Falle, 
wenn  der  schroffe  Gegensatz  zwischen  ihm  und  Kaut  nicht  zutreffend 
ist,  bleibt  es  wahr:  „Die  j a hrh uude rtlange  Richtung  der 
deutschen  Philosophie  ist  eineki  von  Grund  aus  „verfehl- 
te14. Will  der  Verfasser  diesen  von  der  Geschichte  seit  Jahrzehnten 
gefällten,  durch  den  andauernden  Zustand  der  ueuern  philosophischen 
Doctrin  documeutirten  Urteilsspruch  jetzt  noch  als  einen  solchen  er- 
scheinen lassen,  au  die  bisher  niemand  gedacht  hätte,  der  nun  erst 
als  Conscquenz  der  in  Rede  stehenden  Lehre  sich  drohend  darstellte? 
Will  er  uns  glauben  machen,  er  habe  von  den  erfolglosen  Bestrebungen 
der  Philosophen  nach  dem  Falle  der  Ilegel'schen  Autorität  die  Würde 
und  das  Ansehen  der  Philosophie,  sei  es  auch  mit  Concessionen  au 
den  Empirismus,  zu  retten  nichts  gewusst?  Die  Blosse  ist  zu  gross, 
als  dass  sie  zugedeckt  werden  könnte.  Soll  die  Philosophie  den  Namen 
einer  Wissenschaft  verdienen,  so  muss  sie  allseitig  anerkannte  Prin- 
eipien  haben.  Statt  dessen  sehen  wir  nur  eine  Menge  priucipicll  ab- 
weichender Schulen,  die  einander  nicht  bekämpfen,  souderu  ignoriren 
um  nicht  ihre  eigene  Schwäche  zu  verraten.  Diesem  Zustande  kaun 
ur  ein  Ende  gemacht  werdeu  durch  Verzichtleistung  auf  die  von 
Dartesius  auf  Kant  übergegangenen  Vorurteile  und  Chimären.  Dass 
auf  einem  solchen  gereinigten  Boden  einfache,  unausweichliche  und 
voraussetzuugslose,  darum  jede  Spaltung  der  Ansichten  ausschliessende 
Principien  erbaut  werden  können,  ist  iu  der  Schrift:  „Hoppe,  Bedeu- 
tung der  psychologischen  Bcgriffsaualyseu  Bergmann,  Philosophische 
Monatshefte  IV.  p.  85.  u.  IG!)  —  dargetan,  und  von  keiner  Seite  der 
Versuch  gemacht  sie  zu  widerlegen,  vielmehr  von  zwei  namhaften 
Lehrern  der  Philosophie  die  unmotivirtc  Weigerung  darauf  einzugehen 
öffentlich  ausgesprochen  worden.  Gegen  diese  Schrift  möge  doch 
Krause  sich  wenden,  wenn  er  sich  bewogen  rindet  Kant  in  Schutz  zu 
nehmen.  Dann  würde  er  auch  ersehen,  dass  seiue  Folgerung,  der 
deutscheu  Jugend  bliebe,  wenn  die  Kant'sche  Richtung  eine  verfehlte 
wäre,  nichts  anderes  übrig  als  die  Schule  der  Engländer  zu  besuchen, 
gänzlich  fehl  geht.  Allerdings  haben  die  Bakonianer  sich  von  den 
.  Cartesischeu  Irrtümern  rein  erhalten.  Aber  ist  es  denn  notwendig, 
**  es  natürlich,  dass  dio  Jugend  das  Erlernen  der  Philosophie  über- 
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haupt  mit  der  Geschichte  anfangt?  Wer  wissenschaftliche  Schrift- 
stoller verstehen  und  beurteileu  will,  muss  doch  vorerst  mit  den 
Anfangsgründen  der  von  denselben  behandelten  Wissenschaft  im  Kei- 
nen sein.  So  sehr  hat  sich  Krause  an  den  heutigen  Zustand  der 
Doctrin  gewöhnt,  dass  er  die  leider  übliche  Art  des  Vortrügt,  welche 
nur  Meinungen  registrirt,  statt  Aufgaben  zu  lösen,  für  die  ein/ig 
mögliche  halt.  —  Ob  Kant  und  seino  Schüler  die  Philosophie  der 
Engländer  widerlegt  oder  verbessert  haben,  lasst  der  Verfasser  un- 
entschieden; für  ersteres  konnte  er  wol  keine  Stelle  aufweisen,  doch 
auch  letzteres  bringt  er  nur  als  Meinung  der  Kantianer  vor,  und 
diese  geht  uns  hier  wenig  an.  Daher  bedarf  es  auch  nicht  der  Aus- 
führung, wie  sehr  K.  jene  Philosophie  missverstandou  hat,  wie  blind 
er  an  deren  Grundgedanken  vorbeigegaugeu  ist. 

Weiterhin  im  Vorwort  verrät  der  Verfasser,  dass  und  warum  er 
zahlreichen  Angriffen  gegen  die  Kant'sche  Lehre  gegenüber  geschwie- 
gen hat,  und  es  erst  der  glänzende  Name  des  berühmten  Natur- 
forschers ist,  der  ihn  zum  Reden  treibt.  Das  wusste  mau  auch  wenn 
es  nicht  gesagt  wäre.  Gegen  weit  mehr  direetc  Angriffe  schien  ihm 
das  Ignoriren  die  sicherste  Verteidigung.  Auch  bei  Heimholt/,  ist  er 
damit  zufrieden  Mängel  seiner  Darstellung  aufzudecken,  die  allerdings 
genügen,  den  Urteilsspruch  gegen  Kant  für  diesmal  noch  unwirksam 
zu  machen.  Er  giebt  als  Resultat  der  Prüfung  von  „II.  Helinholtz: 
Populär- Wissenschaftliche  Vorträge"  —  an,  dass  die  Gründe  gegen 
Kant's  Lehre  von  IL  L'^wonnen  wurden  1)  dadurch  dass  er  Denkfehler 
in  der  formalen  Lo;r;k  begebt;  2)  das9  er  gegen  die  transßceudcntale 
Logik  verstoßt ;  Z)  *U\s  er  Tatsachen  der  Erfahrung,  welche  gegen 
ihn  sprechen.  aTj* r  A,;"n  geladen  hat.  Solche  Vorkommnisse  mö- 
gen sofort  ciD7>:i-.-.*.  eiL'.n  wichtigen  1  üteht  bloss  formellen 
Fehler  enti  •  .  •.  u~  In  ^ut;  t%  Jj'-gt  ein  lach  lieber  Denk- 
fehler vor.  den  L-  . .-■  0  ;x  r  \v--:j >^;a  l/'  ^  heo,  und  dieser  iht  ent- 
scheiden'! 

Soviel  rsr  L^r. /  V',r-»'/rt    h"T  V'Tfa^er  wendet 

nun  die  gr> •**  ry.rr'u'.  r/.  \  r.t'  .X  an.  die  Unvereinbarkeit 

der  H/^-bea  tvi  £     vi  l 2&  —  ohne  IL  einen  Vor- 

wurf dart'^r  z\  na.,,v»n,  4.x>*  i*r**>Vi  >"a.ijweis  nicht 

durch  vfeii^  j;V  **«»•*  i>t  i  X  r  ;  trt  La&e.  In  d^r  Tat  würde 
er  dtr'ii  »,.». w\  ~'jrwvri  xir  n  Lriü.rtz*x  *-:racLt  haben, 

wie  ▼  -L.jr  »m  ui.v*tU  »-j  »i  f*a*££t  *eda  iu.B  rar  philofo- 

Kau*,  oi  i,' i  y»  i'  >■  -  uv'.r.vi  7fl 

WC81  ta-'t      .  t,,;.->,-n    e>  j.-.-r»-.  !  -  uw- 

loa  ua  üi  ..v  ;       »•  TL  h  l* 
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bekommen  können.   Antw.  H.    Sie  ist  in  der  Empfindung  enthalten 
als  Localzeichcn.    Antw.  K.    Sie  ist  vor  der  Empfindung  vorhandeu, 
d.  h.  ist  a  priori.    Gleich  auf  die  Tahelle  folgt  ein  Capitel:  „Ein 
Bild"  —  welches  darauf  ausgeht,  die  K.'sche  Disjuuctiou  physiologisch 
zu  iuterpretiren.    Was  auf  Grund  einer  Gehirntätigkcit,  hervorgerufen 
durch  eine  Organreizuug  im  seelischen  Lehen  entsteht,  heisst  An- 
schauung, der  Anteil  der  letztem  Emptinduug,  (hzhw.  Wahrnehmung), 
der  Anteil  der  erstem  Form  der  Anschauuug.    Hieraus  wird  nun  ein 
doppelt  unklarer  Schluss  gezogen:  Da  das  Gehirn,  seine  Eigenschaft 
und  Tätigkeitsart  früher  sein  muss,  als  letztere  durch  Organvorgäuge 
heeinflusst  werden  kann,  so  ist  die  Form  der  Anschauung  a  priori, 
die  Empfindung  a  posteriori.    1)  Warum  man  nicht  das  Gesagte  mit 
Vertauschung  heider  Köllen  anwenden  kauu,  ist  hieraus  gar  nicht  zu 
ersehen.    2)  Krause  confundirt  das  einmalige,  relative  Vorher  mit 
dem  absoluten  a  priori  (einen  gleichen  Fehler  macht  Kant).    Er  hat 
nur  bewiesen,  was  niemand  leugnet,  dass  der  einzelnen  Empfindung 
eine  gewisse  Struetur  und  Eigenschaft  des  Gehirns  (warum  nicht  auch 
des  Organs?)  vorhergeht.   Dass  wir,  mitten  im  Leben,  vor  jeder  Em- 
pfindung schon  eiue  entwickelte  Raumanschauuug  besitzen,  ist  nichts 
neues.    Wie  diese  entstanden  sei,  wird  weder  von  Kant  noch  vou 
Krause  zu  erklären  versucht.   Kaut  behauptet  ihr  absolutes  a  priori, 
also  ihre  Uucrklärbarkeit,  das  heisst  doch,  solange  der  Beweis  fehlt: 
er  kauu  sie  nicht  erklären.    Krause  hat  nur  durch  die  genannte  Cou- 
fusiou  der  Begriffe  den  Schein  erweckt,  als  wenn  er  die  Frage  berührt 
hätte.    So  steht  denn  die  K.'sche  Ansicht  zu  jeder  empiristischen 
allein  in  dem  Verhältniss  der  absoluten  Uukcnutniss  zu  einer  Er- 
kenntniss  von  vielleicht  noch  fraglichem  Werte,  nicht  aber  in  dem 
zweier  divergireuden  Aufstellungen;  sie  verhalten  sich,  wenn  letztere 
das  geringste  leistet,  wie  Null  zu  einer  positiven  Grösse.  Eine  solche 
Leistung  liegt  aber  unbestreitbar  vor  in  den  vou  Kieraaun  ermittelten 
4  empirischen  Beschränkungen  des  Raumbegriffs.    Durch  sie  ist  be- 
wiesen, dass  der  Kaumbegriff  unterschiedliche  Elemente  enthält,  mit- 
hin erklärungsbedürftig  ist.    Sofcru  das  absolute  A priori  alle  Erklä- 
rung negirt,  ist  die  K.'sche  Behauptung  leer  von  allem  scientiven 
Inhalt,  und  es  ist  ebenso  logisch  incorrect,  wenn  II.  mit  sachlichen 
Ausführungen  eiue  Lehre  widerlegen  will,  die  sachlich  gar  nicht  exi- 
stirt,  an  deren  Denkmöglichkeit  er  wahrscheinlich  selbst  nicht  glaubt, 
deren  Sinn  er  jedenfalls  gar  nicht  in  Betracht  zieht,  wie  es  ist,  weuu 
Krause  formell  Ansicht  gegen  Ansicht  stellt,  während  er  doch  den 
Gedankeninhalt  der  von  ihm  vertretenen  ganz  fraglich  lägst  Gegen 
diesen  gemeinsamen  Fehler,  der  den  ganzen  Streit  als  einen  Kampf 
Donquixote's  gegen  Windmühlen  erscheinen  lässt,  verschwinden  die 
einzeln  vorkommenden  Fehler  dermassen,  dass  ein  Leser  nur  schwer 
das  Interesse  behalten  kann  die  langen,  fleissig  gearbeiteten  Kritiken 
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der  oft  gar  nicht  wol  erwogenen  Worte  H.'s  zu  verfolgen.  Was  der 
Verfasser  z.  B.  bezüglich  auf  1.  Frage  über  die  Localzeicheu  anführt, 
ist  offenbar  nicht  hinreichend  die  Meinung  H.'s  daraus  zu  entnehmen. 
Nichtsdestoweniger  lässt  er  sich  keine  Mühe  verdriessen  in  der  un- 
verstandenen Lehre  formelle  Widersprüche  nachzuweisen.  Zu  nähe- 
ren Mitteilungen  bietet  sich  kein  Aulass,  da  ein  solches  Verfahren 
nichts  allgemein  instruetives  zu  Tage  bringt.  H. 

Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer  Untersuchungen.  Zu- 
gleich ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Quaternionen.  Von  Professor 
W.  Unverzagt.   Wiesbaden  1878.   C.  W.  Kreidel.   4°.   23  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  der  geschichtlichen  Entwickelung  des 
Zahlbegriffs.    Soweit  es  sich  um  die  Einführung  der  negativen,  ge- 
brochenen, irrationalen,  stetigen  und  complexen  Zahlen  handelt,  lässt 
sich  an  der  höchst  klaren  und  treffenden  Darstellung  nichts  ver- 
missen.   Bis  dahin  ist  die  Erweiterung  keine  frei  gewählte,  sondern 
eine  durch  natürlich  vorliegende,  nicht  willkürlich  gestellte  Probleme 
geforderte.    Kein  Autor  hat  hier  einer  Neigung  folgend  darauf  ein- 
gewirkt; im  Gegenteil  hat  man  sich  noch  lange,  nachdem  die  Not- 
wendigkeit einleuchten  musste,  gegen  die  Anerkennung  gesträubt. 
Heutzutage  unterliegt  es  keinem  Zweifel  mehr,  dass  die  genannten 
Erweiterungen  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  bediugeu.  Jetzt  kann 
man  fragen,  (wenn  auch  die  Frage  müssig  ist,)  ob  dem  Zahlbegriff 
noch  fernere  Erweiterungen  bevorstehen  und  nach  welcher  Seite  hin? 
Manche  möchten  in  diesem  Punkte  Propheten  sein  oder  zu  den  Er- 
sten gehören,  die  deren  Bahnen  betreten.   Statt  der  Probleme  sind 
es  Analogien,  durch  welche  sie  sich  leiten  lassen.   Wie  ursprünglich 
dio  gerade  Linie,  so  war  nach  Aufnahme  der  Complexen  die  Ebene 
die  Darstellung  des  Zahlenbereiches.   Es  blieb  übrig  nach  demjenigen 
Zahlbegriff  zu  fragen,  der  durch  den  Raum  dargestellt  wird.  Dio 
Untersuchung  führte  auf  die  Quaternionen;  diese  sollen  nun,  wie  man 
annimmt,  den  ferneren  Eutwickelungsgang  der  Arithmetik  und  mittel- 
bar der  Analysis  bezeichnen.    Der  Verfasser  bemerkt  ausdrücklich, 
dass  die  Quaternionen  insofern  nicht  in  gleichem  Falle  mit  den  vor- 
ausgehenden Erweiterungen  sind,  als  sie  durch  kein  Problem  gefor- 
dert werden.    Zu  viele  täuschende  Betrachtungen  indes  wirken  dahin, 
dass  man  der  Bemerkung  kein  Gewicht  beilegt.   Die  Frage,  für  deren 
Lösung  man  die  Quaternionen  hält,  scheint  keine  willkürlich  herbei- 
gezogene zu  sein,  weil  sie  sich  selbst  darbietet.   Man  übersieht  dabei, 
dass  der  Analogieschluss  au  sich  ein  täuschender  Fehlschluss  ist,  dass 
die  Analogie  nichts  zu  rechtfertigen  vermag,  und  die  Untersuchung, 
bei  welcher  sie  etwa  als  Fingerzeig  dient,  wenn  sie  nicht  willkürlich 
sein  soll,  ihre  Rechtfertigung  als  ausserdem  gegeben  voraussetzt. 
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Ferner  wird  der  frühere  Widerstand  gegen  Zulassung  von  Elementen, 
die  sich  nicht  reell  aufweisen  lassen,  jetzt  umgekehrt  zur  Geltung 
gebracht,  um  diejenigen,  welche  von  einer  neuen  Einführung  und 
Theorio  exaete  Begriffe  verlangen,  einer  Beschränktheit  der  Auffas- 
sung zu  zeihen  und  der  Fähigkeit  allgemeinere  Ideen  zu  verfolgen 
den  Schciu  absoluter  geistiger  üeberlegenheit  zu  verschaffen.  Dazu 
kommt  ferner,  dass  die  Hoffnung,  es  möchten  künftige  Probleme 
durcü  die  jetzige  Arbeit  gelöst  werden,  diese  zu  rechtfertigen  scheint. 
Der  Schade,  den  eine  solche  überhand  nehmende  Prophetie  bringt, 
ist,  dass  über  den  künftigen  Problemen  die  gegenwärtigen  vernach- 
lässigt werden,  dass  man  sich  der  Strenge  mathematischer  Logik  ent- 
wöhnt, und  die  Verlockung  zu  unwissenschaftlicher  Einmischung  in 
die  Mathematik  mehr  und  mehr  zunimmt. 

Vom  Hauptteile  der  Arbeit,  welcher  eine  Fortbildung  der  Qua- 
ternionentheorie  durch  Einführung  des  AVinkels  statt  der  Strecke  ent- 
hält, möge  es  genügen  die  Titel  der  Paragraphen  aufzuführen:  §.  4. 
Die  Addition  uud  Subtraction  der  Winkel.  §.  5.  Anwendung  der  Sum- 
mationsmethodeu  auf  Winkel.  §.  0.  Die  Quotienten  und  Producte  von 
Winkeln.  II. 


Eiusheit  und  Einheit.  Ein  Beitrag  zur  Lösung  der  Frage: 
Welches  Gesetz  liegt  den  Naturerscheinungen  zu  Grunde?  Von 
H.  de  Grousillicrs.    Berlin  1*78.    70  S. 

Der  Verfasser  trägt  seiue  Gedanken  über  Reform  der  Natur- 
wissenschaften vor.  Der  grösste  Teil  der  Schrift  beschäftigt  sich  mit 
Unvollkommeuheiten  der  vorhandenen  Theorien,  die  niemandem  ver- 
borgen sind,  was  er  selbst  stellenweis  einräumt.  Was  an  dieser  Kritik 
das  Bekannte  überschreitet,  so  wie  das  wenige,  was  für  positive  Auf- 
stellung ausgegeben  wird,  ist  unklar  gedacht  und  ausgesprochen.  So 
wird  z.  B.  gesagt:  durch  blosse  Bewegung  könne  ein  Punkt  keine 
Linie  erzeugen,  es  müsse  noch  eine  Richtuug  hinzukommen.  Die 
Titel  der  2  Teile  der  Schrift  sind:  1)  Entwicklung  des  Gesetzes; 
2)  Auwendung  des  Gesetzes  auf  Physik  und  Chemie.  Im  Anfang  des 
2.  Teils  wird  die  Aufstellung  der  Gesetze  für  geschehen  ausgegeben; 
wo  solche  stehen,  uud  wie  sie  lauten,  sucht  man  im  1.  Teile  ver- 
gebens. Der  Grundgedanke  des  Gauzen  ist,  alle  Schwierigkeiten,  in 
denen  sich  die  Theorien  befanden,  kämen  nur  von  ihrem  falseheu 
Ausgangspunkte  her.  Hiernach  scheint  er  von  der  Entwickelungs- 
geschichte  der  Wissenschaft  keine  Akuung  zu  haben  und  auf  vor- 
platonischc  Ideen  zurückzuverfallen.  Um  den  Titel  zu  erläutern,  so 
soll  Einheit  die  beliebig  gewählte,  Einsheit  die  unteilbare  Eiuheit  sein. 

II. 
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Metbode  und  Principien. 

Die  mathematischen  Elemente  der  Erkenntnisstheorie.  Grundriss 
einer  Philosophie  der  raathematischen  Wissenschaften.  Von  0. 
Schmitz-Dumont.    Berlin  1878.    Carl  Duncker.    452  S. 

Die  „Erkenntnisstheorie"  welche  den  ersten  Abschnitt  des  Buches 
bildet,  zeigt  gegenüber  der  gewöhnlichen  Logik,  welche  man  in  neue- 
rer Zeit  häufig  diesen  Namen  beilegt,  einen  bedeutenden  Fortschritt. 
Es  verdient  rühmlichst  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  der  Ver- 
fasser entschliesst,  dem  subjectiven  Lcbenselemente  bei  Grundlegung 
der  logischen  Doctrin  Beachtung  zu  schenken.  Die  Anerkennung 
seines  intellectuellcu  Wertes  ist  ausgesprochen.  Das  Erlebniss  der 
menschlichen  Seele,  Empfindung  und  Gefühl,  ist  Tatsache,  unab- 
hängig von  aller  physiologischen  causalen  Herleituug.  Von  einem 
Sein,  von  Dingen  als  Grund  der  Empfindung  ist  bei  diesem  Ausgangs- 
punkt noch  nicht  dio  Rede.  Das  Sein  ist  erst  Deutung  der  Empfin- 
dung, diese  Deutuug  kann  irrig  sein,  die  Welt  der  Dinge  ist  vormals 
anders  begrenzt  worden  als  heutzutage.  Der  Dualismus  von  Denken 
und  Sein  ist  verworfen;  der  uraufängliche  Gegensatz  ist  Empfindung 
und  Dcuken.  Auch  weiss  und  erklärt  au  einer  Stelle  der  Verfasser, 
dass  er  principiell  auf  ändern)  Boden  steht  als  Kant.  Allein  von 
einer  Verzichtleistung  auf  die  vererbten  Vorurteile  und  Chimären, 
von  einer  gründlichen  Selbstbeobachtung,  die  alle  elementaren  Schwie- 
rigkeiten gelöst  haben  würde,  bleibt  er  weit  entfernt.  Er  hängt  noch 
inijiM-r,  was  am  meisten  ins  Gewicht  fällt,  an  der  Chimäre  eines  ab- 
soluten Wissens J  inj  aul  absolut  siehe- 
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rem  Wege  gewonnen  werden  soll.   Es  ist  ihm  also  der  Gedanke  noch 
nicht  gekommen,  so  deutlich  es  auch  der  Entwicklungsgang  der 
Naturwissenschaften  vor  Augen  stellt,  dass  man  von  sehr  ungewissem 
Anfang  durch  sehr  ungewisse  Zwischenglieder  zu  einem  System  posi- 
tiven Wissens  von  befriedigender  Gewissheit  gelangen  kann,  dass 
überhaupt  die  Gewissheit  des  Anfangs  zu  der  des  nachmaligen  Sy- 
stems nicht  das  mindeste  beitragt.    Er  weiss  mit  der  Tatsache  der 
Empfindung  nichts  besseres  anzufangen  als  zu  coustatircu:  Hier  ist 
ein  unmittelbares,  nicht  erst  durch  Umgestaltung  im  Denken,  wie  die 
dinglichen  Begriffe,  gewonnenes  und  dadurch  dem  Irrtum  ausgesetz- 
tes, vielmehr  unzweifelhaftes  Wissen.    Bei  aller  richtigen  Besinnung 
und  Selbstbeobachtung  ist  ihm  doch  der  Unterschied  zwischen  der 
Tatsache,  als  dem  der  Erkenntuiss  bedürftigen  Gegenstaude  des 
Denkens  und  dem  Wissen  von  der  Tatsache  entgailgeu.    Anstatt  die 
Tatsache  in  ihrer  Eigenheit  zu  studiren,  seine  Begriffe  ihr  gemäss 
zu  bilden  und  durch  sie  zu  controlireu,  eilt  er  nur  sie  seinen  ein- 
gewurzelten Begriffen  unterzuordnen,  damit  sie  dieselben  als  unum- 
stössliche  sauetioniren  soll.   Dieso  Eile  macht  sich  in  seinen  Be- 
griffsbestimmungen sehr  bemerklich.   Er  hat  die  Variabilität  des 
Bcwusstscins  nicht  aufgefasst,  daher  scheint  ihm  Bewusstseiu  und 
Tatsache  eins  zu  sein.    Ebenso  fliesst  ihm  die  Wahrnehmung  mit  der 
Empfindung  zusammen.   Hier  ist  schon  der  vulgäre  Sprachgebrauch 
schärfer  als  der  Philosoph.   Wir  uehmen  Dinge  wahr,  aber  nicht 
Farben  und  Töne.   Mit  welchem  Rechte  man  so  unterscheidet,  muss 
ihm  freilich  entgehen,  wenn  er  schon  die  Empfindung,  man  denke  z.  B. 
an  den  Musikgenuss,  ein  Wissen  nennt,  mithin  die  zum  Wissen  er- 
forderlichen, trausformireuden  Dcnkacte  gar  nicht  beachtet  hat.  Ehe 
er  den  Gedanken  gefasst  hat  vor  allem  die  Grundbegriffe,  über  deren 
Inhalt  sich  das  gemeine  Denken  keine  Rechenschaft  giebt,  die  bei 
erster  Besinunung  dunkel  erscheinen,  die  aber  vou  den  Philosophen 
der  historischen  Schule  auch  nicht  erklärt,  sondern  in  Resignation 
apriorisch  genannt  worden  sind,  zur  Klarheit  zu  bringen,  stellt  er 
schon  eine  Tafel  der  Begriffe  auf,  von  der  man  nicht  sieht,  two  sie 
herkommt,  an  der  man  keine  Spur  entdebkt,  dass  er  durch  die  \or- 
ausgehenden  Betrachtungen  irgendwie  belehrt  worden  wäre.  Möglich, 
und  manches,  z.  B.  die  häutige,  jedesmal  ganz  müssige  Citirung  des 
Identitätssatzes,  deutet  darauf  hin,  dass  die  anfänglichen  ganz  wesent- 
lichen Concessioucn  au  den  Empirismus  bloss  den  Zweck  hatten  dessen 
Angriffe  abzuwehren,  dass  er  aber  dabei  nicht  im  Sinne  hatte  seine 
Logik  auf  die  psychische  Genesis  zu  stützen,  vielmehr  nach  kurzer 
Hindeutung,  als  ob  ihm  auch  deren  Gebiet  nicht  fremd  sei,  zur  for- 
malen Logik  zurückkehren  wollte.   Um  so  mehr  ist  dann  Grund  zu 
erklären,  dass  jene  Concessionen  noch  lange  nicht  ausreichend,  dass 
sie  gering  siud  gegen  die  übrigen  Fragen  der  empiristischeu  Logik, 
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auf  welche  er  nicht  eingegangen  ist,  dass  er  also  den  Angriffen  nach 
wie  vor  blossgestcllt  bleibt. 

In  der  Tat  zeigt  sich  dann  auch  die  Behandlung  des  eigentlichen 
Themas,  der  mathematischen  Elemente,  ganz  unabhängig  von  dem 
empiristischen  Anfang.    Zuerst  sind  wol  hierzu  zu  rechnen  die  Be- 
griffe von  Zeit  und  Raum.   Zeit  soll  hier  sein  die  Empfindung  als 
allgemeinste  Form  der  Ausdehnung,  nichts  weiter,  denn  alles,  was 
folgt,  handelt  gar  nicht  von  der  Zeit    Der  Verfasser  erkennt  also 
nichts  speeitisches  im  Zeitbegriff,  dieser  wird  so  aufgefasst,  als  würe 
er  eine  reine  Abstraction  vom  Räume;  Gegenwart,  Unterschied  von 
Vergangenheit  und  Zukunft  haben  darin  keine  Stelle.    Etwas  näher 
gebt  der  Verfasser  auf  den  Kauinbegriff  ein.    Der  empirische  Raum 
wird  erklärt  als  gleichzeitig  verschiedene  aber  gleichwertige  Em- 
pfindung.   Dies  ist  soweit  ganz  richtig,  nur  fehlt  dabei  das  Specifische, 
was  keiuem  andern  Begriffe  untergeordnet  werden  kaum    Mau  sieht, 
dass  der  formale  Logiker  mit  dem  Speeilisehcn  nichts  anzufangen 
weiss,  und  darum  davon  schweigt.    Dass  er  auch  ohne  dasselbe  zu 
einer  ausreichenden  Erklärung  gelangt  sei,  wird  er  wohl  selbst  nicht 
beanspruchen-,  denn  es  siud  nur  schwache  Versuche,  mit  denen  er 
eine  solche  anstrebt,   Er  leitet  die  Mehrheit  der  Dimensionen  durch 
Zusammenwirken  mehrerer  Sinnesorgane  her  und  wählt  zu  diesen, 
nach  einem  Verfahren  das  er  Helmholtz  abgelernt  zu  haben  scheint, 
zwei  Ohren,  deren  jedes  als  gleichtönend  empfand«',  was  das  andere 
verschieden  empfindet.    Daraus  würde  in  der  Tat  eine  doppelte  Man- 
nichfaltigkeit  hervorgehen.    Er  irrt  aber  s<hr,  wenn  er  meint  dadurch 
ein  Analogon  des  Raumes  von  2  Dimensionen  dargestellt  zu  haben. 
Ganz  abgesehen  von  manchem  andern,  was  nicht  zutritlt,  ist  das  re- 
sultirende  System  an  feste  Axen  gebunden,  einen  nach  allen  Seiten 
und  um  jeden  Punkt  drehbaren  Baum  kann  er  auf  diesem  Wcgy 
nimmermehr  gewinnen.    Während  nun  aus  der  Annahme  die  Mög- 
lichkeit einer  gleichzeitigen   Empfindung  einer   beliebig  vielfachen 
Mannichfaltigkeit  folgen  würde,  behauptet  er  im  Gegenteil  mit  jener 
Deduction  bewiesen  zu  haben,  dass  eine  mehr  als  dreifache  nicht 
denkbar  sei,  und  fügt  nur  noch  zur  Unterstützung  hinzu,  4  Dimen- 
sionen gestatteten  keine  Vertuschung  in  jedem  Sinne  mehr.  Was 
den  letztern  ganz  nichtigen  Grund  betrifft,  so  können  allerdings  4 
Dimensionen,  wenn  keiue  fünfte  dazukommt,  nicht  durch  Bewegung 
zu  jeder  Vertauschung  gelangen,  doch  die  Folge  ist  dann  bloss,  dass 
der  Raum  von  4  Dimensionen  der  analogen  Beschränkung  unterliegt 
wie  der  Raum  von  3  Dimensionen,  die  ohne  eine  vierte  auch  nicht 
durch  Bewegung  aus  der  Stellung  (1,  2,  3)  in  die  Stellung  (3,  2,  1) 
gelangen  können.    Indes  scheint  der  Verfasser  dieses  Argument  nicht 
als  Glied  des  Beweises  aufgestellt  zu  haben,  vielmehr  das  Verfahren 
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aus  seiner  früheren 'Schrift:  „Zeit  und  Raum  etc."  *)  wieder  aufzu- 
nehmen, wo  er,  ohne  einen  Versuch  eines  Beweises  gemacht  zu  haben, 
den  Beweis  als  Titel  aufführt  und  dann  immer  wieder  als  geschehen 
citirt ,  wahrscheinlich  in  dem  Vertrauen,  dass  die  meisten  spätem 
Leser  das  Frühere  nicht  kennen.   Factisch  steht  auch  hier  nichts 
da,  was  sich  als  präsumtive  Beweisführung  deuten  Hesse.  Allerdings 
kommt  die  Schrift  in  dem  Abschnitt:  „Die  analytische  Formelsprache 
in  ihrer  Anwendung  auf  Raurnbegriffe"  —  auf  den  Gegenstand  mit 
grosser  Ausführlichkeit  zurück,  wo  sie  Ricmaun's  Sätze  wiederlegeu 
will.    Allein  hierin  kommt  kein  neues  Argument  zutage.   Alles  darin 
enthaltene  reducirt  sich  auf  die  Auseinandersetzung,  dass  man  o4, 
a5,  . . .  geometrisch  nur  deuten  könne  als  Producte  einer  Zahl  a,  a8, 
...  und  einer  Linie,  einer  Fläche  oder  eines  Körpers,  jede  vorgeb- 
liche Begriffsbildung  von  a\  ab  . . .  als  neuen  Raumeiuheitcu  habe  die 
Deutung  überhaupt  ganz  ausser  Acht  gelassen.   Soll  nun  diese  Be- 
hauptung sich  auf  vorhergehenden  Beweis  stützen,  so  ist  ein  solcher 
nie  gegeben  worden.   Ist  das  Gesagte  als  Beweis  gemeint,  so  ist  es 
eine  reine  petitio  prineipii.   Üennoch  bleibt  es  möglich,  dass  dem 
Verfasser  jene  Ausführung  als  bündig  erschienen  ist;  es  erklärt  sich 
aus  der  Befangenheit  in  der  formalen  Logik,  die  ja  Viele  mit  ihm 
teilen.   Nach  ihnen  ist  die  Vernunft  keiner  Erweiterung  fähig;  was 
vor  dem  Betreiben  der  Wissenschaften  den  Kreis  ihrer  Begriffe  be- 
grenzte, ist  ihnen  ewiges  Denkgesetz;  in  denselben  Kreis  muss  auch 
jede  Neubildung  eingepasst  werden ;  geht  das  nicht,  so  ist  sie  alogisch. 
Erst  mit  diesem  Abschnitt  schliesst  der  erste  Teil  des  Buchs;  der 
zweite  soll  nun  die  mathematischen  Elemente  der  Reihe  nach  behan- 
deln.  Das  Inhaltsvcrzcichniss  verspricht  eino  recht  reichhaltige  Er- 
örterung der  interessantesten  Fragen.   Doch  beim  Lesen  der  Aus- 
führung tindet  man  sich  geradezu  in  den  April  geschickt.   Mit  laug- 
weiliger  Breite  und  ganz  oberflächlicher  Auffassung  werden  die  Anfange 
aller  Zweige  der  Mathematik,  ihre  Einführungen  und  die  Bedeutung 
ihrer  Zeichen  durchgesprochen ,  ohne  ein  anderes  Resultat,  als  das 
sich  der  Leser  daraus  zu  ziehen  nicht  umhin  kann,  dass  der  Verfasser 
der  Mathematik  sehr  fern  steht.   Gleichwol  giebt  er  sich  die  Miene, 
als  ob  er  den  Mathematikern  stets  neue  Wahrheiten  enthüllte,  au 
die  sie  nie  gedacht  hätten.   Von  philosophischer  Kritik  ist  nirgends 
die  Rede;  selbst  die  „metaphysischen  Conclusioncn",  die  dann  folgen, 
lassen  uns  in  dieser  Beziehung  gänzlich  leer.  Hoppe. 


*)  Litt.  Ber.  CCXXXII.  p.  41. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Tbeorio  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  Jul.  Peter- 
sen, Docent  ae  der  Polytechnischen  Schule  in  Kopenhagen.  Kopen- 
hagen 1878,  Andr.  Fredr.  Höst  u.  Sohn.   335  S. 

Das  Buch  ist  eine  selbständige  umfassende  Bearbeitung  der  wich- 
tigsten bis  jetzt  bekannten  Sätze  und  Methoden  aus  der  Theorie  der 
Gleichungen.  Der  Vortrag  ist  ausführlich  und  leicht  verstündlich; 
er  lässt  nichts  vermissen,  was  zur  Anleitung  ohne  weitere  Hülfsmittel 
erfordert  wird.  Welche  Seiten  der  Theorie  und  in  welcher  Ordnung 
sie  behaudelt  sind,  ergiebt  das  Iuhaltsvcrzeichniss ;  es  wird  daher  zur 
Charakterisiruug  genügen  nur  dieses  vorzuführen.  Allgemeine  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  (Lehre  von  den  Complexcn), 
Beziehungen  zwischen  Wurzelu  und  Coeftieientcn,  Elimination,  Traus- 
*  formation.  In  Betreff  der  Auflösung:  kubische,  biquadratischc,  bino- 
mische Gleichung,  Beweis  der  Unmöglichkeit  algebraischer  Auflösung 
höherer  Gleichungen,  Zerlegung  rationaler  Polynome  in  rationale  Fac- 
toreu,  Abclschc  Gleichungen,  Gleichungen  welche  mittelst  Quadrat- 
wurzeln aufgelöst  werden  können.  Zur  numerischen  Auflösung:  Ab- 
sonderung der  Wurzeln,  Berechnung  der  Wurzeln.  Substitutionen, 
Gruppen,  Theorie  von  Galois  und  deren  Anwendungen.  H. 


Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

r==l  c^c* 

Von  Dr.  Georg  Macher.   Hallo  a.  S.  1S78.    Louis  Ncbert.  4°. 

23  S. 

Es  ist  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Arbeit  den  für  das  Innere 
eines  Kreises  uud  einer  Kugel  geltenden  und  bekannten  Potential- 
Satz  auf  eiuo  n fache  Manuichfaltigkeit  zu  erweitern,  in  dieser  Gestalt 
zu  formulireu  und  zu  beweisen.  Der  erste  Schritt  hierzu  ist  die  Hcr- 
lcituug  des  folgenden  Satzes.  Bezeichnet  u  eine  reelle  Function  der 
»  reellen  Veränderlichen  rlr  sps,  ...  a*».,  die  für  das  gesammte  Gebiet 

S,  definirt  durch  Zx2  ^  II2,  einschliesslich  dessen  Begrenzung,  ein- 
wertig und  stetig  ist,  und  deren  erste  und  zweite  partiellen  Dcrivirten 
für  das  Innero  des  Gebietes  bis  in  jede  Nähe  zur  Begrenzung  hin 
ebenfalls  den  Bedingungen  der  Einwcrtigkcit  und  Stetigkeit  genügen 
und  die  obige  Diflcreutialgleiehung  befriedigen-,  daun  ist  der  Wert 
von  u  für  den  durch  die  x  als  Coordinaten  bestimmten  Punkt  gleich 
dem  arithmotisri-  a  denjenigen  Weiten,   welche  u 
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für  dio  Begrenzung  von  S  annimmt.  Demnächst  wird  bewiesen,  dass 
n  für  alle  Punkte  im  Gebiete  S  nur  nur  abhängt  von  seiner  Bestim- 
mung an  der  Grenze  des  Gebiets  und  von  der  Lage  jedes  Punkts. 
Es  wird  dargestellt  in  der  Form 


wo  bO  ein  Element  der  Begrenzung  vou  *S,  Ii  deren  Radius,  r  den 
Abstand  des  laufenden  Punkts  vom  Anfangspunkt,  «'  den  gegebenen 
Wert  von  u  an  der  Begrenzung,  #  eine  gewisse  Function  der  von  r 
unabhängigen  Coordinaten  bezeichnet.  Im  Folgenden  werden  die 
ferner  geforderten,  oben  in  der  Voraussetzung  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften der  Fuuction  u  nachgewiesen,  und  gezeigt,  dass  es  nur  ciue 
einzige  solche  Function  geben  kann,  schliesslich  dir  resultireude  Satz 
aufgestellt  II. 


Die  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ihre  Axcn.  Vou  J.  G. 
Greif fenstein,  Districtseinnehmcr  zu  Gross-Umstadt.  Darmstadt 
1878.   H.  L.  Schlapp.   42  S. 

Der  Verfasser  bemüht  sich  die  Rotatiousgesehwindigkeitcn  der 
einzelnen  Planeten  uud  Trabanten  theoretisch  abzuleiten.  Hierbei 
stützt  er  sich  einesteils  auf  die  Laplace'seho  Hypothese  über  die 
Entstehung  des  Planetensystems,  auderutcils  auf  eine  Maxiuial-Rech- 
nuug.  Befindet  sich  nämlich  die  Oberfläche  eines  rotirendeu  homo- 
genen flüssigen  Rotationsellipsoids  im  Gleichgewicht,  so  sind  die  2 
Grössen,  Centrifugalkraft  für  den  Radius  —  1  uud  Quotient  der  Kx- 
centricität  des  Meridians  durch  die  halbe  Rotatiousaxe,  dureh  ein- 
ander bestimmt,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wenu  letztere  Grösse  variirt, 
erstere  ein  Maximum  hat,  Die  Annahme,  dass  sich  dieses  Maximum 
wirklich  einstellt,  liefert  dann  die  gesuchte  Bestimmung.  Der  Um- 
stand, dass  die  Himmelskörper  nicht  homogen  sind,  wird  nachträg- 
lich durch  Reduction  des  Fehlers  berücksichtigt.  II. 


Astronomie. 


LiUerarluhtr  Bericht  CCL. 


19 


Physik. 

Theorie  der  Wärme.  Von  J.  C.  Maxwell,  Professor  an  der 
Universität  in  Cambridge.  Nach  der  vierten  Auflage  des  Originals 
ins  Deutsche  übertragen  von  Dr.  F.  Auerbach,  Assistent  am  physi- 
kalischen Kabinet  der  Universität  in  Breslau.  Mit  41  Holzschnitteu. 
Breslau  1877.    Maruschkc  u.  Berendt.    324  S. 

Selten  wird  wol  die  Uebertragung  eines  für  den  Unterricht  in 
einem  fremden  Lande  bestimmten  Buchs  ins  Deutsche  in  Deutschland 
guten  Erfolg  haben,  weil  die  Lehrweise  und  demgemäss  die  Anforde- 
rungen an  ein  Lehrbuch  in  verschiedenen  Staten  und  Nationen  zu 
weit  von  einander  abweichen.    Das  gegenwärtige  ist  eine  von  jenen 
seltenen  Erscheinungen  des  Gegenteils:  es  unterscheidet  sich  nur 
durch  Eigenschaften,  die  bei  uns  zwar  oft  hintangesetzt,  aber  von 
Allen,  denen  es  mit  einer  gründlichen  Ausbildung  Ernst  ist,  geschätzt 
werden ;  es  kann  daher  auch  unseren  Lehrbüchern  in  andern  Zweigen 
der  Physik  in  jeder  Beziehung  als  Muster  dienen.   Was  der  Ueber- 
setzer  im  Vorwort  zuerst  hervorhebt,  würde,  wenn  es  zuträfe,  den 
Wert  der  Arbeit  nicht  gerade  erhöhen.   Er  stellt  es  nämlich  als  eine 
grosse,  nur  schwer  zu  erreichende  Leistung  des  Buches  dar,  dass  es 
den  der  höhern  Mathematik  unkundigen  Leser  bis  auf  den  höchsten 
Standpunkt  der  Wärmetheorie  führe.  Für  den,  welcher  mathematische 
Physik  treiben  will,  ist  es  nicht  zuviel  verlangt,  dass  er  der  höheren 
Mathematik  nicht  unkundig  sei.    In  allem,  was  er  von  jener  kennen 
lernt,  wird  ihm  diese  Unkundc  ein  wesentlicher  Mangel  sein.  Allein 
jene  Berücksichtigung  Unkundiger  reducirt  sich  in  Wirklichkeit  nur 
auf  folgendes.   Einesteils  sind  die  Wörter  „Differential*4  und  „Inte- 
gral" durch  andre  ersetzt,  letzteres  durch  „Mittelwert";  ihre  Begriffe 
können  nicht  aus  der  Theorie  entfernt  werden.   Andernteils  kommen 
keine  grössern,  ausgeführten  Rechnungen  vor,  aber  bloss,  weil  sich 
das  Buch  auf  Grundlegung  der  Principien  beschränkt.    Die  Anwen- 
dung der  Diagramme  endlich  ist  für  den  Kuudigen  ebenso  wichtig, 
wie  für  den  Unkundigen;  sie  ersetzt  weder  die  Rechnung,  noch  wird 
sie  durch  diese  ersetzt.    Dagegen  verdient  hervorgehoben  zu  werden 
die  sorgfältig  exaete,  durchweg  corrcete  Darstellungsweise  ohno  Um- 
schweife.  Hierzu  kommt  das  charakteristische,  dass  gar  keine  physi- 
kalischen Vorkenntnisse  vorausgesetzt  werden,  vielmehr  die  Erklärung 
alles  dessen,  was  zum  Verständniss  der  Wärmetheorio  erfordert  wird, 
in  dem  Umfange  gerade  in  dem  es  nötig  ist,  nicht  bloss  aus  der  ele- 
mentaren Wärmelehre,  sondern  auch  aus  der  Dynamik,  Elasticitäts- 
theoric,  über  Wellenbewegung,  u.  s.  w.,  vorausgeht.   Hierauf  bezüglich 
können  wir  mit  dem  Uebersctzer  in  dem  Urteile  Übereinstimmen,  dass 
die  Lösung  dieser  Aufgabe  nur  einem  Manno  gelingen  konnte,  den 
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seine  eignen,  durchgreifenden  Untersuchungen  und  Entdeckungen  in 
allen  Zweigen  der  Physik  auf  einen  Staudpunkt  führten,  von  welchem 
ein  einheitlicher  Ueberblick  über  das  beherrschte  Gebiet  erst  möglich 
wird.  Ausser  den  oben  angedeuteten  vorbereitenden  Abschnitten 
zeigen  folgende  die  Vielseitigkeit  der  Behandlung  des  Gegenstandes: 
Thermomctrie,  Caloriraetrie,  Isothermen,  adiabatischo  Linien,  Wärrae- 
maschineu,  Relationen  zwischen  Volumen,  Druck,  Temperatur  und 
Entropie,  latente  Wärme,  Thermodynamik  der  Gase,  dynamisches 
Aequivalent  der  Wärme,  Stralung,  Stromungserscheinungen,  WTärme- 
lcitung,  Moleculartheoric.  Bei  dem  geringen  Umfang  des  Buchs  konnte 
natürlich  nicht  das  gesammte  vorliegende  Material  dargeboten  werden; 
der  Lehrstoff  cuthält  in  jedem  Punkte  nur  das  Wesentlichste;  doch 
ist  dessen  Erörterung  geeignet,  von  allen  Gegenständen  richtige  Be- 
griffe zu  geben.  Auch  die  erforderlichen  numerischen  Angaben,  frei- 
lich ohne  Nachweis,  sind  sorgfältig  stets  beigefügt.  H. 

Theorie  der  Elasticität,  Akustik  uud  Optik.  Von  Prof.  Dr.  Her- 
mann Klein,  Gymnasiallehrer  in  Dresden.  Zugleich  als  Supplement 
zu  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  Paul  Reis.  Mit  104  Holz- 
schnitten im  Text.   Leipzig  1877.   Quandt  u.  Händel.    524  S. 

Der  Verfasser  nennt  das  Gegenwärtige  eine  Erweiterung  eines 
jeden  Lehrbuchs  der  Experimentalphysik  uud  will  es  im  Anschlag 
an  das  von  Reis  bearbeitet  haben.  Wie  dies  zu  verstehen,  ist  nicht 
wol  ersichtlich.  Der  Gegenstand  ist  so  heterogen,  der  Standpunkt 
des  Lesers,  für  dessen  Gebrauch  es  nur  bestimmt  sein  kann,  von  dem 
er  freilich  kein  Wort  sagt,  so  verschieden,  dass  Erweiterung  des  einen 
auf  das  andre  keinen  Sinn  hat.  Das  genannte  Lehrbuch  ist  für  Schu- 
len unter  pädagogisch  didaktischem  Gesichtspunkt  uud  mit  Rücksicht 
auf  die  niedere  Entwicklungsstufe  in  der  Mathematik  verfasst,  das 
gegenwärtige  Buch  enthält  ausschliesslich  analytische  Rechnung,  konnte 
sich  daher  auf  jenes  nicht  stützen  und  hat  es  auch  factisch  in  keinem 
Punkte  zu  tun  versucht.  Es  tiuden  sich  nur  die  Paragraphen  an5 
Reis  über  das  gleiche  Thema  citirt,  mitunter  eine  Formel  daraus 
entlehnt,  deren  Herlcitung  gerade  hierher  gehört  hätte.  Sehen  wm" 
von  dieser  offenbar  ebenso  unnötigen  wie  unzutreffenden  Rechtfertigung 
ab  und  betrachten  die  Arbeit  gemäss  ihrer  wirklich  dargebotenen  Lei- 
stung, so  bedurfte  sie  wol  eher  einer  Rechtfertigung  von  andrer  Seite. 
Der  Verfasser  erwähnt,  dass  in  den  hier  nicht  behandelten  Zweigen 
der  Physik  ausführliche  Bearbeitungen  existircu,  nicht  aber  diejenigen 
analytischen  umfassenden  Werke,  mit  welchen  seine  eigne  Arbeit  con- 
currirtc ;  in  Betreff  der  Elasticität  und  Optik  wenigstens  wird  er  doch 
nicht  in  Abrede  stellen,  dass  wir  solche  bereits  besitzen.  Diesen 
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gegenüber  musstc  mau,  wenn  das  Buch  einen  Zweck  haben  sollte, 
methodischen  Fortschritt  erwarten.  Von  den  Mängeln  des  Rcchnungs- 
vcrt'alircns  brauchen  wir  gar  nicht  zu  reden;  denn  man  vermisst  in 
den  wichtigsten  Punkten  Ordnung  der  Gedanken  und  Klarheit  der- 
massen,  dass  es  nicht  lohnen  würde  im  einzelnen  zu  bessern.  Die 
Lehre  von  der  Wellenbewegung  beginnt  in  den  ersten  successiven 
Teilen  über  getrennte  Gegenstände  jedesmal  mit  Formeln  ohne  An- 
gabe, auf  welche  materielle  Basis  sie  sich  beziehen,  ob  das  Bewegte 
ein  Molecül,  ein  System  vieler  oder  ein  Contiuuum  ist,  Formeln  deren 
Sinn  kaum  erraten  werden  kauu ;  als  dynamische  Formel  wird  citirt, 
was  an  sciuer  Stelle  (Seite  14)  eiue  statische  Formel  ist.  Nach  einem 
solchen  Anfang  in  der  Grundlegung  der  Theorie  brauchen  wir  wol 
auf  das  Weitere  nicht  einzugehen.  H. 


Grund/.ügo  der  Elcctricitätslehre.  Zehn  Vorlesungen  gehalten 
vor  den  Mitgliedern  des  ärztlichen  Vereins  in  München  von  Dr. 
\V.  von  Beetz,  ord.  Professor  der  technischen  Hochschule  in  Mün- 
chen und  ord.  Mitglied  der  k.  Baier.  Akademie  der  Wissenschaften, 
Ehrenmitglied  des  ärztlichen  Vereins.  Mit  56  Holzschnitten.  Stutt- 
gart 1878.   Meyer  u.  Zeller.   109  S. 

Diese  Vorlesungen  geben  auf  kleinstem  Räume  das  Wichtigste 
aus  der  Elcktricitütslchrc ,  die  Theorie  im  Anschluss  an  die  Experi- 
mente mit  den  einfachst  denkbaren  Apparaten,  in  leicht  fasslichem 
Vortrage  uud  derart  geordnet,  dass  eine  jede  einen  theoretischen  Ab- 
schnitt zum  Abschluss  bringt.  Die  2  ersten  betreffen  die  Reibungs- 
elektricität  und  die  gewöhnlichen  Verstürkuugsapparate,  die  3  folgen- 
den die  Contactelcktricität  und  die  Ströme,  die  5  letzten  die  gegen- 
seitigen Wirkungen  zwischen  Strömen  und  Chemismus,  Wärme, 
Magnetismus.  II. 


Die  Messung  des  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft  mit  besonderer 
Berücksichtigung  des  neuen  Procenthygrometers  mit  Justirvorrichtuug. 
Von  Dr.  Karl  Koppe  in  Zürich.  Mit  1  Holzschnitt  und  2  litho- 
graphirten  Tafeln.    Zürich  1878.    Friedrich  Schulthess.    57  S. 

Die  kleine  Schrift  erörtert  in  befriedigender  Vollständigkeit  das 
ganze  Wesen  der  llygromctrie.  Sic  erklärt  das  Verhalten  des  Wasser- 
dampfs, bespricht  ihre  zwei  Aufgaben:  das  Maximum  der  Dampf- 
spannung als  Function  der  Temperatur  zu  bestimmen  und  die  jewei- 
lige Spanuung  in  geschlossenem  Baume  oder  iu  der  Atmosphäre  zu 
iiK-sscn  -  auf  ihrem  empirischen  Standpunkt,  zeigt  in  historischer 
Eutwickclung  die  MethQÄP  «umi— mit:  wmAm  ain/1  Uiu  immer 
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genauere  Resultate  zu  erhalten,  beschreibt  die  erforderlichen  Appa- 
rate, kritisirt  jedes  Verfahren  und  weist  dessen  Mängel  auf,  nebst 
den  Versuchen  sie  zu  meiden.  IL 


Annalcn  der  Physik  und  Chemie  herausgegeben  von  G.  Wicde- 
mann  —  und 

Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik  und  Chemie  herausgegeben 
von  G.  und  E.  Wicdcmanu.    Leipzig.   Johann  Ambrosius  Barth. 

Von  dem  neuen  Jahre  an  sollen  die  Beiblätter  zu  den  Annalen 
der  Physik  und  Chemie,  herausgegeben  von  G.  und  E.  Wiedemann, 
deren  Zweck  es  ist,  eiuo  möglichst  vollständige  Ucbersicht  über  den 
Gang  der  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Physik  zu  bieteu,  durch  Re- 
ferate über  die  laufende  periodische  Litteratur,  die  Publicatioucn  ge- 
lehrter Gesellschaften,  Dissertationen,  Programme  u.  s.  f.  zu  geben, 
wiederum  eine  Bereicherung  dadurch  erfahren,  dass  sie  in  deu  Bereich 
ihres  Litteraturberichtes  zunächst  auch  die  meteorologischen  und  phy- 
sikalisch-geographischen Abhandlungen  mit  aufnehmen  werden. 

In  wie  hohem  Maassc  die  „Beiblätter"  der  gestellten  Aufgabe 
schon  jetzt  entsprechen,  dürfte  schon  daraus  erhellen,  dass  sie  über 
den  Inhalt  von  70  bis  80,  der  Kedaction  regelmässig  zugehenden 
wissenschaftlichen  Fachzeitschriften  und  Akademieberichten  der  ver- 
schiedensten Nationen  regelmassig  referiren. 

Eine  fernere,  den  Abonnenten  gewiss  willkommene  Erweiterung 
der  „Beiblätter"  wird  seitens  der  Verlagshaudluug  dadurch  angebahnt, 
dass  sie,  ausser  jener  Revue  der  periodischen  Litteratur  auch  eine 
nach  Möglichkeit  vollständige  Bibliographie  der  das  Gebiet  der  Physik, 
Meteorologie  und  physikalischen  Geographie  berührenden,  neu  erschie- 
nenen Bücher,  Programme,  Dissertationen  u.  s.  w.  ebenfalls  aller  Na- 
tionen, und  zwar  nach  deu  in  Originalen  vorliegenden  Exemplaren 
bringen  wird. 

Alle  Förderer  und  Freunde  der  Physik  siud  gebeten,  diese  Be- 
strebungen in  die  weitesten  Kreise  zu  trageu  und  durch  gefällige  Ein- 
sendung der  meist  nur  in  wenige  Hände  gelangenden,  oft  beim  besten 
Willen  sonst  nicht  zu  beschaffenden  Dissertationen  und  Gelegenheits- 
8chrifteu  zu  fördern  au 

die  Verlagshandlung 
von  Joh.  Anibr.  Barth  in  Leipzig. 
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Vermischte  Schriften. 

Atti  dolla  R.  Accademia  dei  Lincei,  anno  CCLXXV.  1877—78. 
Serie  terza.    Transunti  volume  II.   Roma  1878.  Salviucci. 

Der  Anfang  der  Transunti  ist  im  243.  litt.  Bericht  p.  35.  be- 
sprochen. Es  ist  hinzuzufügen,  dass  die  7  Monate,  üecember  bis 
Juui,  je  ein  Heft,  die  übrigen  5  Monate,  Juli  bis  November,  wo  keine 
Sitzungen  stattfinden,  keins  erscheint.  Aus  dem  1.  Volum  ist  zu  er- 
gänzen der  Inhalt  des  7.  Hefts. 

G.  Bellaviti8:  lieber  die  Auflösung  der  numerischen  Congruen- 
zen  und  die  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen  für 
die  verschiedenen  Moduln  geben. 

G.  Battaglini:  Ucber  Bewegung  auf  einer  Linie  2.  Ordnung. 

E.  Caporali:  Sätze  über  Curven  3.  Ordnung. 

A.  Paoli:  Ueber  Stuart  Mill's  ideologische  und  psychologische 
Begriffe. 

De  Gasparis:  Ueber  die  Berechnung  des  Parameters  in  den 
Planetenbahnen. 

Der  Inhalt  des  2.  Volums  an  mathematischen  Arbeiten  ist  fol- 
gender. 

Betti:  Ueber  eine  Erweiterung  der  allgemeinen  Principien  der 
Dynamik. 

Cerruli:  Ueber  die  Transformation  einer  beliebigen  quadra- 
tischen Form  in  sich  selbst. 

Cerruli:  Neues  allgemeines  Theorem  der  Mechanik. 

Brioschi:  Ueber  einige  Formeln  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen. 

G.  Ascoli:  Neue  Untersuchungen  über  die  Fourier'sche  Reihe. 

De  Gasparis:  Ueber  eiue  bemerkenswerte  Relation,  welche  sich 
bei  einer  doppelten  Transformation  von  Variabein  zeigt. 


Nouvelle  Correspondanco  Mathematiquo ,  redigeo  par  Eugöne 
C  a  t  a  1  a  n ,  Professeur  a  l'uuiversite  de  Liege,  avec  la  collaboration 
de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Edouard 
Lucas.   Tomo  quatrieme.   Liege  1878.   E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  letzten  Hälfte  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

H.  Brocard:  Elemcntäro  Bemerkungen  zum  Pell'schen  Pro- 
blem. (Forts.) 
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E.  Lucas:  Ueber  ein  Grimdprincip  der  Geometrie  und  Trigono- 
metrie.  (Forts,  u.  Schluss.) 

H.  Postula:  Ueber  eine  arithmetische  Aufgabe. 

S.  Kcalis:  Bemerkung  über  einen  arithmetischen  Satz. 

K.  Lucas:  Ueber  die  Theorie  der  numerischen  einfach  periodi- 
schen Functionen.    (Forts,  u.  Schluss.) 

C.  Lc  Paigo:  Ueber  einen  Satz  von  Catalan. 

F.  Proth:  Ueber  die  Reihe  der  Primzahlen. 
Mcnnesson:  Ueber  den  Kreis  der  t)  Punkte. 

P.  Mansion:  Ueber  die  harmonische  lineare  Transformation. 

II.  Van  Aubcl:  Ueber  eineu  geometrischen  Ort. 

De  Tilly:  Ueber  die  Lösung  der  Aufgaben,  welche  Constractio- 
nen  im  Räume  erfordern,  mit  Lineal  und  Zirkel. 

G.  de  Longchamps:  Sätze  über  die  Normalen  der  centrisclien 
Kegelschnitte. 

E.  Lucas:  Bemerkung  über  die  Aufgabe  280,  betreffend  die 
Triscction  des  Winkels. 

E.  Cesaro:  Einige  Eigenschaften  der  durch  u  =  R — *  dar- 
gestellten Curve. 

V.  Bouuiakowski:  Neue  Fälle  der  Teilbarkeit  der  Zahlen  von 
der  Form  2*m+l. 

Tchebychef:  Ueber  eine  Transformation  numerischer  Reihen. 

Gcnocchi:  Ueber  eine  Formel  von  Libri. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Biquadrate. 

S.  Realis:  Bemerkung  über  einige  unbestimmte  Gleichungen. 
(Forts.) 

J.  Neuberg:  Ueber  die  Addition  der  elliptischen  Functionen. 

E.  Catalan:  Zerlegung  eines  Kubus  in  4  Kuben. 

H.  Van  Aubcl:  Zwei  allgemeine  Eigenschaften  der  Curven 
3.  Grades. 

Falk:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Determinauten  null. 

F.  Proth:  Ueber  einige  Identitäten. 

J.  Neuberg:  Ueber  eine  Transformation  der  Figuren. 

G.  Dostor:  Ueber  die  Summen  der  ^ten  Potenzen  der  n  ersten 


ganzen  Zahlen. 
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Vocabulaire  technique.  Technisches  Vokabular.  Für  technische 
Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium  für  Techniker,  Studirende 
und  Industrielle.  Von  Dr.  Wershoven.  Leipzig,  1878.  Brockhaus. 
154  S. 

Nicht  blos  die  eigentlich  technischen  Gebiete,  wie  Maschinen- 
wesen, Eisenbahnbau,  Hüttenkunde,  Keramik,  Zuckcrfabrication  etc. 
sind  in  dem  Werkchen  behandelt,  sondern  auch  dio  Naturwissen- 
schaften: Physik,  Mechanik  und  Chemie.  Die  in  diesen  Gebieten 
vorkommenden  technischen  Ausdrücke  sind  französisch  und  deutsch 
gegenüber  gestellt,  und  zwar  nach  den  Materien  —  nicht  alphabetisch 
—  geordnet,  ähnlich  wie  im  Vocabulaire  systematique  von  Ploetz. 
Diese  Anordnung,  ohne  beim  Nachschlagen  eines  eiuzolnen  Aus- 
druckes unbequem  zu  sein,  bietet  den  grossen  Vorteil,  dass  dadurch 
das  systematische  Erlernen  ermöglicht  wird  und  dass  man  die  techni- 
schen Ausdrücke  über  das  bestimmte  Capitel  beisammen  hat  Wer 
also  beispielsweise  eine  französische  Abhandlung  über  elektrische  Be- 
leuchtung, über  Barometer,  Luftballon,  Akustik,  Brechung  des  Lichtes, 
optische  Instrumente,  Elektrisirmaschinen,  Telcgraphie,  Wärmetheoric 
etc.  lesen  will,  und  vorher  das  betreffende  Capitel  des  Buches  auf- 
merksam durchliest,  dem  wird  nicht  mehr  die  Leetüre  durch  bestän- 
diges und  oft  doch  vergebliches  Nachschlagen  in  Wörterbüchern  ge- 
stört und  verleidet  werden.  Das  verdienstlicho  Werkchen  verdient 
auch  in  naturwissenschaftlichen  Kreisen  die  warme  Empfehlung,  welche 
es  in  technischen  Kreisen  bereits  gefunden  hat.  Trotz  des  kleinen 
Umfanges  ist  es  ausserordentlich  reichhaltig ;  die  äussere  Ausstattung 
ist  vorzüglich. 

Breslau.  F. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehr-  und  Ucbungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  au 
Gymnasien,  Real-  und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  H.  Heilermann, 
Director  der  Realschule  in  Essen,  und  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  Gymuasiura  iu  Essen.  1.  Theil.  Die  vier  Grundrechnun- 
gen.  Die  linearen  Gleichungen.   Essen.   G.  D.  Baedeker.    117  S. 

Die  Verfasser  finden,  wie  sie  im  Vorwort  als  Gesichtspunkt  für 
die  Bearbeitung  des  gegenwärtigen  Lehrbuchs  aussprechen,  dass  in- 
folge der  Fortschritte  der  Wissenschaft  eine  Kluft  angewachsen  sei 
zwischen  der  mathematischen  Schulbildung  und  den  Anforderungen 
des  Studiums  der  hohem  Mathematik.  Die  Schule  mit  einem  noch 
ausgedehnteren  Pensum  zu  belasten  sei  unmöglich;  wol  aber  könne 
die  Lehrweise  mehr  als  bisher  zur  Vorbereitung  für  das  Studium  ge- 
staltet werden.  Worin  besteht  nun  jene  Kluft?  Die  Einbildung,  dass 
der  Schritt  von  der  niedern  zur  höhern  Doctrin  ein  abschreckend 
grosser  sei,  wird  iu  der  Tat  vielfach  gehegt;  sie  kann  sich  aber  nur 
auf  ungeschickten  oder  rücksichtslosen  Vortrag  der  Principien  der 
Analysis  stützen.  In  Wirklichkeit  bedürfen  letztere  zu  ihrer  Begrün- 
dung nur  einen  kleinen  Teil  der  Schuldoctrin,  und  zwar  gerade  den- 
jenigen, welcher  für  die  Schule  selbst  unbedingt  notwendig  ist.  Weit 
entfernt  eine  Lücke  zu  lassen,  ist  die  Analysis  vielmehr  um  ihrer 
innern  Harmonie  willen  genötigt  vieles  zu  wiederholen,  was  die  Schule 
vorausnimmt.  Am  wenigsten  kann  aber  eine  Kluft  grösser  werden, 
wenn  doch  die  Principien  bei  allen  Fortschritten  di-r  YYi 
dieselben  bleiben  und  durch  Cultivirung  der 
näher  und  näher  gerückt  werden. 

Teil  Ulli   Heft  3. 
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Gleichwol  kann  man  den  Verfassern  beistimmen,  wenn  sie  meinen, 
dass  das  Bedürfniss  eines  nähereu  Anschlusses  jetzt  mehr  fühlbar 
wird  als  früher,  ferner  dass  eine  Schuld  auf  Seiten  des  Schulunter- 
richts liegt,  und  drittens  dass  derselbe  auch  ohne  Erweiterung  des 
Lehrstoffs  besser  als  es  gewöhnlich  geschieht  zur  Vorbereitung  für 
das  Studium  werden  kann:  nur  haben  sie  wol  den  Gesichtspunkt  nicht 
recht  ins  Klare  gestellt,  Wenn  irgend  ein  Mangel  im  Schulunterricht 
den  späteren  Uebergang  zur  höhem  Mathematik  erschwerte,  so  war 
es  der,  dass  den  Schülern  Begriffe  beigebracht  worden  sind,  die  sich 
bei  gründlicher  Betrachtung  als  nicht  haltbar  erweisen,  denen  mau 
aber  den  Vorzug  vor  den  wissenschaftlichen  Begriffen  gab,  weil  man 
meinte,  sie  wären  deu  Anfängern  leichter  zugänglich.  Diese  familiäre 
Praxis,  welche  geringschätzig  über  die  Forderungen  der  Wissenschaft 
hinweggeht,  findet  iu  der  Tat  jetzt,  wo  das  Studium  der  Mathematik 
an  Bedeutung  sehr  gewonnen  hat,  viel  weniger  Verteidiger  als  früher. 
Dass  ihre  Rechtfertiguug  iu  ihrer  gänzlichen  Nichtigkeit  erkaunt  wird, 
dass  die  logische  Nachlässigkeit  in  der  Lehrweise  als  Schädigung  der 
geistigen  Entwicklung  zur  allgemeinen  Verurteilung  gelangt,  muss 
unser  Ziel  sein;  dürften  wir  hierin  den  Kern  ihres  Gedankens  sehen, 
so  wären  wir  mit  den  Verfassern  einverstanden.  Die  Ausführung  ent- 
scheidet darüber,  und  gerade  nicht  zu  ihren  gunstcu. 

Der  jetzt  erschienene  l.Tcil  ist  ein  ideell  abgeschlossenes  Ganze, 
sofern  er  genau  und  vollständig  die  rationalen  Operationen  umfasst. 
Die  Methode  ist  die  rein  arithmetische  mit  snecessiver  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs.  Addition,  Multiplic  ation,  Potenzirung  folgen  einander 
unmittelbar;  auf  sie  erst  die  inversen  Operationen  der  beiden  ersten. 
Subtraetion  und  Division,  welche  einzeln  zur  Einführung  der  relativen 
(algebraischen)  Zahlen  sowie  der  Null,  und  der  Brüche  führeu;  so- 
dauu  die  Gleichuugeu  1.  Grades.  Es  wird  beachtet,  dass  diese  2 
Inversionen  doppelt  ausgeführt  nur  je  eine  Opcratiou  ergeben.  Im 
Anfaug  ist  die  Lehrweise  gründlieh,  exaet,  umsichtig,  dabei  einfach 
und  leichtfasslieh.  Zuerst  bei  der  Multiplication  der  Negativen  lallt 
ein  falscher  Beweis  auf,  welcher  sich  auf  Vertanschbarkeit  der  Fac- 
toren  stützt,  obgleich  diese  nur  für  absolute  Zahlen  begründet  war. 
Bliebe  dieser  Fehler  vereinzelt,  so  würde  mau  ihn  für  formell  halten 
und  nur  die  Ucbersehrift ,  Beweis,  weglassen.  Allein  es  zeigt  sich, 
dass  die  Begründung  der  Sätze  iu  ihrer  Auwenduug  auf  den  erwei- 
terten Zahlbegriff  von  da  an  durchweg  fehlt.  Auch  ist  nirgends  da- 
von die  liede,  dass  mit  dem  Zahlbegriff  auch  die  Bedeutung  der 
Buchstaben  erweitert  werdeu  mnss,  wie  es  doch  die  Auflösung  der 
Gleichungen  uubediugt  erfordert.  Gerade  hierin  hätte  sich  die  Vor- 
bereitung für  das  höhere  Studium  gut  zeigen  können.  Doch  nicht 
w    "*Spgel  au  Erklärung  und  Begründung  ist  zu  rügen,  sondern  es 
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linden  sich  auch  falsche,  handgreiflich  widersprechende  Sätze  vor. 
„Kino  Zahl,  welche  kleiner  als  jede  angebhare  gebrochene  Einheit 
gedacht  wird,  heisst  unendlich  klein."   Da  nach  dem  Vorausgehenden 
unter  einer  Zahl  nur  eine  ganze,  gebrochene,  positive  oder  negative 
verstanden  werden  kauu,  so  kann  ohuc  neue  Erweiterung  keine  Zahl 
gedacht  werden,  die  nicht  angebbar  sei;  die  in  Rede  stcheude  Zahl 
soll  also  kleiner  gedacht  werden,  als  sie  gedacht  werden  kann.  Nach 
dieser  unfassbaren  Lehre  kann  es  den  folgenden  Sätzen  nichts  hel- 
fen, dass  sie  vorsichtig  genug  ausgedrückt  sind  um  keiueu  Verstoss 
kund  zu  geben.    So  kann  z.  B.  die  Regel  nichts  helfen,  dass  die  Null 
nur  als  Zeichen  für  eine  Unendlichkleine  Divisor  sein  kann,  wenn 
doch  der  Schüler  6ie  nicht  als  unendlichklein  zu  denken  und  zu  be- 
handeln versteht   Wie  die  Regel  hier  aufgestellt  ist,  ist  sie  unrich- 
tig.   Wir  können  schreiben  =0  statt  „ist  uueudlich  klein",  aber 
zur  Mothirung  würden  Erklärungen  nötig  sein,  die  sich  für  Anfänger 
nicht  eignen.    Die  Einsetzung  der  Null  statt  der  Unendlichkleinen 
hingegen  ist  nur  in  stetigen  Functionen  erlaubt,  nicht  also  im  vor- 
liegenden Falle.    Endlich  ist  das  Symbol  J  in  Gebrauch  für  eine 
nicht  gefundene,  sondern  erst  noch  zu  untersuchende  Grösse,  die  ent- 
weder -»  +  00  oder  =  -  <x  ist.     Man  darf  dann  nur  sagen,  eine 

Cl 

Grösse  habe  die  Form  der  Satz  (3),  wie  er  hier  steht,  ist  hin- 
gegen irreleitend  und  für  ein  Lehrbuch  überflüssig.  Je  mehr  es  zu 
wünschen  ist,  dass  schon  Aufänger  in  der  Algebra  mit  den  unend- 
lichen Grössen  bekannt  werden,  desto  verwerflicher  ist  es,  wenn  Lehr- 
bücher, welche  dieselben  besprechen,  den  Gegenstand  in  der  alten, 
unklaren  Weise  darstellen  und  dadurch  die  Uukenutniss  noch  ver- 
mehren. In  T.  LV.  p.  49.  ist  gezeigt,  dass  die  Lehre  von  den  Un- 
endlichen kein  schwieriger  Puukt  ist  und  sieh  in  der  für  Elemeutar- 
lehrbücher  nötigen  Kürze  befriedigend  behandeln  lässt.  Jetzt  noch 
die  Schüler  mit  Andeutungen  abzufertigen,  die  für  das  Vcrständniss 
unzureichend  sind,  lässt  sich  durch  nichts  mehr  rechtfertigen. 

Noch  möchte  ein  anderer  im  Vorwort  besprochener  Punkt  nicht 
mit  der  Ausführung  harmouiren.  Es  wird  zwar  darin,  entgegen  der 
Absicht  den  Lehrstoff  uicht  zu  vermehren,  eingestanden,  dass  die  An- 
wendungen der  Algebra  an  einigen  Stellen  über  den  hervorgebrachten 
Umfang  hinausgehen,  doch  hinzugefügt,  dass  dieselben  den  Boden 
elementarer  Bezeichnung  nie  verlassen.  Solche  Ueberschreitungeu 
sind  wol  die  unendlichen  Reihen  und  die  Determinanten.  Für  die 
Aufnahme  beider  Themata  fehlte  jedes  Motiv.  Sic  sind  in  Wirklich- 
keit 2  neue  Einführungen,  deren  Fruchtbarkeit  unmöglich  an  den 
Kauz  specicllcii  Beispielen  erhellen  kann;  namentlich  wird  die  Deter- 
raiuantenlehre  bei  unnjj^^  ullgen        i  Anfang  leichter  und  besser 
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verstanden,  als  wenn  specielle  Rechnungen  vorhergehen,  die  ans  der 
Perspective  des  Anfängers  gesehen,  im  Gedanken  dass  sie  auf  höhere 
Ordnungen  ausgedehnt  werden  sollen,  nur  einen  sehr  abschreekendeu 
Eindruck  machen  können.  Dass  die  Bezeichnungen  elementar  seien, 
ist  augenscheinlich  unzutreffend. 

Im  ganzen  giebt  die  Arbeit  mehr  als  gewöhnliche  Selbständigkeit 
und  Klarheit  kund,  bis  auf  gewisse  Grenzen  jenseit  deren  die  Ver- 
fasser den  Stoff  wol  nicht  recht  bewältigt  haben.  H. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  an  höheren  Lehr- 
anstalten. Von  H.  Kocstlcr,  Oberlehrer.  Drittes  Heft.  Die  Aehn- 
lichkcit  der  Figuren.  Mit  24  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Halle  a.  S.    1878.    Louis  Nebert   48  S. 

Wcnu  wir  die  Bestimmung  des  Buchs  darin  sehen,  die  Sätze  ein- 
zuprägen und  zur  Hebung  Gelegenheit  zu  geben,  so  empfiehlt  es  sich 
durch  Reichhaltigkeit  au  Aufgaben.  Der  Lehrstoff  selbst  ist,  den 
Aufgaben  vorausgehend,  nicht  bloss  ziemlich  kurz,  sondern  auch  hin- 
sichtlich der  Definitionen  und  Beweise  ohne  Sorgfalt  behandelt.  Ucber 
die  Incommcnsurabilität  wird  mit  Stillschweigen  hinweggegangen.  Im 
Anfang  scheint  sie  ausgeschlossen  zu  sein,  weiterhin,  wo  dies  nicht 
denkbar  ist,  bleibt  sie  unberücksichtigt,  der  angeführte  Grund  für 
die  Irrationalität  des  Verhältnisses  von  Kreis  und  Durchmesser  ist 
unrichtig.  H. 

Die  Geometrie  des  rrogymuasiums.  Von  Wilhelm  Bunkofer. 
Professor  am  Progymnasium  in  Bruchsal.  L  Theil:  Geometrie  der 
Tertia.  Mit  11,  II.  Theil:  Geometrie  der  Sekunda.  Mit  5  lithogra- 
phirten  Figurentafeln.    Freiburg  i.  Br.    1879.   Herder.   4°.    149  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich,  wie  es  dem  Leser  sogleich  imponirend 
entgegentritt,  durch  reiche  Entfaltung  des  Gegenstandes,  erschöpfende 
Vielseitigkeit  uud,  wenigstens  im  Anfang,  durch  correcten  Ansdmck 
und  klare  Auffassung  aus,  so  dass  es  den  Eindruck  ungewöhnlicher 
Beherrschung  des  Lehrstoffs  macht.  Kommt  dann  mitten  in  dieser 
musterhaften  Darstellung  ein  Punkt  vor,  dessen  Behandlung  nicht 
genügen  kaun,  so  wird  mau  geneigt  sein  dem  Verfasser  zuzu- 
trauen, dass  er  den  Mangel  im  Auge  behalten,  die  Schuld  im 
weitem  Verlaufe  abtragen,  kcineufalls  aber  das  unzureichend  Be- 
stimmte zur  Basis  wichtiger  Folgerungen  nehmen  wird.  In  dieser 
guten  Erwartung  findet  man  sich  sehr  getauscht:  lässt  er  es 
einmal  an  Bündigkeit  fehlen,  so  schreitet  er  auf  demselben  Wege 
fort,  der  Riss  erweitert  sich,  und  bald  sieht  man  die  grösste  logische 
Kluft  unter  der  Decke  der  bestechenden  Systematik  und  dor  eroberten 
^*en  Anschauung  versteckt,   Ein  solcher  Punkt  ist  der  Be- 
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griff  der  Richtung.    Dass  derselbe  sich  nicht  isolirt,  namentlich  nicht 
obuu  Verbindung  nüt  dem  Begriff  der  Geraden  detiuircu  lässt,  sieht 
niau  leicht  ein,  uud  wird  es  gern  als  eine  Sache  ohne  Gewicht  hin- 
nehmen, dass  hier  die  Definition  der  Geraden  sich  auf  den  noch  ganz 
unbestimmten  Begriff  der  Richtung  stützt.   Allein  fragen  muss  inau 
doch ,  worauf  nun  die  Vergleichuug  der  Richtungen  beruht  Der 
Wiukel  wird  hier  zwar  nicht,  wie  es  incorrecterweise  oft  geschieht, 
als  Richtungsunterschied  bestimmt,  aber  dafür  eine  ebenso  unbrauch- 
bare neue  Bestimmungsweise  als  Mass  der  Menge  möglicher  Strahlen 
zwischen  beiden  Schenkeln  eingeführt,  und  demzufolge  mit  Zahlen  ge- 
rechnet, die  nicht  existiren.    In  der  Tat  enthält  der  ganze  Winkel 
alle  Strahlen,  die  dem  Teilwinkcl  gehören,  und  ausserdem  Strahlen, 
die  dieser  nicht  hat;  daraus  folgt  aber  nicht,  dass  er  mehr  Strahlen 
enthält;  deun  soviel  mau  im  ganzen  Winkel  Strahlen  zieht,  kann  mau 
auch  im  Teilwinkel  ziehen.   Erst  erläutert  durch  anderweitc  Betrach- 
tung kann  die  relative  Strahleumenge  eiueu  Sinn  erhalten.  Der 
logische  Couuex  ist  verkehrt  dargestellt:  die  Grüssenvergleichuug  der 
Winkel  musste  vorher  aus  der  Lage  der  Schenkel  deutlich  sein,  uud 
dann  war  die  Betrachtung  der  Strahlenmenge  überflüssig.   Soll  nun 
der  Winkel,  dessen  Erklärung  wir  einmal  voraussetzen,  zur  Unter- 
scheidung der  Richtungen  dienen,  so  geschieht  dies  unmittelbar,  wenn 
nur  Richtungen  von  einem  Punkte  aus  verglichen  werden.   Wie  ver- 
gleicht man  aber  Richtungen,  die  von  verschiedenen  Punkten  aus- 
gehen?   Diese  Frage  überspringt  das  Lehrbuch  mit  folgendem,  nur 
an  einem  Punkte  auf  einer  Linie   bewieseneu,   dann   als  allge- 
mein geltend  aufgestellten  Satze:  Zu  jederRiehtung  giebt  es  nur 
eine  eiuzige  senkrechte  Richtung.     Aus  ihm  folgt  dann  bald,  dass 
Winkel  vou  gleichgerichteten  Schenkeln  gleich  sind,  und  ein  Paral- 
lelenaxiom existirt  nicht  mehr.    Nur  um  letztere  Illusion  zu  erreichen 
also  musston  3  Begriffsbestimmungen  dunkel  und  lückenhaft  vollzogen 
werden,  zu  deren  vollständiger  Klarlegung  es  dem  Verfasser  weder 
an  Fähigkeit  noch  an  Raum  gefehlt  hätte.    Was  nach  Behandlung 
der  Winkelsätzo  den  weitern  Inhalt  betrifft,  so  scheint  dieser  ohne 
bindendes  Princip  und  ohne  sichtliche  Begrenzung  so  ausgewählt  zu 
sein,  dass  eine  recht  ansehnliche  Productivitüt.  an  Gebilden  durch 
cinfacho  Synthesen  zutage  gefördert  wird,  die  der  Schüler,  wenn  ihm 
das  Beispiel  den  Trieb  dazu  erweckt  hat,  leicht  beliebig  fortsetzen 
kann.   Wol  nur,  um  eine  Sache  von  Bedeutung  nicht  mit  Stillschwei- 
gen zu  übergehen,  wird  sehr  bald  die  Coordinatcnmethode  erörtert; 
ein  Gebrauch  derselben  kommt  nicht  vor.    Der  erste  Teil  schliesst 
mit  der  Lehre  von  der  Flachengleichheit  und  den  Verwandlungen; 
der  zweite  beginnt  mit  der  Liuiennroportion  und  geht  als  Pensum 
bis  zur  Kreisbcrechuuug;  ^^,^^|^||^^schuitt :  Aus- 
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der  barmoiiischeu  Punktreihe  uud  des  harmonischen  Strahlenbüschels 
u.  s.  w.,  am  Schlüsse  noch  einiges  über  Integrale  uud  Differentiale 
vom  geometrischeu  Gesichtspunkt.  H. 

Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik.  II.  Theil.  Lehrbuch  der 
Elementar- Geometrie  für  den  Schulgebrauch.  Von  Johann  Karl 
Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  in 
Wertheim  am  Main.  Zweites  Buch:  Das  Pensum  der  Obersecunda. 
Ebene  Trigonometrie  und  Planimetrie,  zweite  Stufe.  Mit  60  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Berlin  1878.   Weidmann.   170  S. 

Der  Verfasser  hält  es  nach  eigener  Erfahrung  in  30 jährigem 
Unterricht  für  höchst  förderlich,  wenn  die  Schüler  ein  Lehrbuch  in 
Händen  haben,  das  für  Selbstunterricht  vollkommen  ausreichend  ist. 
Dieser  Bestimmung  gemäss  ist  auch  das  gegenwärtig  sehr  ausführlich 
bearbeitet.  Es  enthält  nicht  bloss  das  Notwendige,  sondern  verwebt 
auch  viele  instruetive  Sätze,  die  man  als  Anwendungen  der  Theorie 
auffassen  könnte,  in  den  Lehrgang.  Die  Deduction  macht  weniger 
den  Eindruck  der  Eleganz  und  der  Systematik  als  vielmehr  der  natür- 
lichen, langsamen  Entwicklung  auf  einer  Stufe,  wo  allgemeine  Be- 
griffe und  umfassende  Anschauungen  nicht  vorhanden  sind.  Die  Sorg- 
falt der  Bearbeitung,  welche  schon  dio  vorausgehenden  Teile  des  Ge- 
sammtwerks  auszeichnete,  charakterisirt  auch  den  neuen  Teil.  Er 
besteht  aus  2  gesonderten  Abteilungen,  deren  Themata  von  einander 
ganz  verschieden  sind.  Die  Trigonometrie  behandelt  der  Reihe  nach 
die  Goniometrie,  das  Dreieck,  das  Viereck  und  Vieleck ,  worauf  Auf- 
gaben folgen.  Die  zweite  Abteiluug  enthält  die  Anfangsgründe  der 
projectivischen  Geometrie.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit  Uebungs-Aufgaben  für  höhere 
Lehranstalten.  Von  Dr.  Tb.  Spieker,  Oberlehrer  an  der  Realschule 
zu  Potsdam.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Drei- 
zehnte, verbesserte  Auflage.   Potsdam  1S77.   Aug.  Stein.   328  S. 

In  der  neuen  Autlage  ist  an  eiuigeu  Stellen  die  Wortfassung  ver- 
ändert, einige  Aufgaben  und  Figuren  sind  hinzugekommen.  Da  er- 
steres  von  der  Erklärung  des  Kreises  gilt,  so  wäre  es  doch  einmal 
an  der  Zeit  geweseu  die  von  Euklid  vererbte,  iu  logischer  wie  in 
praktischer  Hinsicht  unvernünftige  Definition  des  Kreises  als  Fläche 
•tatt  als  Linie  abzuschaffen.  Der  Laie  und  Anfänger  denkt  bei  dem 
Worte  an  eine  Linie,  in  der  Schule  wird  erst  von  ihm  verlangt,  das« 
er  es  nur  für  die  Fläche  gebrauchen  soll,  doch  nur  in  der  Erklärung 
von  da  an  bedeutet  Kreis  wieder  durchgängig  die  Linie;  denn  er 
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gauz  am  Schlüsse  der  Kreislehre,  bei  der  Iiihaltsberechnung,  kommt 
einmal  die  Kreisfläche  vor,  und  hier  findet  es  jedermann  nötig  zur 
Deutlichkeit  Kreisfläche  zu  sagen.  So  wird  denn  gedankenlos  der 
Schüler  mit  einer  falschen  Correctiou  vexirt,  die  gleich  nachher  ausser 
Geltung  kommt.  Eine  wesentliche  Lücke  ist  bis  zur  neusten  Auflage 
stoben  geblieben:  es  fehlt  die  Definition  der  Grösse  des  Winkels,  die 
sich  doch  sehr  leicht  geben  lässt,  indem  mau  den  kleinern  Winkel 
zum  Teile  des  grössern  macht.  Dass  die  Erklärung  des  Winkels  als 
Kichtungsuuterschied  nur  das  Motiv  zur  Einführung  des  Begriffs  au- 
giebt,  nicht  aber  den  Begriff  bestimmt,  kann  doch  wol  Keinem  ent- 
gehen, der  es  sich  überlegt  Im  vorliegenden  Lehrbuche  dient  das 
über  dein  Wiukelbegriff  waltende  Dunkel  zur  Erschleichuug  eines  an- 
geblichen Beweises  für  den  Parallelensatz.  II. 

Dr.  Ferdinand  Kommereirs  Lehrbuch  der  Stereometrie. 
Vierte,  umgearbeitete  Auflage.  Herausgegeben  von  Dr.  Guido 
Hauck,  Professor  an  der  Königl.  Bau-Akademie  zu  Berlin.  Mit  56 
iu  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Tübingen  1878.  H.  Laupp. 
215  S. 

Schon  die  2.  Auflage  ist  nach  dem  Tode  des  Verfassers  von 
Hauck  herausgegeben,  doch  hat  derselbe  in  der  zweiten  und  dritten 
noch  Grund  gefunden  von  tiefer  eingreifenden  Aenderungen  abzu- 
stehen, so  wünschenswert  ihm  auch  manche  gewesen  wäre.  Erst  in 
der  gegenwärtigen  Auflage  dürfen  wir  die  Gestalt  sehen,  wie  sie  in 
jeder  Hinsicht  der  Ansicht  des  Herausgebers  entspricht.  Hervorge- 
hoben siud  die  Neugestaltung  der  Figuren  und  die  systematische 
Ordnung.  In  keinem  Stücke  ist  letztere  so  notwendig  als  in  der 
Lehre  von  der  Lage  der  Geraden  uud  Ebenen,  weil  mit  dieser  der 
Schüler  völlig  vertraut  werden  muss,  wozu  die  vollkommenste  Ueber- 
sichtlichkeit  unentbehrlich  ist.  Es  war  daher  eine  durchaus  gebotene 
Verbesserung,  die  Sätze  über  die  parallele  Lage  zusammeu  voran  zu 
stellen  und  die  über  die  senkrechte  und  geneigte  Lage  nachfolgen  zu 
lassen,  eiue  Anordnung  die  auch  den  Deductionsconnex  erleichtert. 
Wenn  ausserdem  Erklärungen.  Lehrsätze  und  Aufgaben  in  3  geson- 
derten Abschnitten  vereinigt  sind,  so  rechtfertigt  sich  dies  wol  da- 
durch, dass  man  jede  Aufgabe,  die  sich  an  einen  Lehrsatz  anschliesst, 
im  Unterricht  vorausnehmen  kann.  Nur  kann  man  in  Betreff  man- 
cher Erklärungen  wol  Bedenken  haben,  ihnen  einen  Platz  vor  den 
Lehrsätzen  anzuweisen,  die  zu  ihrem  Verständuiss  notwendig  sind. 
Das  zweite  Buch  handelt  von  den  krummen  Flächen,  Umdrehungs- 
cylindrr,  Umdrehungskegcl  und  Kugel,  im  Sinne  der  Flächen  zu  ver- 
stehen, das  dritte  vou  den  Polyedern.  Der  grösste,  erste  Abschnitt 
jedes  Buchs  besteht  aus  Betrachtungen,  die  nicht  an  die  euklidsche 
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Form  gcbuudeii,  doch  nicht  blosse  Erklärungen  sondern  auch  resul- 
tironde  Eigenschaften  der  Gebilde  geben-,  daun  erst  folgen  Lehrsatze, 
Aufgaben  und  ein  Anhang,  welcher  die  Uebungsaufgabeu  euthalt 


Elemente  der  Mathematik  für  gelehrte  Schulen  und  zum  Selbst- 
studium. Von  Dr.  J.  Worpitzky,  Professor  an  der  Königl.  Kriegs- 
Academie  und  am  Friedrich  -  Werderschen  Gymnasium  zu  Berlin. 
Fünftes  Heft :  Stereometrie.  Mit  56  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.  Berlin  1878.   Weidmann.   88  S. 

Die  Anordnung  des  Lehrstoffes  ist  folgende.  Zuerst  wird  voll- 
ständig die  Lehre  von  der  relativen  Lage  der  Geraden  und  Ebenen 
behandelt;  einige  metrische  Consequenzen  schliessen  sich  daran.  Dann 
werden  Flächen  in  3  Beziehungen  nach  einander  betrachtet,  nämlich 
Kugel,  Kegel  und  (  ylinder  zuerst  hinsichtlich  ihrer  Schnitte,  dann 
hinsichtlich  der  Volumina  von  ihnen  begrenzter  Körper,  dann  hin- 
sichtlich des  Iuhalts  der  Oberflächen  letzterer.  Zu  den  angedeuteten 
Körpern  werden  auch  Pyramiden  uud  Prismen  hinzugenommen.  Das 
letzte,  kurze  Capitel  behandelt  die  Polyeder.  Im  ganzen  ist  sicht- 
lich viel  Fleiss  darauf  verwaudt,  logische  Erfordernisse,  die  sich  leicht 
der  Beachtung  entziehen,  zu  enthüllen,  zum  Ausdruck  zu  bringen  und 
ihnen  zu  genügen.  Das  bei  den  Polyedern  angewandte  Verfahren 
vereinigt  deren  Eigenschaften  und  quantitative  Bestimmungen  zu 
einer  umfassenden  Theorie  mit  Umgehung  aller  Specialbetrachtung. 


Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Grundlehren 
der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.  Von  Peter  Münch, 
Director  der  Realschule  erster  Ordnung  zu  Münster.  Mit  317  in  den 
Text  gedruckten  Abbildungen  uud  einer  Spectraltafel  in  Farbendruck. 
Fünfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Freiburg  i.  Br.  1878. 
Herder.   371  S. 

Die  2.  und  3.  Auflage  sind  in  den  litt  Ber.  217  und  241  be- 
sprochen, der  Anhang  in  241.  In  der  gegenwärtigen  sind  die  Grund- 
lehren der  mathematischen  Geographie  hinzu  gekommen.  Diese  um- 
fasst  die  Erscheinungen  an  Erde,  Sonne,  Mond,  Fixsterneu  und 
Planeten,  deren  theoretische  Erklärungen  und  einige  Folgerungen, 
alles  in  grösstcr  Kürze,  aber  mit  den  notwendigen  Zahlenangaben; 
auch  werden  manche  Berechnungen  mit  Hülfe  sphärischer  Trigono- 
metrie gezeigt.  H. 


H. 
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Schulpbysik.  Bearbeitet  vou  Albert  Trappe,  Professor  und 
Prorector  an  der  Realschule  am  Zwinger  zu  Breslau.  Achte,  viel- 
seitig verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  253  in  den  Text  ge- 
druckten Abbüdungcn.   Breslau  (1878)  Ferdinand  Hirt.   312  S. 

Die  7.  Auflage  ist  im  236.  litt.  Bericht  besprochen.    Im  Vorwort 
der  gegenwärtigen  rechtfertigt  sich  der  Verfasser,  dass  er  namhafte 
in  Recensionen  gemachte  Ausstellungen  nicht  berücksichtigt  habe.  In 
den  2  angeführten  Punkten  handelt  es  sich  um  Fragen  mathematischer 
Richtigkeit.   Hier  ist  eine  Autwort,  wie  sie  der  Verfasser  giebt,  er 
uud  seine  Fachgenossen  hätten  keine  Unrichtigkeiten  entdecken  kön- 
nen, nicht  am  Orte.   Hätte  er  den  gerügten  Fehler  bezeichnet,  so 
wäre  die  Frage  sofort  entschieden  gewesen.   Hätte  aber  der  Reccu- 
sent  eine  Darstellung  unrichtig  genannt  ohne  den  Fehler  anzugeben, 
so  hätte  der  Verfasser  diese  Unterlassung  rügen  können.   Da  er  dies 
nicht  tut,  liegt  kein  Grund  vor  anzunehmen,  dass  er  den  gemeinten 
Fehler  nicht  gekannt  habe,  vielmehr  kann  man  die  Antwort  nur  als 
eiue  ausweichende  ansehen.   Von  den  im  Archiv  gemachten  Aus- 
stellungen wird  der  Verfasser  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  zu  unbe- 
stimmt ausgesprochen  seien.   Der  falsche  Satz,  dass  die  Centrifugal- 
kraft  die  Centripetalkraft  aufhöbe,  ist  in  der  Tat  weggelassen;  auch 
hat  facti  sc  h  der  Verfasser  erstere  als  Kraft  nirgends  iu  Rechnung 
gebracht.   Aber  er  hat  es  mit  keinem  Worte  dem  Schüler  gewehrt 
diesen  Fehler  zu  begehen  und  denselben  in  der  Meinung  gelassen, 
dass  die  Centrifugalkraft  eine  Naturkraft  sei,  während  sie  eine  blosse 
subst ituirtr  Rechnungsgrösso  ist   Im  Archiv  steht  nicht,  wie  der  Ver- 
fasser vermutlich  aus  einer  andern  Recension  citirt,  dass  sein  Beweis 
für  die  Existenz  des  Schwerpunkts  auf  schwachen  Füssen  stehe;  viel- 
mehr, dass  ein  solcher  gar  nicht  versucht  worden  ist  und  sich  doch 
hätte  geben  lassen.   In  der  Tat  ist  mit  keinem  Worte  der  Frage  ge- 
dacht, ob  sich  die  vom  Aufhängepuukte  gezogenen  Verticalen  bei 
allen  Lagen  des  Körpers  iu  eiuem  Punkte  treffen;  daher  kann  von 
Beweis  nicht  die  Rede  sein.    Fand  der  Verfasser  den  Beweis  zu 
schwierig,  so  musstc  doch  der  Satz  als  ein  nicht  selbstverständlicher 
um  der  Klarheit  wülen  ausgesprochen  werden.    Ferner  ist  darauf 
hingewiesen  worden,  dass  die  Principien  der  Lehre  von  Bewegung 
und  Kräften  in  wesentlichen  Punkten  lückenhaft  sind.   Es  kann  nicht 
genügen  zu  sagen,  dass  ein  Körper  aus  Ruhe  in  Bewegung  und  aus 
Bewegung  in  Ruhe  nur  vermöge  einer  Kraft  übergehen  kann.  Für 
alles  Folgende  ist  der  Satz  notwendig ,  dass  ohne  Kraft  kein  Be- 
wegungszustand geändert  werden  kann,  es  muss  erklärt  werden,  was 
Bewegungszustand  ist,  es  muss  endlich  die  Abhängigkeit  der  Aendc- 
rung  von  der  Dauer  der  Kraft,  ihre  Proportionalität  mit  der  Zeit 
zum  Ausdruck  kommen.   Da  also  bei  der  neuen  Bearbeitung  so  viele 
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Mängel  unbeachtet  gobliebcn  sind,  so  würde  es  nichts  helfen  noch 
weitere  Verbesserungen  in  Vorschlag  zu  bringen.  H. 

Gruudriss  der  mathematischen  Geographie.  Zum  Gebrauch  au 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Friedrich  Hofmanu,  Pro- 
fessor der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bayreuth.  Mit  neben 
Steindrucktafeln.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Bay- 
reuth 1878.    Grau.   88  S. 

Das  Buch  lehrt  in  zusammenhangendem  Vortrag  die  Massbe- 
stimmungen auf  der  Erde,  die  Himmelserschcinuugen,  soweit  sie  dar- 
auf von  Ei ii Mu ss  und  Anwendung  sind,  nebst  populären  Erklärungen, 
mit  Voraussetzung  der  sphärischen  Trigonometrie,  und  die  Kalender- 
rechnung.  Dann  folgt  eine  reichhaltige  Sammlung  von  Aufgaben 
jeder  Art.  Vorzüglich  sind  es  die  sphärisch  trigonometrischen  Auf- 
gaben, welche  in  der  neuen  Auflage  vermehrt  worden  sind.  Sorgfalt 
in  der  Bearbeitung  ist  sehr  anzuerkennen.  II. 


Zusammenstellung  der  wichtigsten  Figuren  aus  dem  Gebiete  des 
mathematischen  Unterrichts  au  Gymnasien  uud  Realschulen  entworfen 
von  Friedrich  Hofmanu,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gym- 
nasium zu  Bayreuth.  Mit  436  Figuren  auf  38  Tafeln.  Bayreuth 
1878.  Grau. 

Es  sind  dies  die  für  den  Schulunterricht  iu  der  Planimetrie, 
Stereometrie,  Mechanik  und  mathematischen  Geographie  erforder- 
lichen Figuren,  ferner  die  auszuschneidenden  Netze  und  Modelle. 
Voraus  geht  das  Verzeichniss  aller  Masse  in  Millimeter,  nach  denen 
jene  übereinstimmend  entworfen  werden  können.  H. 


Die  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Planimetrie.  Zum  Ge- 
brauch au  höheren  Lehranstalten  zusammengestellt  von  Friedrich 
Hof  mann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bay- 
reuth. Zweite,  vermehrte  Auttage.  Mit  17  Steiudrucktafeln.  Bayreuth 
1877.    Heinrich  Grau.   66  S. 

Das  Buch  enthält  auf  den  ersten  29  Seiten  den  Inhalt  der  Pla- 
nimetrie in  Sätzen  formulirt,  die  sowol  Anordnungen  als  Definitionen 
und  Lehrsätze  ohne  Beweis  ausdrücken.  Die  einfache,  durchweg  cor- 
reetc  Wortfassung  verdient  Anerkennung.  Ein  wichtiger  Satz,  den 
man  vermisst,  ist  der,  welcher  die  Grössenvergleichung  der  Winkel 
augiebt.  Der  übrige  Teil  ist  eine  geordnete  Reihe  von  Constructions- 
aufgaben  mit  numerischen  Datis.  H. 
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Arithmetisches  und  algebraisches  Ccbungsbuch  mit  ausgeführten 
Masterbeispielen,  2«A«0  Aufgaben  enthaltend.  Zum  Gebrauch  an 
LehrerseminarieiL,  Mittel-  und  Gewerbeschulen,  wie  auch  an  höhereu 
Lehranstalten  bearbeitet  von  W.  Adam,  Königl.  Seminarlohrer  in 
Xcu-Ruppin.    Neu-Ruppin  1878.    Rud.  Petrenz.    103  S. 

Es  sind  dies  dieselben,  hier  bis  aut  die  genanute  Zahl  vermehrten 
Aufgaben,  welche  des  Verfassers  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung 
und  Algebra  enthält.    (S.  litt  Ber.  231.  p.  30.).  H. 

Die  erste  Stufe  des  mathematischen  Unterrichts  in  einer  Reihen- 
folge methodisch  geordneter  Arithmetischer  und  geometrischer  Auf- 
gaben dargestellt  von  Christian  dar  ms,  Professor  an  der  Real- 
schule in  Oldenburg.  II.  Abtheilung.  Geometrische  Aufgaben.  .'He 
Auflage.    Oldenburg  1877.    Gerhard  Stalling.    98  S. 

Die  erste  Abteilung  ist  im  litt  Ber.  219.  besprochen.  In  der 
Anwendung  der  daselbst  für  die  Mathematik  entwickelten  Methode, 
welche  durch  Fragen  zur  Beobachtung  und  zum  Vcrstftudniss  hinzu- 
legen sucht,  auf  Geometrie  eröffnet  sich  ein  noch  viel  weiteres  Feld, 
indem  die  Constructionsforderungen  zu  den  Fragen  hinzukommen. 
Ueber  den  Erfolg  mögen  diejenigen  urteilen,  welche  die  Antworten 
der  Schüler  zu  hören  Gelegenheit  gehabt  haben.  II. 

Rechenbuch  für  Gymnasien,  Realschulen,  Gewerbeschulen,  höhere 
Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Christ.  Harms,  Professor  an 
der  Realschule  in  Oldenburg,  und  Dr.  Alb.  Kall  ins,  Oberlehrer  am 
Königstadtiscbcn  Gymnasium  in  Berlin.  Sechste  Auflage.  Oldenburg 
1878.   Gerhard  Stalling.   262  S. 

Das  Buch  ist  in  der  neuen  Auflage  unverändert  geblieben.  Be- 
sonderheiten sind  nicht  zn  nennen,  als  etwa  dass  die  Inhaltsberech- 
nungen recht  reichlich  berücksichtigt  sind.  Den  Beispielen  geht  keine 
Anleitung  vorher.    Die  Resultate  werden  getrennt  ausgegeben. 

II. 


Elemente  der  Mathematik.  Bearbeitet  von  Kurt  Struve  in 
Franstidt  Erster  Theil:  Geometrie.  Zweiter  Theil:  Allgemeine 
Zahlenlehre.  Dritter  Theil:  Ebene  Trigonometrie.  Berlin  (I)  1*7* 
(II.  m.j  1*79    Wiegandt  Hempel  und  Parey.  138 

Das  Buch  zeichuet  sich  durch  logische  8tr-ng<   in  hohem  Grad«- 
au-    Bei  ir  »sster  erreichbarer  Kürze  ist  mit  bo^H^^ 
Sorgfalt  und  Umsicht  darauf  geachtet.  Jas9  kein  r 
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stäudnißs  notwendiges  Glied  fohlt.  Vieles  ist  der  weitern  Ausführung 
überlassen,  aber  die  gegebene  Weisung  ist  stets  derart,  dass  über  den 
Weg  kein  Zweifel  sein  kann.  Der  1.  Teil  enthält  die  Geometrie  der 
Ebene,  vollständig  in  der  gewöhnliehen  Ausdehnung.  Die  Elementar- 
aufgaben  sind  am  Schluss  zusammen  behandelt.  Die  allgemeine  Zahleu- 
lehre ist  nach  der  rein  arithmetischen  Methode  behandelt  und  erstreckt 
sich  auf  die  7  Operationen.  Die  Rechnung  mit  Brüchen  ist  darin 
ganz  vergessen.  Die  Lehre  von  den  Gleichungen  und  die  ZahJenlehro 
im  eugern  Sinne  sind  ausgeschlossen.  In  diesem  wie  im  3.  Teile  sind 
die  im  Gedächtniss  zu  behaltenden  Formeln  zu  Anfaug  zusammcu- 
gestellt  H. 


Sammlung  trigonometrischer  Aufgaben.  Von  W.  Gallen kamp, 
Direktor  der  Friedrichs- Werderschen  Gewerbeschule  in  Berlin.  Zweite? 
verbesserte  Auflage.   Berlin  1878.   Plahn.   92  S. 

Die  4  Abschnitte  des  Buchs  enthalten  nach  einander:  Aufgaben 
zur  Einübuug  der  numerischen  trigonometrischen  Rechnungen  und 
ihrer  einfachsten  Anwendungen  auf  Dreiecke  und  Vierecke,  trigono- 
metrische Behandlung  zusammengesetzter  Dreiecksaufgaben,  Goniome- 
trische  Relationen,  Anfgaben  aus  der  sphärischen  Trigouometrie.  Am 
Schluss  stehen  die  Resultate  der  numerischen  Aufgaben.  Die  Auf- 
gaben sind,  ohne  den  Gesichtspunkt  des  Fortschritts  vom  Leichtern 
zum  Schwerern,  so  gruppirt,  dass  das  sachlich  nächst  Verwandte  zu- 
sammengefasst  ist.  Es  wird  kein  bestimmter  Lehrgang  vorausgesetzt ; 
beispielsweise  enthalten  des  Verfassers  „Elemente  der  Mathematik" 
(Iserlohn.    Bädeker)  die  erforderlichen  Lehren.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Zur  Geschichte  des  Malfatti'schcn  Problems.  Von  Dr.  Armin 
Wittstcin.   Nördliugcn  1878.   C.  H.  Beck.    27  S.  und  2  Fig.  Taf. 

Diese  Schrift  schliesst  sich  an  die  frühere  desselben  Verfassers 
,,Gcschichte  des  Malfatti'schen  Problems.   München  1871.  Schurich" 

—  an.  Letztere  enthielt,  wie  wir  aus  dem  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  entnehmen,  zuerst  die  Malfatti'scho  Lösung, 
die  algebraischen  und  trigonometrischen  Lösungen  von  Gergonne, 
Lavernede,  Tedenot,  Lebmus,  Crelle,  Gruucrt,  Schefflcr,  Schcllbach, 
Cayley  und  Zorer,  dann  die  Lösung  Steiner's  und  eine  Kritik  der  von 
Adams,  Zornow,  Plücker,  Quidde  und  Binde  dafür  gegebenen  Beweise. 
Das  Folgende  betraf  die  Steincr'sche  Erweiterung  der  Aufgabe  auf 
den  Raum  und  die  darauf  bezüglichen  Arbeiten  von  Schellbach,  Cayley 
und  Clebsch. 

Die  gegenwärtige  Schrift  beginnt  mit  Nachträgen  zur  ersten, 
welche  ausser  Vervollständigungen  der  Mitteilungen  eine  ueue  Lösung 
von  Lechmütz  nebst  vereinfachter  Darstellung  von  fatal  an  enthalten. 
Der  Hauptteil:  „Seit  dem  Jahre  1871  erfolgte  Bearbeitungen  des  ein- 
facheren und  allgemeineren  Problems  für  die  Ebene  und  den  Raum" 

—  besteht  aus  2  Abschnitten,  deren  erster  über  die  analytischen  Lö- 
sungen berichtet  Mertens  (Crelle  J.  LXXVI.  1873.)  zeigt,  dass  die 
Malfatti'sche  Lösung  wörtlich  für  das  sphärische  Dreieck  gilt.  Simons 
(Bruxelles,  Bull.  d.  Ac.  K.  (2)  XXX VIII.  1874)  findet  die  Transfor- 
mation, welche  de"  A — ranne'schcn  Ausdruck  für  die  Kadien  der 
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Malfatti'schcu  Kreise  auf  den  Malfatti'scbcn  überführt.    Catalan  ver- 
einfacht die  Lechmtttz'schc  Lösung  aufs  neue.   Mertens  (Schlömilch 
Z.  XXI.  297.  1876.)  wendet  mit  Vorteil  eoinplexe  Grössen  an.  Der 
2.  Abschnitt  berichtet  ausführlich  Uber  synthetisch-geometrische  Be- 
weise der  Steiner'scheu  Constructionen.   Der  erste  ist  von  Mendthai 
(Arch.  LV.  211.  1873)  mit  Hülfe  Plüeker  scher  Sätze  ausgeführt. 
Der  zweite  von  Schröter  (Crelle  J.  LXXVIL  230.  1874.)  ist  zuerst 
der  Steiner'scheu  Forderung  gerecht  geworden,  indem  er  iu  directum 
Zusammenhang  mit  den  von  Steiner  selbst  vorausgeschickten  elemen- 
taren Sätzen  steht.    Aftbltor  ((  lebseh  Ann.  VI.  f>*>7.  1873.  und  Arch. 
LVII.  1.  1874.)  ist  der  erste,  welcher  einen  reiu  geometrischen  Be- 
weis der  Steiuer'sckeu  Constwctiou  der  erweiterten  Malfatti'sehen 
Aufgabe  beigebracht  hat.   Ohue  die  dabei  gebrauchten  Ilüfssätze  ge- 
laugt Godt  (Crelle  J.  LXXXIV.  250.  1878.1  zu  gleichem  Ziele.  Znm 
Schluss  sind  die  Hauptangaben  über  das  Leben  Johann  Franz  Joseph 
Malfatti's,  geb.  1731.  gest.  1807,  Professors  an  der  Universität  Fer- 
rara,  zusammengestellt.    Die  ausftthrliehsten  Mitteilungen  hat  Biadego 
(Boueompagni  Bull.  IX.  301.  187lV)  über  dasselbe  gegeben.  Dagegen 
ist  sein  Verzeichniss  der  Schriften  über  die  Malfatti'sche  Aufgabe  sehr 
unvollständig:  es  fohlen  darin  die  Arbeiten  von  Mendthai  und  Schröter, 
terner  2  Arbeiten  von  Adams  und  die  Abbandhingen  von  Lcchmfttz 
und  Aflfolter.  II. 


Het  bcginsel  der  kleinste  werking  in  verband  met  de  bewegings- 
vergelijkingen  van  Lagrange  cu  Hamilton.  Acadcmiseh  proefechrift 
van  A.  Kempc.   Leiden  1878. 

Die  vorliegende  Schrift  liisst  sieh  als  eine  wesentlich  historische 
Arbeit  betrachten;  sie  stellt  die  Eutwiekcluug  des  Priucips  der  klein- 
sten Wirkung  von  ihren  Anfangen  bis  auf  die  neuste  Zeit  mit  voll- 
ständigem, ausführlichem  Eingehen  auf  deu  sachlichen  Inhalt  dar. 
Das  erste  Capitel,  „geschichtliehe  Einzelheiten",  handelt  ;nur  vou  per- 
sönlichen Vorgängen,  nämlich  zwisehen  Maupertuis  und  Kocnig.  Die 
übrigen  4  Capitel  enthalten  einzclu:  die  frühere  Auffassung  des  Priu- 
eips,  die  von  Lagrange,  die  von  Jacobi,  das  Princip  und  die  Bewe- 
gungsgleichungcn  vou  Hamilton.  Der  Anfang  wird  hier  nicht  in  Euler. 
sonderu  in  Maupertuis  genommou,  und  zwar  wird  von  der  Anwcudung 
des  Princips  auf  Herleitung  der  Gesetze  der  Lichtbrechung  ausge- 
gangen. H. 


Giambattista  Biadego.  Piotro  Maggi,  matematico  e  poeta 
Veronese  (1809-1854).   Verona  1879.    H.  F.  Münster.   176  S. 
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Der  erste  Teil  des  Buchs  entbot  di<  Lebensbeschreibung  des 
Pietro  Maggi,  der  zweite  stellt  ihn  ai-  Mathematiker  und  Physiker, 
der  dritte  als  Dichter  dar.  Gel*«ren  I**»**  in  Verona,  empfing  er  da- 
selbst Unterricht  nach  einander  auf  2  Gymnasien,  und  besuchte  dann 
das  Lycäum;  von  1827  an  stndirte  er  Mathematik  zuerst  in  Padua, 
dauu  in  Pavia.  Die  ersten  Fruchte  seiner  Studien  erschienen  183.*» 
in  der  Zeitschrift  Poligrafo;  1S3Ö  ward  er  Mitglied  der  Akademie  in 
Verona,  1844  des  Istitnto  Veneto;  1*50  begann  er  seiue  Tätigkeit  an 
der  Universität,  wo  er  1833  zum  ordentlichen  Professor  ernannt 
ward.  Die  vorausgehenden  Jahre  brachte  er  mit  eigenen  Studien  be- 
schäftigt auf  seinem  Landgut  zu.  Ein  grösserer  Teil  der  Erzählung 
betrifft  die  politischen  Begebenheiten,  welche  auf  1848  folgten,  wäh- 
rend deren  die  Familie  Magd  harte  Schicksale  erduldete,  uud  Giuseppe 
M.,  ein  Bruder  des  Pietro.  mehrjährigen  Leiden  im  Gefängniss  erlag. 
Von  der  wissenschaftlichen  Tätigkeit  des  Pietro  Maggi  wird  im  2. 
Teile  besonders  seiue  Beteiligung  an  der  Gründung  der  elcktrody- 
aamischen  Theorie  neben  Ampere,  Faraday,  NobüJ  u.  A.  ausführ- 
licher dargelegt  Seine  Aufstellung  ward  später  von  Ilolmgren  in 
Zweifel  gezogen,  von  Bellati  und  Tomünson  auf  Grund  neuer  Experi- 
mente aufrecht  erhalten.  Ferner  hat  er  zur  Erklärung  der  Kome- 
tenschweife und  des  Nordlichts  litterarisch  mitgewirkt,  desgleichen 
zur  molecularen  Begründung  der  Chemie.  Die  Elektrodynamik  führte 
ihn  auf  geometrische,  nämlich  flächcutiicoretischo  Untersuchungen,  die 
er  weiter  uud  weiter  verfolgte.  Auch  über  Tone  und  Farben  und 
die  Interferenzen  beider  machte  er  Beobachtungen.  Das  Verzeichnis» 
seiner  Schriften,  in  welchem  die  Fächer  nicht  geschieden  sind,  ist 
sehr  mannichfaltig;  charakteristisch  ist  wol,  dass  er  mit  einem  un- 
eingeschränkten Interesse  sich  fremden  Bestrebungen  anschliesst  ,  in 
denselben  aber  selbständig  produetiv  zuwerke  geht.  H. 

♦ 

Bulletino  di  bibliogratia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XI.  Borna  1878. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  G  Hefte  ist  folgender. 

T.Heft.  D.  Bierens  de  Haan:  Notiz  über  ein  holländisches 
mathematisches  Pamphlet  betitelt:  „Bril  voor  de  Amsterdamsche  be- 
lachelykc  geometristenu. 

8.  Heft.    Andre  Somoff:  Nekrologie  von  Joseph-Iwanowitsch 
Somoff.    (Aus  dem  Kussischen  ins  Französische  übersetzt  von  J. 
Hoücl).  —  B.  Boncompagni:  Verzeichniss  der  Arbeiten  des  P 
J.  J.  Somoff.    Ucber  einen  Brief  desselben.    Wortlaut  des 
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Uisuug  der  Question  391  der  Nouvelle  Correspondance  mathematique 
IV.  254.  gestellt  von  E.  Lucas. 

9.  Heft.  Raffaello  Caverni:  Historische  Notizen  über  die 
Erfindung  des  Thermometers. 

10.  Heft.  B.  Boncompagni:  Ueber  2  Briefe  des  Abtes  Don 
Benedetto  Castelli  an  D.  Fcrdinaudo  Cesarini.  Wortlant  der  Briefe. 
,,Castelli",  nugedruckter  Artikel  aus  den  Werken  des  Conte  Giovanni 
Maria  Mazznehelli,  betitelt  .,Die  Schriftsteller  Italiens". 

11.  Heft.  Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  uud  die  mathe- 
matisch-physikalischen Schriften  von  Hermann  Grassmann.  —  A.  Fa- 
varo: Rudolf  Wolfs  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland^ 
neuere  Zeit,  16.  Band.  Geschichte  der  Astronomie.  München  1877. 
R.  Oldenbourg.  —  A.  Favaro:  Grundlinien  der  mathematischen 
Geographie  und  elementaren  Astronomie  zum  Gebrauche  in  höheren 
Mittelschulklassen  und  bei  akademischen  Vorträgen.  Von  Siegmnnd 
Günther.    München  1878.    Theodor  Ackermann. 

12.  Heft.  Edouard  Lucas:  Leber  die  rekurrente  Reihe  von 
Format.  —  Antonio  Favaro:  Geschichte  der  Mathematik  an  der 
Universität  Padua.  Brief  au  I).  B.  Boncompagni.  —  Giovanni 
Garbieri:  Elemente  der  Theorie  der  Determinanten  mit  vielen 
Kebungsaufgabeu  von  V.  Mattsion.    Leipzig  1878.    B.  G.  Tcubner. 

Publica!  ionsverzeichuisso  im  s  ,  10.  und  12.  lieft. 

Besonders  herausgegeben  ist  der  von  Andreas  Somoff  verfasste 
Nekrolog  des  Joseph  Iwanowilsch  Somoff.  Letzterer  ward  geboren 
im  Dorfe  Otrada.  Distriet  Klin,  Gouvernement  Moskau,  von  unver- 
mögenden Kitern.  vom  Vater  für  den  Marinedienst  bestimmt  und  auf 
dem  Gymnasium  des  Gouvernements  für  den  Eintritt  in  das  Cadettcu- 
corps  vorbereitet,  wandte  sich  aber  aus  eigenem  Triebe  den  mathe- 
matischen Wissensehafton  zu  und  trat  in  die  physikomathematische 
FacultUt  der  Universität  Moskau  ein,  die.  er  1835  mit  dem  Grade 
des  „Candidaten"  verliess.  Noch  innerhalb  dieser  Jahre  beginnt  seine 
schriftstellerische  Tätigkeit,  die  von  da  an  ununterbrochen  fortdauert. 
Kr  gewann  zweimal  den  Preis  Demidof,  ausserdem  den  für  classische 
Arbeiten  verlieheneu  St.  Annen  Orden.  Naeh  seim-r  Verheiratung 
1839  ward  er  Keiner  an  der  Handelsschule,  1840  am  ..Institut  noble" 
in  Moskau.  Nachdem  er  1841  proinovirt  hatte,  ward  er  nach  St 
Petersburg  an  die  Universität  als  Professor  Adjunetus  berufen:  1817 
ward  er  ausserordentlicher,  18T>ft  ordentlicher  Professor,  lSh'4  Eme- 
ritus, doch  ward  ihm  das  Mandat  '.\  mal  auf  ö  Jahre  verlängert; 
1*.">7  ward  er  correspondirendes,  1862  ordentliches  Mitglied  der  Aka- 


igitized  by  Google 


Litte  rar ischer  Bericht  CCLJI. 


42 


demie.  Im  Anfaug  seines  letzteu  Lebensjahres  verlaugte  er  den  Ab- 
schied und  ward  zum  Ehrenmitglied  der  Universität  ernannt.  Er  starh 
Ende  April  1876.  Von  seiuen  Schriften  sind  aufgeführt  10  besonders 
herausgegebene  Werke  in  russischer  Sprache  für  russische  Lehran- 
stalten bearbeitet,  uud  38  Abhaudlungeu  in  8  verschiedenen  Zeit- 
schriften.  Der  obengenannte  Brief  ist  der  Ausgabe  beigefügt. 

H. 

Domeuico  Cheliui,  ceuno  uecrologico  per  Luigi  Cremona. 
Atti  della  R.  Accademia  doi  Lineei.   Transunti  III.  1879. 

Domenico  Cheliui.  geboren  lSi>2  in  Graguano  auf  dem  Gebiete 
von  Lucca.  ward  vom  Vater  für  die  geistliche  Carriere  auserseben. 
während  die'  übrigen  Söhne  das  Land  hauten,  und  lernte  in  Lucca 
Latein.  Sein  Lehrer.  Pater  Puceinelli,  erkannte  sein  wertvolles  Ta- 
lent, und  hielt  ihn,  als  nach  dem  Tode  des  Vaters  die  Brüder  ihn 
zurückforderten,  am  Studium  fest.  Er  ward  bald  in  Rom  Priester 
(die  Weihe  empfing  er  sputer  1827),  sludirle  am  Collegio  Nazareno 
vou  1811)  bis  1820  und  Heng  gleich  darauf  an  daselbst  zu  lehren; 
1827  ward  er  Professor  der  Rhetorik  in  Narni,  1H28  Professor  der 
Philosophie  erst  in  Pieve,  duun  in  Alatri.  Nach  einem  Aufenthalte 
in  Neapel  einer  Cur  wegen  ward  er  1831  nach  dem  Collegio  Naza- 
reno zurückberufen,  wu  er  den  Lehrstuhl  der  Mathematik  erhielt  uud 
20  Jahre  lang  iune  halt»'.  Hier  trafen  ihn  Jaeobi,  Lejeune-Dirichlet. 
Steiner,  Sehlaetli  uud  Rorchardt.  Von  l«s.">l  bis  18(11  war  er  Pro- 
fessor der  .Mechanik  und  Hydraulik  in  Bologna,  mit  Unterbrechung 
durch  die  politischen  Begebenheiten.  Obgleich  seiuer  Denkweise  uacli 
Anhänger  der  italienischen  Einheit,  fand  er  sich  als  Priester  ver- 
pflichtet den  180 1  von  ihm  geforderten  Staatstid,  vou  dem  er  bis 
dahin  entbunden  worden  war,  zu  verweigern.  Seiner  Stelle  enthoben, 
begab  er  sich  nach  KöW,  wo  er  1807  die  Professur  für  rationale 
Mechanik  erhielt.  Doch  1871,  nachdem  Korn  Hauptstadt  war,  ward 
auch  hier  der  Eid  verlangt.  Kurze  Zeit  noch  setzte  er  seine  Tätig- 
keit an  der  sogenannten  Vaticauischen  Universität  fort,  bis  diese  ge- 
schlossen ward.  Am  H».  November  1878  starb  er  als  Privat-Gelehrter. 
Von  1817  au  war  er  Mitglied  der  Academia  dei  Lineei,  von  18f»4 
der  Akademie  von  Bologna,  von  1863  der  Societa  Italiana.  Ausser- 
dem gehörte  er  vielen  kleineren  Akademien  uud  Gesellschaften  au. 
Von  seinen  Schriften  sind  52  Abhandlungen  in  8  Zeitschriften  uud 
ein  Werk  über  rationale  Mechanik  aufgeführt.  II. 

Piatons  ldeenlchre  uud  die  Mathematik.  Von  Dr.  Hermann 
Cohen.  Rectorats-Programm  der  Uuiversitat  Marburg.  Marburg 
1879.   N.  G.  Elwert.   4°.   31  S. 
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Die  Schritt  bietet  zur  Besprechung  wenig  dar,  es  mag  nur  er- 
wähnt Bein,  dass  der  Verfasser  die  Idee  nach  Plato  als  Hypothese 
auffasst,  hervorgehend  aus  der  analytischen  Methode,  welche  das  Ge- 
suchte im  voraus  als  bekanut  setzt.  Die  Mathematik  soU  ,  wie  vor- 
hergeht, die  Vermittelung  bilden  —  zwischen  ovcta  und  vorj^ta  und 
zwar  in  der  Richtung,  in  welcher  die  moderne  erkcnutnisstlieoretiselic 
Einsicht  sie.  fordere.  Diese  Forderung  oder  dieses  Problem  der  Neu- 
zeit nennt  man  wol  trottender  die  Sackgasse,  in  welche  die  Kant'selto 
Philosophie  geführt  hat.  Wir  brauchen  keine  Vermittelung,  mithin 
ist  aueh  der  Mathematik  die  unrechte  Stelle  gegeben.  Der  Verfasser 
würde  wol  manches  Urteil  bestimmter  gefasst  haben,  wenn  er  toh 
dem  falschen  Gegensatz  frei  gewesen  wäre.  H. 


Methode  und  Principien. 

Geometrie  der  Ebene  (Planimetrie)  bis  zum  Abschluss  der  J'ara/- 
leleutheorie.  Von  Friedrich  Polster,  Kgl.  Studienlehrer.  Mit 
l  lithographischen  Tafel.  (Abdruck  des  Programms  der  Kgl.  Studien- 
Anstalt  Würzburg  für  das  Studienjahr  IS77  78.)  Würzburg.  J.  Stau- 
diuger.    48  S. 

Der  vorliegende  Versuch  einer  Lösung  der  Parallelentrage  zeich- 
net sich  durch  grosse,  doch  leider  nur  einseitig  geübte  Schärfe  und 
Ausführlichkeit  aus.    In  den  wichtigsten  Punkten  fehlt  beides.  Der 
Verfasser  will  durch  veränderte  Formulirung  des  !>.  Euklidischeu 
Axioms  (Das  Ganze  ist  grösser  als  sein  Teil)  den  Parallelensatz  be- 
weisbar machen.    An  dessen  Stelle  tritt  hier  als  2.  Axiom:  „Was  hi 
keiner  möglichen  Lage  mit  Anderem  sich  deckt,  was  jedoch  als  Ganzes 
in  irgend  einer  möglichen  Lage  das  Andere  als  Teil  enthält,  ist 
grösser  als  sein  Teil".    Diesem  Satze  zufolge  kann  auch  das  Ganze 
gleich  seinem  Teile  sein,  ein  Fall,  welcher  im  Sinne  der  spätem  Au- 
wendung wirklich  eintritt,  wenn  von  2  gleichen  Winkeln  bei  parallelen 
Schenkclu  einer  innerhalb  des  andern  liegt    Da  hiernach  der  Teil- 
begriff des  Verfassers  mit  dem  gewöhliehen  nicht  übereinstimmt,  viel- 
mehr im  Widerspruch  steht,  so  war  es  unbedingt  erforderlich,  da** 
er  denselben  detinirte,  uud-  ein  exaetes  Kriterium  dafür  aufstellte 
Dies  ist  nicht  geschehen:  kein  Satz  handelt  davon,  uud  in  der  Beweis- 
führung zu  §.  10.  Lehrs.  I.  (Eukl.  11.  Axiom)  sind  die  Worte:  .,ab<> 
erschiene  in  der  gegebenen  Lage  WfcL  »  als  Teil  des  Wkl.  ~~ 
ein  Appell  au  die  vulgäre  Auschauuug,  ohne  Erwähnuug  irgend  eines 
Kriteriums,  als  solcher  aber  unzulässig,  weil  dio  Basis  der  Begrufr 
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Dicht  die  gewöhnliche  ist.  Im  weseutlicheu  ist  daher  der  bekannte 
Scheinbeweis  geblieben  was  er  war,  und  hiermit  das  ganze  Uutcr- 


Begriffsschrift ,   eine  der  arithmetischen   nachgebildete  Formel- 
sprache des  reinen  Denkens.    Von  Dr.  Gottlob  Frcgo,  Privat- 
docenteu  der  Mathematik  an  der  Universität  Jena.    Halle  a.  S.  1M71* 
Louis  Nebert.   88  S. 

Der  Verfasser  will  die  mathematische  Logik  der  Uuvollkominen- 
heit  der  Sprache  dadurch  entreissen,  dass  er  für  dio  Begriffe  und 
deren  Beziehungen  Zeichen  setzt.  Die  Unvollkommeuheit  wird  nament- 
lich darin  gefunden,  dass  in  der  Sprache  die  eigentlich  allein  zu  be- 
achtenden Elemente  mit  solchen,  welche  nur  der  Satzconstruction 
dienen,  gemischt  auftreten,  logisch  bedeutungslose  Unterscheidungen, 
welche  die  Grammatik  fordert,  dio  notwendigen  verdecken  und  ver- 
hüllen. Der  Gedankeuinhalt  wird  durch  je  1  Buchstaben,  die  Form, 
in  welcher  er  in  Beziehung  tritt,  dio  Bejahung  und  Verneinung,  da* 
Bedingtseiu,  die  definitive  Behauptung,  gesondert  von  der  blossen 
Vorführung  des  Gedankens,  u.  s.  w.  durch  Striche  bezeichnet.  Func- 
tionsbuchstabeu  dienen  dazu  die  Substituirbarkcit  anzudeuten  und  im 
Argument  dasjenige  zu  bezeichnen,  was  Substitution  zulässt.  Wollen 
wir  das  Unternehmen  beurteilen,  so  zeigt  sich  der  eigentümliche  Um- 
stand, dass  sich  die  Ausführung  weit  günstiger  darstellt  »In  der  ur- 
sprünglich gefasste  Plan.  Schon  der  Titel  spricht  von  einem  „reinen 
Denken",  und  im  Vorwort  wird  der  reinen  Logik,  welche  von  der 
besonderen  Beschaffenheit  der  Dinge  absehend,  sich  allein  auf  die 
Gesetze  gründe,  auf  denen  alle  Erkenntnis*  beruhe,  eine  Stelle  ein- 
geräumt. Es  scheiut  hiernach  anfänglich,  als  betrachte  der  Verfasser 
seine  getroffeneu  Anordnungen  als  gültig  für  das  Gcdaukciiborelch  de« 
ganzen  Lebens  und  wolle  eben  für  dieses  die  mathematischen  Denk- 
formeu  verwerten.  Indes  jener  vererbte  Irrtum  der  formalen  Logik 
bleibt  gauz  ausserhalb  der  Arbeit  stehen  und  ist  auf  dieselbe  von 
keinem  Einfluss.  Der  Verfasser  gebt  nicht  mit  vorgefassten  Ideen, 
sondern  mit  der  umsichtigsten  Beobachtung  zu  werke;  er  beginnt  nicht 
mit  iuhaltslecren  Formen,  sondern  beschränkt  sogar  sein  gegenwär- 
tiges Ziel  auf  bestimmte  Zweige  der  Mathematik,  ho  dass  also  die  Objeclc 
stets  mathematische  bleiben.  Ob  nun  durch  die  erfundene  Formel- 
sprache selbst  etwas  geleistet  ist,  möchten  wir  bezweifeln.  Viel  wert- 
voller erscheint  uns  die  Kritik  der  mathematischen  Logik,  zu  welcher 
den  Verfasser  seiue  Arbeit  geführt  hat.  Er  ist  dadurch  belehrt  und 
wieder  belehrend.  Erst  während  derselben  ist  ihm  deutlich  geworden, 
dass  im  mathematischen  Urteil  die  Trennung  ^u  Subjcct  und  Attribut 
nichtig  ist;  denn,  wie  er  selbst  erklärt,  hatte  er  bei  erster  Bearbeitung 
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noch  die  entgegengesetzte  Ansicht.  So  nahe  auch  die  Bemerkung 
liegt,  scheint  sie  doch  bisher  allen  Logikern  entgangen  zn  sein* 
Ilauber  z.  B.,  dessen  Verdienste  um  die  mathematische  Logik  Günther 
in  seinem  Aufsatz  T.  LVI.  p.  26.  rühmt,  begeht  noch  den  Fehler, 
<las8  er  Subject  und  Attribut  scheidet.  Dieser  Fehler  wird  vom  Ver- 
fasser allgemeiner  als  der  bezeichnet,  dass  die  Logik  sich  bisher 
immer  noch  zu  eng  an  Sprache  und  Grammatik  angeschlossen  habe, 
eine  Rüge  der  in  hohem  Grade  beizustimmen  ist,  sofern  sio  die  Be- 
fangenheit charakterisirt,  mit  welcher  die  meisten  Logiker  ihr  Denken 
von  der  Sprache  abhängig  machen.  Der  Verfasser  giebt  durch  seine 
Auffassung  seines  Gegenstandes  zu  erkennen,  dass  er  zu  den  wenigen 
gehört,  bei  welchen  der  Gedanke  über  dem  Worte  als  Richter  steht. 
Die  Kritik  tritt  indes  nicht  bloss  in  den  anfangs  entwickelten  Grund- 
sätzen, sondern  auch  in  der  gesammten  Ausführung  zutage.  Das 
Einzelne  übergehen  wir.    Im  ganzen  ist  die  Schrift  als  anregende 

und  bahnbrechende  eine  lohnende  Arbeit.  H. 

• 

0«  1  od  S.  Eine  mathematische  Studie.  Wissenschaftliche  Beilage 
zum  10.  und  11.  Jahresbericht  der  Köuig  Wilhelms-Schule  zu  Rei- 
chenbach in  Schlesien.  Von  deren  Director  Dr.  Karl  Heinrich 
Liersemann.   4°.   77  S. 

Der  Verfasser  spricht  zuerst  von  Irrtümern  und  unnötigen  Schwie- 
rigkeiten in  der  mathematischen  Doctriu.  Er  meint,  im  Bereich  des 
Endlichen  kämen  solche  teils  bei  einzelnen  Autoren  vor,  teils  seien 
sie  weiter  verbreitet;  immer  aber  beruhten  sie  auf  Unkenntniss,  Uu- 
geschick  und  nachweisbaren  Fehlern;  im  Bereich  des  Unendlichen 
hingegen  gäbe  es  ernstliche  Schwierigkeiten.  Zur  Rechtfertigung, 
dass  wir  auf  die  lange  Explicatiou,  auf  die  Mittel  und  Einführungen, 
durch  welche  der  Verfasser  die  Schwierigkeiten  überwunden  zu  haben 
glaubt,  nicht  eingehen,  wollen  wir  wenigstens  den  kurzen  Nachweis 
führen,  dass  er  sich  selbst  das  Urteil  gesprochen  hat,  dass  es  auch 
seinerseits  nur  Unkenntniss,  Ungeschick  und  Fehler  sind,  was  ihn  in 
der  Lehre  vom  Unendlichen  Schwierigkeiten  sehen  lässt.  Unkenntniss 
ist  es,  dass  er  sich  bloss  auf  wenige  Autoreu  bezieht,  die  gerade  im 
Paukte  des  Unendlichen  unklar  sind.  Im  Archiv  T.  LV.  p.  49.  ist 
gezeigt,  dass  nicht  einmal  für  Anfänger  der  Algebra  eine  Schwierig- 
keit in  Begriff  und  Anwendung  des  Unendlichen  liegt.  Wenn  also  der 
Verfasser  voraussetzt,  dass  bisher  niemand  darüber  Klarheit  zu  geben 
versprochen  hätte,  so  verrät  er,  dass  er  in  der  Kcnntniss  der  Ent- 
wicklung der  Theorie  noch  weit  zurück  ist.  Unkenntniss  oder  Un- 
geschick ist  es,  dass  bei  ihm  das  Unendlichkleine  als  constant  be- 
handelt wird.  Sei  es  dass  er  nicht  weiss,  dass  dasselbe  variabel  sein 
rauss  (weiterhin  nennt  er  zwar  das  Unendlichgrosse  variabel),  oder 
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das«  er  es  weht  als  variabel  zu  behandeln  versteht,  er  halt  die  un- 
endlich kleine  Strecke  fUr  uuteilbar  nnd  behauptet,  zwischen  einem 
Punkt«  und  seinem  Nachbarpunkte  köuue  kein  Punkt  liegen,  will  so- 
gar ein  durch  falsche  Betrachtung  entstandenes  Paradoxon  dadurch 
lösen,  dass  er  die  Construction  eines  Halbkreises  über  der  unendlich 
kleinen  Strecke  für  unzulässig  erklärt,  weil  der  Mittelpunkt  ein  Teil- 
punkt  sein  würde.  In  der  Tat  ist  ein  fester  Teilpunkt  nicht  mög- 
lich. Dies  ist  aber  weder  ausgesprochen,  noch  kann  es  der  letzt  ge- 
nannten Anwendung  wegen  gemeint  sein,  weil  der  Halbkreis  selbst- 
verständlich mit  der  Strecke  varürt.  Die  soeben  erwähnte  wider- 
spruchsvolle Aufstellung  einer  unteilbaren  Strecke  mag  zugleich  als 
Beleg  dienen,  dass  die  gesammte  Betrachtung  auf  logische  Fehler 
basirt  ist  H. 


Zahlenbüschel.  Mittelpunkt.  Äquivalente  Vortretung  von  Punkt- 
systemen. Von  Wilhelm  Bunkofer,  Professor.  Beigabe  zum 
Programm  des  Progymnasiums  zu  Bruchsal.    1878.   4°.   25  S. 

Nach  den  Worten  des  Verfassers  ist  es  die  Aufgabe  der  gegen- 
wärtigen Schrift,  den  2  Begriffen  Richtungszahl  und  Mittelpunkt  in 
ihrer  eigentlichen  Heimat,  der  Geometrie,  zum  Bürgerrecht  zu  ver- 
helfen. Wie  er  sagt,  fristen  diese  Stiefkinder  der  Raumwissensehaft 
ihr  Dasein  immer  noch  im  Gebiet  der  Statik  und  Mechauik.  Hier 
muss  es  zunächst  auffalleu,  wie  der  Verfasser  den  zahlreichen  Schriften 
gegenüber,  in  denen  sein  Gedanke  bereits  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen hiu  entwickelt  zur  Durchführung  gekommen  und  in  Anwendung 
gebracht  ist,  namentlich  im  Hinblick  auf  die  Geometrie  von  Bclla- 
vitis,  sich  als  den  ersten  betrachten  konnte,  der  von  der  statischen 
Zusammensetzung  der  Kräfte  Gebrauch  für  die  Priucipieu  der  Geo- 
metrie macht.  Bei  allen  diesen  Unternehmungen  scheint  man  indes 
zu  übersehen,  dass  sie  vollständig  in  den  Principien  der  gewöhnlichen 
analytischen  Geometrie  enthalten  sind,  und  nur  durch  neue  Namen 
zu  anscheinend  neuen  Theorien  gestempelt  werden.  Durch  Projection 
einer  gebrochenen  Linie  auf  eine  willkürliche  Axo  wird  genau  in  dem- 
selben Sinne  wie  dort  und  hier  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  oder 
des  Büschels  beliebig  gerichteter  Strecken  iu  Addition  verwandelt, 
das  Vertretende  aller  übrigen  Einführungen  ergiebt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit. Durch  jene  Namen  wird  zu  grossem  Nachteil  für  die  Orien- 
tirung  die  Illusion  gepflegt,  als  erschlösse  sich  uns  ein  neues  Bereich 
der  Wissenschaft,  in  welchem  man  sich  erst  zurecht  zu  finden  hätte, 
um  dann  neue  Fähigkeiten,  neue  Centra  der  Betrachtung  zu  gewin- 
nen, während  man  sich  doch  in  Wirklichkeit  nur  innerhalb  der  ge- 
wöhnlichen Begriffe  bewegt,  dieselben  aber  nicht  wiedererkennt,  daher 
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den  Zusammenhang  mit  seiucni  soustigeu  Wissen  aus  den  Augen  ver- 
liert. Wie  sich  die  hier  gewählten  Namen,  Zahlenbüschel,  Ricbtungs- 
zahleu  u.  s.  w.  empfehlen  sollen,  ist  nicht  zu  ersehen,  da  Zahlen  hier 
nur  Grössen,  in  ersterem  Worte  sogar  Lineargrössen  bedeuten,  mit- 
hin nichts  unterscheidendes  ausdrücken.  Wenn  man  aber  auch  gegen 
Anordnungen  nach  persönlichem  Behagen  des  Verfassers  keinen  Ein- 
wand erheben  will,  so  mttsste  doch  wenigstens  das  Abweicheudo  de- 
tinirt  sein.  Hieran  fehlt  es  etwas.  Nur  ans  dem  Zusammenhangt' 
ersieht  mau,  dass  Iiichtuugszahlen  Grössen  sind,  welche  die  Richtung 
einer  Geraden  bestimmen,  nicht  aber,  an  welche  Bestimmungsweise 
zu  denken  ist,  ob  an  Richtungscosinus,  deren  Reciproke,  oder  was 
soust.  Mindestens  dunkel  ausgedrückt  ist  z.  B.  die  Erkläruug  (p.  10.) 
„Man  unterscheide  einwertige  und  u  wertige  Punkte,  je  nachdem  blos 
ein  Punkt  oder  n  Punkte  an  Ort  und  Stelle  sind44"  Die  Hauptab- 
schnitte sind:  Summe  des  Zahlenbüschels,  Aequivalcute  des  Zahlen- 
büschels, Mittelpunkt  eines  Punktsystems,  Projectioucn  von  Büscheln 
und  Punktsystemen,  Mittelpunktslinie  und  ebene  correspondireude 
Veränderungen  Im  Zahlenbüschel  und  Punktsystem,  Addition  von 
Richtungszahlcn  verschiedenen  Ursprungs,  Anhang:  die  ürassmaun- 
sebc  Methode.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysi*. 

Die  Fundamente  der  Determinanteutheorie.  Zum  Gebrauche  für 
das  erste  Studium  bearbeitet  von  Dr.  Victor  Sersawy,  Wien  1878. 
L.  W.  Seidel  u.  Sohn.    41  S. 

Die  gesonderte  Herausgabe  Huer  Bearbeitung  der  Fuudamcutal- 
siitze  der  Determinanteutheorie  für  Aufänger  des  Studiums,  gerade 
in  dem  Umfange  in  welchem  es  hier  geschehen  ist.  nämlich  enthaltend 
.,Begriff  und  Bildung  der  Determinante,  die  Fundamental-Eigeu- 
BChafton  der  Determinanten.  Anwendung  auf  die  Theorie  der  lineareii 
Gleichungen4*,  ist  iu  viel  höherem  Masse  ein  Bedürfnis«,  als  es  der 
Verfasser  sich  bewusst  gewesen  zu  sein  scheint.  Er  spricht  nur  von 
Erleichterung  des  Eindringens  iu  die  Theorie  selbst.  Viel  wichtiger 
ist  es  wol,  dass  der  Studirende,  ehe  er  irgend  einen  Zweig  der  rech- 
nenden Mathematik,  namentlich  die  analytische  Geometrie,  in  Angriff 
nimmt,  mit  diesen  Fundamentalsten  bekannt  ist.  und  sieh  gleich 
anfangs  au  deren  Anwendung  gewöhnt.  Hierzu  ist  es  erforderlich, 
dass  er  sich  das  Notwendige  in  kurzer  Zeit  aneignen  kann.  In  Be- 
treff der  Ausführung,  die  im  ganzen  auf  richtigeu  Grundsätzen  be- 
ruht, möge  es  genügen  einige  Verbesserungsvorschläge,  zu  machen, 
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die  wol  im  Einklang  mit  jenen  Grundsätzen  siud.  Mit  Recht  ist  her- 
vorgehoben, dass  es  auf  Deutlichheit  der  einfachen  und  doch  so  weit- 
greifeuden,  der  Determinautentheorie  eigentümlichen  Schlussweisen 
vor  allen  ankommt    In  3  Punkteu  ist  dies  noch  versäumt.    1)  Es 
ist  nur  die  etwas  umständliche  absolute,  nicht  aber  die  weit  frucht- 
barere und  sehr  einfache  recurrente  Vorzeicheuregel  angegebeu; 
infolge  dessen  siud  manche  Sätze  durch  lange  Deductionon  bewiesen, 
die  sonst  durch  directen  Schluss  hätten  gewonnen  werden  können. 
2)  Der  Additionssatz,  welcher  durch  Substitution  des  Terms  für  die 
Summe  direct  erschlossen  werden  kann,  ist  durch  Unterdeterminauten 
hergeleitet.   3)  Ebenso  lässt  sich  die  Auflösung  der  Gleichungssysteme 
direct  mit  voller  Determinante  bewirken,  wird  aber  hier  auch  auf 
Unterdeterminanten  gegründet.    Es  ist  kein  geringer  Verlust,  dass 
der  Studirende  mit  3  Schlussweisen  nicht  bekannt  wird.   Ohne  die 
absichtlieh  befolgte  Ausführlichkeit  zu  verwerfen,  würden  wir  doch 
hinsichtlieh  des  Ganzen  es  empfehlen,  dass  der  Vortrag"  in  mehr 
concinner  Weise  stets  gerade  auf  das  Ziel  losgieuge,  und  alle  Be- 
trachtungen nachfolgen  Hesse.   Manchmal,  namentlich  beim  Ueber- 
gaug  zur  Gleichuugstheorie,  scheint  das  verbreitete  Vorurteil  miteiu- 
zuspicleu,  der  Lernende  müsse  vor  jedem  Schritte  das  Motiv  wissen. 
Vom  Gegenteil  kauu  mau  sich  leicht  überzeugen.    Der  Lernende 
weiss  mit  dem  Motiv  nichts  anzufangen,  bis  er  den  Act  und  den  Er- 
folg kennt,   Erst  das  Was,  dann  das  Warum.  H. 


Geometrie. 

Die  einfache  Einschreibung  der  regelmässigen  10,  14  und  18- 
Ecke  und  daraus  folgend  der  r.  .">,  7  und  9-Ecke.  Für  Lehrer  und 
Studirende  in  Gymnasien  uud  Realschulen  mit  3  in  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Vou  Dr.  Joseph  Weisz.  Budapest  1878.  (Selbst- 
verlag).  12  S. 

Die  hier  mitgeteilten  Coustructionsweiseu  verdienen  wegen  ihrer 
unübertrefflichen  Einfachheit  Beachtung.  Die  Seiten  des  eingeschrie- 
benen 14  und  1  Hecks  werden  durch  ein  bewegtes  Lineal  mit  2  uo- 
tirten  Punkten  erhalten,  deren  einer,  während  das  Lineal  durch  einen 
festen  Punkt  geht,  an  einer  Geraden  gleitet,  bis  der  andre  in  einen 
Kreis  fällt.  Ausser  den  genanuten  Stücken,  die  fast  unmittelbar  be- 
kaunt  sind,  kommen  keine  Hülfslinien  in  Anwendung.  Auch  die  sehr 
einfache  Coustruction  des  lOecks,  bei  welcher  natürlich  keine  Ver- 
schiebung erfordert  wird,  verdient  ihren  Platz  an  dieser  Stelle. 
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Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

Auiericau  Journal  of  Mathematies  pure  and  applied.  Editor  jb 
chief  J.  J.  Sylvester.  Volume  I.  Haiti more  1878.  4°.  S 
(S.  d.  248.  litt.  Ber.  p.  42.  43.) 

Ausser  den  schon  mitgeteilten  enthalt  der  1.  Baud  folgende  Ab- 
handlungen.  G.  W.  Hill:  Untersuchungen  in  der  Mondtheorie.  — 
P.  Franklin:  Zweipunkt- Coordinaten.  —  W.  E.  Story:  Heber  du* 
elastische  Potential  von  Krystallen.    —  E.  Lucas:  Theorie  der  nu- 
merischen einfach  periodischen  Functionen.  —  II.  T.  Eddy:  Der 
elastische  Bogen.  —  G.  Bruce:  Bibliographie  des  Mcbrdimensioneu- 
ttaums  und  der  nnhteuklidischcu  Geometrie.  —  II.  T.  Eddy:  Ueber 
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